[Assunto2-Teoria da partilha.]

2.1-Partilhas caso discreto.

( Ajuste na partilha, Licita¢éGo Secreta, Marcadores)

Questao 1: Se tivermos de dividir 100 euros igualmente por 4 pessoas, basta fazer
100/4 e obtemos 25 euros para cada pessoa.

Questao 2: Se tivermos de dividir uma heranca familiar, que inclua objetos de
estimacdo tais como quadros, estatuetas, instrumentos musicais, objetos antigos de
colecdo, e outros, pode ser dificil proceder a partilha se houver valor sentimental em
relacdo a esses objetos. Se os herdeiros ndo atribuirem todos o mesmo valor a cada
objeto, e também ndo os quiserem vender para distribuirem o dinheiro em partes
iguais, a partilha pode tornar-se complexa.

Partilha é o processo pelo qual se repartem de igual modo objetos, indivisiveis ou nao,
por sujeitos com direito a partes equivalentes.

/v Caso discreto: o conjunto C é formado por objetos indivisiveis. EX: Carros, barcos...

Caso continuo: o conjunto C é formado por objetos que podem ser
divididos de infinitas maneiras. Ex: terremos, Bolos, pizas, ...

Caso misto- Inclui os dois casos discreto e continuo.

Métodos de divisdo justa.

Exemplo: Herdeiros que receberam uma heranca constituida por uma casa, um carro, e
outros objetos valiosos.

/vAjuste na partilha
— > Licitagao secreta.
\‘ Marcadores.

Método de ajuste na partilha.

Nota: Este método pode aplicar-se a divisao de um certo niumero finito de itens entre
dois intervenientes da forma mais justa possivel.



Ajuste na partilha.

12) Cada um dos intervenientes tem 100 pontos para distribuir secretamente pelos itens.

22) Cada item é atribuido temporariamente ao interveniente que mais o valorizou. Em caso
de empate, é atribuido ao que tiver menos pontos no final.

32) Faz-se um balango:

® se ambos tiverem o mesmo numero de pontos, a partilha esta feita;

* se ndo tiverem o mesmo numero de pontos, o que tiver mais transfere itens (ou parte)
para o outro até igualar o nimero de pontos, de acordo com os passos seguinte.

42) Calculam-se os quocientes referentes a cada um dos itens atribuidos ao interveniente
que ficou com mais pontos:
Numero de pontos atribuidos ao item pelo vencedor inicial

Numero de pontos atribuidos ao item pelo perdedor inicial
e colocam — se por ordem decrescente.

592) Faz-se a transferéncia do item a que corresponde o menor quociente e contabilizam-se
novamente os pontos.

62) Se a transferéncia total de um item der vantagem a parte que o recebe, tera
de se efetuar a transferéncia apenas de uma percentagem do item, de forma
a igualar o nimero de pontos.

Exemplo

A Ana e a Benvinda herdaram 5 carros de luxo e decidiram efetuar a divisdo dos
mesmos utilizando o método do ajuste na partilha. Deste modo atribuiram as
seguintes pontuacoes:

Lancia Mercedes BMW Jaguar Audi
Ana 15 25 20 30 10
Benvinda 10 30 25 20 15

Vamos efetuar a partilha e determine o nimero de pontos com que ficara cada uma.

A Ana é quem mais valoriza o Lancia(15) e o O jaguar(30)
Total de pontos: 15+30=45

A Benvinda é quem mais valoriza o Mercedes(30), o BMW(25) e o Audi(15)
Total de pontos 30+25+15=70.
Ana: 45 pontos Benvinda 70 pontos.

Como ndo tém igualdade de pontos, sera necessario transferir parte dos bens da
Benvinda para a Ana.

Para decidir a ordem de transferéncia dos bens, pegamos nos bens da Benvinda(que
tem mais pontos) e fazemos os quocientes da valorizacdo da Benvinda em relagdo a
valorizacdo da Ana.




Por exemplo, a Benvinda atribui 30 pontos pelo Mercedes e a Ana, apenas 25, pelo que
temos o quociente:

Mercedes: = = 1.2
25
O mesmo raciocinio para o BMW e para o Audi:
BMW: 2 =1.25 Audi==1.5
20 10
O quociente que der um nimero mais pequeno sera a primeiro a transferir.
Neste caso é o Mercedes: (1.2).

Vamos tentar passar o Mercedes da Benvinda para a Ana.

Nesse caso a Ana ficaria com 45+25= 70 pontos, mas a Benvinda ficaria apenas com
25+15=40.

A situacdo inverteu-se, pelo que ndo podemos passar a totalidade do Mercedes para a
Ana, mas apenas uma parte.

Considerando o Mercedes como 1 ( ou 100%), vamos atribuir a Benvinda uma porg¢ao x
e o restante para a Ana, “1 - x”, isto é,

Benvinda: 40 + 30x  Ana: 45 + 25(1-x).

Para determinar a porcao x, que ficara para a Benvinda, e admitindo que, no final,
ambas deverdo ter o mesmo nimero de pontos, devemos resolver a equagao:

40 + 30x=45+ 25(1-x) & 40+ 30x=45+25-25x <& 55x=30 <> x=0.55.
Ou seja, a Benvinda ficara com 0.55 ou seja, 55% do Mercedes.
A Ana ficara com 1-0.55=0.45 ou 45% do Mercedes.
Distribuicdo:
Benvinda: BMW, Audi e 55% do Mercedes.
Ana : Lancia, Jaguar e 45% do Mercedes.
Pontuacao:
Pontos: Ana: 45 + 25x 0.45 =56.25 pontos
Benvinda: 40 + 30x0.55 = 56.5 pontos.

Nota: Em relacdo a partilha do Mercedes, nestes casos, é frequente vender o carro e
entregar 55% do dinheiro a Benvinda e 45% do dinheiro a Ana

Nota muito importante: por vezes, nos exames nacionais, 0os passos do método do
ajuste na partilha surgem ligeiramente diferentes dos que aqui apresentamos. Nesse
caso, é necessario adaptar-se a nova descricdo antes de resolver o exercicio, e resolver
de acordo com as indicagdes.



Método das Licitagdes Secretas.

Nota: Este método pode aplicar-se a divisao de um certo niumero finito de itens entre
dois ou mais intervenientes da forma mais justa possivel.

Licitagcdo Secreta.

12) Cada um dos intervenientes atribui, secretamente, um valor em dinheiro a cada um
dos itens a dividir. A parte que cada um dos intervenientes considera ser justa receber —
valor justo — sera igual ao quociente entre o valor total que atribuiu aos itens e o
numero de intervenientes.

22) Cada um dos itens é atribuido ao interveniente que mais o valorizou.

Se o valor total dos itens recebidos por um interveniente ultrapassa o que considerou
como valor justo a receber, terd de pagar aos outros a diferenca. Se,

pelo contrario, o valor dos itens for inferior ao valor justo, serdo os outros
intervenientes a pagar-lhe a diferenca.

32) O dinheiro excedente — montante disponivel — é dividido igualmente por todos os
intervenientes.

Exemplo

A Rita, o Paulo e a Sénia sdo os unicos herdeiros dos seguintes bens: uma casa, um
barco e um quadro, e vao efetuar a divisdao dos bens pelo método da Licitacao Secreta.
Admitimos que todos tém direito a partes iguais na heranca.

Cada um atribui valores(em euros) aos bens conforme a tabela seguinte:

Rita Paulo Sénia
Casa 225 000 270000 200 000
Barco 40 000 35000 32 000
Quadro 47 500 40 000 50 000

Vamos proceder a distribuicdo, usando a Licitacdo Secreta.
Comecgamos por calcular o total das licitagdes de cada um dos herdeiros:

Rita Paulo Sénia
Casa 225000 270000 200000
Barco 40 000 35000 32 000
Quadro 47 500 40 000 50 000
Total: 312 500 345 000 282 000

Admitimos que estes trés herdeiros tém direito a partes iguais da heranga, por isso, a
parte justa(J) de cada um corresponde a dividir o total por 3.
Por exemplo. A parte justa da Rita serd 312500/3 = 104 166.67




O mesmo raciocinio para os restantes:

Paulo: 345 000/3 =115 000 Soénia 282 000/3= 94 000.

Na tabela escrevemos:

Rita Paulo Sénia
Casa 225000 270000 200 000
Barco 40 000 35000 32 000
Quadro 47 500 40 000 50 000
Total: 312500 345 000 282 000
Parte Justa(J) 104 166.67 115 000 94 000

Cada um dos bens sera atribuido a quem mais o valoriza.

Assim, a casa ird para o Paulo que é o herdeiro que mais a valoriza, 270 000 €.

Do mesmo modo, o Barco ird para a Rita, por 40 000 € e o quadro serd para a Sénia por
50 000€.

Depois desta etapa, é preciso ver como estdo as contas de cada herdeiro, isto &, se
ainda tem dinheiro a receber ou a pagar.

Por exemplo,

A Rita tinha uma parte justa de 104 166.67 € e ficou com o barco que custa 40 000 €.
Descontando o valor(J-B):

104 166.67-40 000= 64 166.67 ainda tem a receber 64 166.67 € (J-B)

O Paulo tinha direito a uma parte justa de 115 000 € mas ficou com a casa no valor de
270 000€.

Descontando o valor(J-B):

115 000 — 270 000 = -155 000€ tera de pagar 155 000€.(J-B)

A Sénia tinha direito a uma parte justa de 94 000€ e ficou com o quadro no valor de
50 000€.

Descontando o valor (J-B):

94 000 — 50 000=44 000%€. (J-B).

Na tabela, indicamos:

Rita Paulo Sénia
Casa 225000 270000 200 000
Barco 40 000 35 000 32 000
Quadro 47 500 40 000 50 000
Total: 312500 345 000 282 000
Parte Justa(J) 104 166.67 115 000 94 000
Bens Barco Casa Quadro
Valor Bens (B) 40 000 270 000 50 000
J-B 64 166.67 - 155000 44 000

Passamos agora a fase dos pagamentos.
Primeiro, quem tem dinheiro a pagar, paga. Neste caso, o Paulo paga 155 000 euros.
Com esse dinheiro, pagamos a Rita e a Sonia os valores os valores que tém a receber:



155 000 - 64 166.67 - 44 000 = 46 833.33 (sobra)

Vamos agora pegar no valor da sobra e dividir igualmente pelos trés herdeiros:
46 833.33

3
Vamos entregar 15 611.11 a cada um dos herdeiros, proveniente da sobra.

=15611.11 a cada um.

Vejamos como ficara a distribuicao final:
Rita: Barcoe 79 777.78 €
(64 166.67+ 15 611.11=79 777.78 €)

Paulo: Casa e paga 139 388.89 €
(-155000 + 15 611.11=- 139 388.89)

Sonia: quadro e 59 611.11€
(44000 +15611.11=59 611.11)

Nota: se somarmos os valores a receber pela Rita e pela Soénia,
79777.78+ 59 611.11= 139 388.89
Obtemos exatamente o valor que o Paulo paga, como seria de esperar! |

Nota importante: Partes diferentes- se os intervenientes nao tiverem todos direito a
partes iguais, a parte justa e as sobras serdo atribuidas de acordo com a respetiva
proporcao.

Exemplo - Partes diferentes na heranga.

A Rita e o Paulo s3o os Unicos herdeiros de uma casa e um barco e vao efetuar a
divisao dos bens pelo método da Licitacao Secreta.
Cada um atribui valores(em euros) aos bens conforme a tabela seguinte:

Rita Paulo
Casa 225 000 270000
Barco 40 000 35000

Admita que a Rita tem direito a 3/5 quintos da heranca e o Paulo tem direito ao
restante.

A parte do Paulo serda 1 — % = % tem direito a 2/5 da heranca.

A Rita tem direito a 3/5 e herancga e o Paulo tem direito a 2/5.

12) O total das licitagGes Rita: 265 000 Paulo: 305 000
Parte justa (J)de cada um

Rita: 265000 x % = 159000  Paulo: 305000 x § =122 000



Rita (3/5) Paulo (2/5)
Casa 225000 270000
Barco 40 000 35000
Total: 265 000 305 000
Parte Justa(J) 159 000 122 000

22) Distribuicao:
De acordo com as licitacdes, (Bens)
a Rita fica com o barco ( paga 40 000€)
e o Paulo fica com a casa (Paga 270 000€)
pois foram os valores mais altos das licitacbes de cada um dos bens.

Como a Rita tinha direito a uma parte justa de 159 000 e fica com o barco que custa
40 000, o seu saldo é 159 000 - 40 000 = 119 000€. Tem a receber 119 000€ (J-B)
Como o Paulo tinha direito a uma parte justa de 122 000€ e fica com a casa que custa

270 000€, o seu saldo é 122 000 - 270 000= - 148 000 devera pagar: 148 000€ (J-B)

Rita (3/5) Paulo (2/5)
Casa 225 000 270 000
Barco 40 000 35000
Total: 265 000 305 000
Parte Justa(J) 159 000 122 000
Bens Barco Casa
Valor Bens (B) | 40 000 270 000
J-B 119 000 -148 000

Pagamento: ( O Paulo Paga. A Rita recebe) 148 000 — 119 000= 29 000 (Sobra).

392) Divisao monetadria.
Os 29 000 € que sobraram serao divididos por ambos na proporg¢ao dos direitos a
heranga de cada um.

Rita: 29 000 X % — 17400€  Paulo 29000 x § = 11600€

Mas a Rita ja tinha o barco e 119 000€. Agora recebeu mais 17400€. Total monetario:
119 000+17 400= 136 400%€.

O Paulo Ja tinha a casa e tinha pago 148 000€. Como agora recebeu 11 600€, o valor a
pagar serd apenas 148 000 — 11600 =136 400€

Distribuigdo final:
Rita: Barco e recebe 136 400€
Paulo: Casa e paga 136 400€.



Nota muito importante: por vezes, nos exames nacionais, os passos do método da
Licitacdo Secreta surgem ligeiramente diferentes. Nesse caso, é necessario adaptar-se a
nova descri¢cao antes de resolver o exercicio, e resolver de acordo com a nova
descrigao.

Método dos marcadores.

Nota: Este método é muito util para partilhas em que temos uma grande quantidade
de objetos a partilhar. Sobretudo para pequenos objetos. O niumero de itens deve
exceder substancialmente o numero de interessados.

Marcadores

12) Alinham-se os objetos a dividir, da esquerda para a direita, e atribui-se um nimero
a cada um deles, ficando o objeto mais a esquerda com o nimero 1.

22) Com o auxilio de marcadores, cada interveniente divide ( secretamente) a fila de
objetos num numero de segmentos igual ao numero de intervenientes, de um modo
gue considere justo.

32) Da esquerda para a direita, procura-se o primeiro marcador. O dono do primeiro
marcador a aparecer fica com os objetos a esquerda desse marcador, e retiram-se os
restantes marcadores desse interveniente.

42) Observamos de novo a fila de objetos, procurando agora os segundos marcadores
de cada interveniente . O primeiro a aparecer determina que o segmento entre o
primeiro e o segundo marcador desse interveniente lhe seja atribuido.

52) Repete-se o processo até que todos os intervenientes tenham uma parte.

62) Se sobrarem objetos, podem dividir-se por sorteio ou, se forem mais do que os
intervenientes, aplica-se novamente o método.

Exemplo

Quatro amigas, Ana(A), Bela(B), Carla(C) e Daniela (D), pretendem dividir entre si 15
caixas de doces que ganharam num sorteio. As caixas sdo todas diferentes e as quatro
amigas decidem fazer a divisdo usando o método dos marcadores.

Apds a colocacdo dos marcadores, obtiveram o esquema seguinte:

123456789 [10[11 12 [13] 14| 15

D1 Clal Bl c B2 D A2 A3 B3 C3D3

Vamos organizar os varios segmentos numa tabela. Comecemos pelo “A”.
Reparemos que o primeiro marcador de A, Al, estd entre 2 e 3, o que significa que o
12 segmento para A é formado por “1 e 2”.




O segundo marcador de de A, A2 esta entre 10 e 11, o que significa que o 22 segmento
de A corresponde a “3,4,5,6,7,8,9, 10", que representaremos por “3-10". O terceiro
marcador de A, A3, esta entre 12 e 13, o que significa que o 32 segmento de A é “11,
12”. 0 42 segmento de A sera o que resta para a direita, “13, 14, 15”, ou 13-15.

Estamos em condicOes de completar a primeira linha da tabela:

12 segmento 22 segmento 32 segmento | 42 segmento
A 1-2 3-10 11-12 13-15
B
C
D

Do mesmo modo completamos as restantes linhas da tabela com a partir dos
marcadores de B, Ce D.

12 segmento 22 segmento 32 segmento 42 segmento
A 1-2 3-10 11-12 13-15
B 1-3 4-8 9-13 14-15
C 1-2 3-7 8-14 15
D 1 2-9 10-14 15

Para a distribuicao, vamos comecar pelo 12 segmento.

O primeiro marcador da esquerda para a direita é D1, pelo que D ficara com o primeiro
segmento.

1231456789 10[11 12 [13] 14| 15
El 2 B2

D1 C1al c2 D2 A2 A3 B3 C3D3

Também podemos ver na prépria tabela que é o valor mais baixo.

Agora que D recebeu a sua parte, retiramos todos os marcadores de D:

112134567 |8]910[11 12 [13] 14] 15
ClAl Bl Cc2 B2 A2 A3 B3 C3

Na tabela assinalamos:



12 segmento 22 segmento 32 segmento 42 segmento
A 1-2 3-10 11-12 13-15
B 1-3 4-8 9-13 14-15
C 1-2 3-7 8-14 15
D 1 2-9 10-14 15

De seguida, olhamos para os segundos segmentos, o que aparece primeiro é o C2.

1[2(3|456|7]8]9

Cl1Aal

El

c2 B2

1011 12
A2

13 14| 15

A3

B3 C3

Na tabela, corresponde ao segmento que acaba num valor mais baixo.

12 segmento 22 segmento 32 segmento 42 segmento
A 1-2 3-10 11-12 13-15
B 1-3 4-8 9-13 14-15
C 1-2 ﬂ S3-14 45
D 1 2-9 10-14 45

C ficara com os segmentos 2, (“3-7”) e sera retirado da tabela.

Do mesmo modo, o segmento 3 serd atribuido a “A”. Faltando apenas o 42 segmento,
este ficara para “B”

Teremos entao:

12 segmento 22 segmento 32 segmento 42 segmento
A 1-2 3-10 le 13-15
B 1-3 4-8 9-13 M
C 1-2 3-7 8-14 45
D 1 29 10-14 15

Se olharmos para todas a distribuicdes das caixas 1 a 15, podemos verificar que
algumas ndo forma atribuidas a nenhum dos intervenientes. Sdo elas: “2, 8, 9, 10, 13”.
Estas irdo para as sobras.
Distribuigdo final:

A: 11,12

B: 14, 15

Sobras: 2, 8, 9, 10, 13.

C:3,4,5,6,7.

D: 1.
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   30 25 = 𝟏 . 𝟐


   25 20 = 𝟏 . 𝟐 𝟓


   15 10 = 𝟏 . 𝟓


    46   833 . 33 3 = 15   611 . 11   a   c a d a   u m .


  15   611 . 11


  1 −  3 5 =  2 5


  265000 ×  3 5 = 159000


  305000 ×  2 5 = 122   000


  29   000 ×  3 5 = 17400 €


  29000 ×  2 5 = 11600 €

