Resolucdes — Caderno de Exercicios

I. Modelos matematicos
Capitulo 1 Modelos de grafos
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1.
Alinea Numero de arestas Numero de vértices
1.1 11 7
1.2 10 5
13 6
14 5
1.5 9 4
2.1
Portugués
Matematica
Psicologia
Biologia
e Geologia
Historia Fisica
e Quimica

2.2 Trés dias: um dia para Portugués, outro para Matematica e Histdria e outro para Fisica e Quimica, Biologia e
Geologia e Psicologia.

3. O facto de ter de percorrer ruas duas vezes traduz-se num grafo com varias arestas paralelas:
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4. Os vértices representam as equipas e as arestas os jogos realizados:

A C
B D

E E
5.1 A:3 B:3 C:3 D:3 E:3 F: 4 G:3
5.2 A4 B:4 C:4 D:4 E:4
53 Al B:2 C:4 D:2 E:3 F:2
5.4 A:2 B: 4 C:3 D: 2 E:3
5.5 A4 B:5 C:4 D:5

6.1 Tem trajeto: por exemplo, A>B—>C—>F—>E—>D—>C—E.

6.2 Tem circuito (e trajeto): por exemplo, B—-A—>F—>E—>D—>C—>B—>G—>E—>C—>G—>F—B éum
circuito.

6.3 Tem trajeto: por exemplo, A>B—>D—>C—>B—E—>A—>D—>E—C.

6.4 Tem circuito (e trajeto): por exemplo, A B—>C—>D—>F—>B—>D—>EFE—>F—>A—>C—>E—>A éum
circuito.

7.1 Sim, é possivel encontrar um circuito de Euler, uma vez que todos os vértices tém grau par.
7.2 Com este novo percurso, o Sr. Hipdlito ndo passaria em BD e ED, nem numa das ruas EF, pelo que ndo
cuidaria dos jardins nelas existentes.
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8.1 E possivel encontrar um circuito de Euler, pois os vértices tém todos grau par.
8.2 Aplicando o algoritmo de Fleury, para indicar o circuito basta seguir, por ordem crescente, a numerac¢ao das

arestas:
D
9
B 10 C 8
3 E
11 2
fl 7
A 1 H

istoé, Ao H>C—>E—>H—>G—>F—>E—>D—>C—>B—A.
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9.1 O grafo Il é o Unico que tem um circuito euleriano, uma vez que todos os vértices tém grau par.

9.2 Para eulerizar um grafo, devemos acrescentar arestas de forma a tornar par o grau dos vértices de grau impar.
No entanto, temos de ter sempre presente que s6 podemos duplicar areatas ja existentes e que a melhor
eulerizacdo é a que acrescenta o menor numero de arestas. Assim:

Grafo I:

Grafo IlI:

Grafo IV:

10.1 Representando cada cruzamento por um vértice e cada rua por uma aresta, podemos obter o grafo seguinte:
A

10.2 N3o é possivel encontrar um circuito euleriano, dado que nao é possivel sair e regressar a A percorrendo
cada rua uma unica vez, pelo facto de existirem vértices de grau impar. Podemos, no entanto, eulerizar o

grafo acrescentando uma aresta.
A B C D

H G F E
Deste modo, tornamos possivel o carteiro sair da esquina A , distribuir a correspondéncia nessa area

habitacional, repetindo apenas uma das ruas, e regressar a A . Um desses percursos é:
A—-B—-G—->B—->C—->F—>C—>D—>E—>F—>G—oH—-A
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11. Por exemplo:

precisamos de acrescentar 7 arestas.

12. Sim, 9 arestas sdo suficientes para eulerizar o grafo; por exemplo:

13.1 56 é possivel encontrar um circuito de Euler no grafo IV, uma vez que é o Unico grafo em que todos os vértices
tém grau par. Para este grafo, um exemplo de circuitoé A—-C—>D—>E—>F—>D—>B—>C—>F—A.

13.2 Grafo |
B C
F E D

Circuito: A>B—>C—>D—>E—>C—E—F—B—F— A, porexemplo.

Grafo Il
A
F@
E C
D

Circuito: A>B—->C—>D—>E—>F—>A—>B—>F—>B—>C—>D—>E—>F—>A—D—A,porexemplo.

Grafo lll
B C
A®D
F E

Circuito: A B—>G—>B—>C—>D—>E—>F—>E—>H—>G—F— A, porexemplo.
Grafo V

A

A-B C P
,@

b
H G F

E

Circuito: A»B—>C—>L—>C—>D—>E—>F—>L—>J>G—>F—>G—>H—->I—>J—>B—>A—>]|—A,por
exemplo.
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Grafo VI

G F E
circuitoc A»B—-M—»B—>C—>D—>N—>»D—>E—>F—>0—>F>G—o>H—>PoH—>I>J]J>L—>]—>

A, por exemplo.
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14. Acrescentaram-se mais 5 x 13 =65 metros.

15.1
A
E
B
D
C
15.2A:2;B:4;C:4,D: 2, E: 2
16.1A:2;B:4;C:2;D:6,E:4;,F- 4
16.2
A
E B
C
E
D
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Os vértices representam as salas e o exterior; as arestas representam as portas de ligacdo existentes entre
salas e entre estas e o exterior.

17.2 Para ser possivel concretizar a prova nas condi¢cdes impostas, teria de existir, pelo menos, um circuito de
Euler no grafo. Para tal acontecer, os vértices teriam todos de ter grau par, o que ndo se verifica: os vértices
S1, Se, Ss e E tém grau impar.

17.3 Teremos de duplicar um nimero minimo de arestas, de modo que todos os vértices passem a ter grau par:
por exemplo, duplicar as arestas S1E, SsSs € SsSe.

Um percurso possivel para a prova da Rute seria: £E— S1— S;— S3— S¢ — S5 — S¢ — E — 51 — S, — S5
— S5 >S9 —>Ssg—> S5 —> S, — S, —E.
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18. Um grafo representativo desta planta terd como vértices cada um dos espagos do recinto; as arestas serao as
ligacGes existentes entre cada um desses espagos (“as portas”). Para simplificar, vamos identificar cada vértice

pela(s) primeira(s) letra(s) do espago que representa: por exemplo, P representa o patio:
P

4
Os vértices C, E, P e T tém grau impar, o que inviabiliza a existéncia de um circuito de Euler, o qual seria
necessario para a ronda ao recinto que a funciondria pretendia. Para solucionar o problema, teremos de
eulerizar o grafo, isto é, duplicar o menor nimero de arestas de modo que todos os vértices figuem com grau

par. Conseguimos uma boa euleriza¢do duplicando as arestas TC e PE, passando os vértices T, C, P e E
a ter grau par, como os restantes.
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A ronda pretendida para a funcionaria pode ser, por exemplo:

C>P—-ED—->A—>P—o>E->A>T—H>P—oE—-SED—->C—>T—>C

19. Por exemplo:
L1

L3
Lo

L Ls
7

O grafo inicialmente construido pelo morador ndo incluiria a aresta a tracejado.
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20. A. Euler; B. Hamilton; C. Hamilton

21. Sim, com o percurso F»D—>C—B—>A—F.

22.1
.L.B-A—->C—>D—>F—>H—>G—E—>B
WA—-B—-C—>D—-E—-F—>G—oH—->I—A
MmMA—-B—-C—->F—>G—->D—-E—A

22.2 Sim:
.B»D—>C—->A—>F—>H—->G—-E—B
NWA—-/->B—-C—>D—-E—->F—-G—->H—-A
MmMA-G—-C—->F—->B—-E—>D—-A

23.AFE—>D—>B—>C—o>F—>G—oA
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24. Sim; no grafo |, acrescentando a aresta Al podemos obter o circuito A—-B—>C—>D—>E—>F—>G—H—I
— A e no grafo I, acrescentando a aresta AB, obtemos A E—-F—>D—>C—B—A.
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25. Por exemplo:

25.1
A B
D C
25.2
B
A
C
E
D
25.3
25.4
26.
A B A B A B
DXC D c DE jc 3 circuitos
4 vértices: (3 x2):2 =3 circuitos

(
5 vértices: (4 x3 x2):2 =12 circuitos
6 vértices: (5x4 x3x2):2=60circuitos
7 vértices: (6x5x4x3x2):2 =360 circuitos
27.1 S3o seis os percursos que come¢cam em A e seguem de imediato para D :
A—-D—>EFE—>C—>B—oA; A D—>E—>B—>C—>A; A>-D—>B—>C—oE—>A;
A—-D—>B—-EFE—>C—o>A;, A D>C—>E—>B—-A; A>-D—->C—>B—E—>A
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27.2 Podemos fazer um diagrama em arvore para mais facilmente contar os percursos possiveis:

C #aD nE B #D wE B aC ©E B #C wD

DE| |CE| |[CD| |DE||BE||BD| |CE||[BE|[BC| |CD]||BD||BC

A AA AA A A AA AA A A AA AA AA AA AA A
Contdmos 24 percursos. No entanto, como para cada um existe o percurso no sentido contrario (A — B
—C—>D—>E—A éidénticoa A—E—D—C— B — A, emnumero de quildmetros), existem 24 : 2 =
12 voltas distintas que podem fazer parte da lista do Miguel.
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28.1

B cC A C B A

‘ 180 | 180 ’ 220 | 220 ’ 90 | 90
C B C A A B

‘ 150 | 110 ‘ 150 | 50 ‘ 50 | 110
E E E E E E
470 560 570 560 470 570

O menor percurso, de 470 metros,é E—>A—B—>C—EFEou E—->C—>B—>A—>E.

28.2 Sim, uma vez que é o menor de todos os possiveis.

29. A B C D E A ou no sentido inverso, com um total de 46 km.
5 5 5 11 20
30.1 (DA D B C A Total: 20
3 4 5 8
(A B D c E A Total: 131
21 14 25 18 53
(m) A E C F B D A Total: 144
18 28 32 29 4 33
30.2 (NA 3 D; D 2 B; B : C; D c C; A . B; A 5 C
Circuito: A—» D —B— C— A; Total: 20
() B " D; C 3 E; A - B; A ” D; C " D; E - D; A 20 C; B = E;
B 41 ¢; 4 53 E
Circuito: A—>B—>D—C—E— A;Total: 131
(m) B 2 D; A " E; A ! B; C o E; F " B; C = F; B " E; B " C; A - C;
F 40 E; D 44 F; 4 49 F; B 50 E; C 52 D; E 61 D

Circuito: A—»B—D— F— C— E— A; Total: 147
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31.1 Problema do tipo do caixeiro viajante (PCV).

31.2F G H 1 F Total: 43 minutos
8 12 13 10
313F p G;, F 0 I, G 5 H; I T H; GTI; FTH
F G H I F (ou o inverso) Total: 43 minutos
8 12 13 10

O percurso é o mesmo que o obtido em 31.2. Sim, porque é o menor percurso possivel.

32.1 Barr—— Tar. ; Mal.—Gra. ; Valha.—Mad. ; Mal.—Sev. ; Val.—Tar. ; Mdrc.—Val. ;
110 163 193 248

240 261

Muirc.— Gra. ; Porr—Cor. ; Lis.— Por.; Valha.—SS; Mad.—Val.; SS—— Bar.; Murc.— Mad. ;
271 301 336 352 356 361 391

Mad.—Sant. ; Cor.—Valha. ; Lis.—Sev. ; Gra.—Mad. ; Mad.—SS ; Cor.—Sant. ;
392 416 420 460 469 539

Se\/.%Mad.; Mad.aBar.; Lis.gMad. ;Lis.mValha.

Lisboa — Porto — Corunha — Santander — Madrid — Valhadolide — San Sebastidn
— Barcelona — Tarragona — Valéncia — Mdrcia — Granada — Malaga — Sevilha
— Lisboa (ou no sentido inverso)

Total: 4187 quilémetros

32.2 N&o, uma vez que existem mais de dois vértices (cidades) de grau impar.

32.3 Lisboa —» Porto —» Corunha* — Santander — Madrid — Valhadolide — San Sebastidn — Barcelona —

Tarragona — Valéncia - Murcia — Granada — Malaga — Sevilha — Lisboa

*Nota: se aqui se escolher Valhadolide, que é a cidade que estda mais préxima, ird chegar a San Sebastian, o que obrigada a repetir
Madrid ou Valhadolide sem ter tido a possibilidade de visitar todas as cidades pretendidas.
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33.1
33.2F F P C E Total: 444 km
129 149 68 98
E F C E Total: 507 km
129 208 68 102
E P F Cc E Total: 557 km
102 149 208 98
333F E P C F Total: 507 km
129 102 68 208
F E C P F Total: 444 km
129 98 68 149
F Cc E P F Total: 557 km
208 98 102 149
33.4 Ha dois percursos minimos (E—F—>P—>C—E e F—E— C— P — F),ambos com 444 quildmetros.

10
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335F C P F E Total: 444 km

98 68 149 129
33,6 F E C P F Total: 444 km
129 98 68 149
P C E F P Total: 444 km
68 98 129 149
C P E F C Total: 507 km
68 102 129 208
33.7C s P;C68 P;C98 E;P102 E;E129 F;P149 F;CZOSF

Percurso: C— E — F— P — C, com 444 quildmetros.
33.8 Sim, porque é o menor percurso possivel.

34114 D C B E A Total: 203 milhas aéreas
10 35 23 83 52

34.1.2B C D A E B Total: 203 milhas aéreas
23 35 10 52 83

34.13C B A D E c Total: 205 milhas aéreas
23 57 10 50 65

34.14D A C B E D Total: 204 milhas aéreas
10 38 23 83 50

3415 F D A C B E Total: 204 milhas aéreas
50 10 38 23 83

342 A 10D;B23 C;CTD;A?C;DSOE;ASZE,'A57B;B6OD;C65E;

B—83 E
Percurso: A— D — C— B— E— A, com 203 milhas aéreas.

330 A>D—>C—>B—E—Aouo B—C—D—A—E— B (ouos inversos), com um comprimento de
203 milhas aéreas.
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35. 1.° caso: a estrada que liga A a B estd transitavel.
Algoritmo: 1.° passo: seleciona-se F.
2.° passo: seleciona-se A (mais proxima).
3.° passo: seleciona-se B, de seguida D, depois C e regressamosa F.
Distancia total: 18 + 28 + 32 + 48 + 20 = 146 km
2.° caso: a estrada que liga A a B esta intransitavel.
Algoritmo: 1.° passo: seleciona-se F.
2.° passo: seleciona-se A (mais proxima).
3.° passo: seleciona-se D (ndo pode ser B porque estd intransitavel), de seguida B, depois C
e regressamos a F.
Distancia total: 18 + 30 + 32 + 36 + 20 = 136 km
A afirmagdo do anuncio é falsa, pois a distancia total a percorrer caso a estrada que liga A a B esteja
intransitavel é inferior (em 10 quilémetros) e ndo superior.
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36. Um grafo ponderado representativo da situacdao pode ser (os vértices estdo designados pela primeira letra
de cada cidade):

Vamos aplicar cada uma das op¢des para saber se o Luis tem razao ou nao.

Opgao 1:
A P B L V A
61 70 117 62 107
Distancia total: 61+ 70+ 117 + 62+ 107 = 417 km
Opcao 2:
A 31 P; L 62 V; B 70 P; A 71 L; 4 74 B; P 75 v;p 106 L;4 107 V;B 117 L;B 130
A
Ve /\ 130 B
61
62 & 70
L
P

Distancia total: 61+ 624+ 70+ 71 4+ 130 = 394 km
Percurso: A—P—>B—V—L—A (ouoinverso)
O Luis ndo tem razdo.

37. 1 Para facilitar, vamos representar cada casa por uma letra, obtendo o seguinte grafo:

B_ 5,2 _A—Casada
Ti Gléria
4,7 E 31
19 3,6
c 3,5 D

Os percursos possiveis sdo:
A-D—-F—->C—-»>B—>A,A»>D—>C—>E—>B—>A,AE—>B—>C—>D—>AeA—>E—>D—->C—>B—A
(ou os inversos)

37Z.2A—->D—>E—->C—>B—>A:3,1+3,6+1,9+4,7+5,2=1850 metros
A—->D—>C—o>E—>B—>A:31+35+19+2,3+5,2=1600 metros
A—>E—->B—>C—>D—>A:44+23+4,7+3,5+3,1=1800 metros
A—-E—>D—>C—>B—A:44+36+3,5+4,7+5,2=2140 metros
O menor percursoé A—D— C— E— B— A, ou o inverso, com 1600 metros.
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38.1

Os vértices representam as antenas; as arestas representam as interferéncias entre as antenas.
38.2 Ordenamos os vértices por ordem decrescente do seu grau:

Vértice Grau
5 6

N OO0 W[IN| -
NININWIW P DP>

[EEN
o

Vamos atribuindo cores iguais a vértices ndo adjacentes, come¢ando pelo de maior grau, e assim
sucessivamente, obtendo a seguinte apresentagao dos vértices do grafo:

4
@ 7

S3o necessarias trés frequéncias diferentes para ndo haver interferéncias entre as antenas:
e frequéncia l: antenas 4,5 e 6;

o frequénciall: antenas 1,3,7e9;

+ frequéncia lll: antenas 2, 8 e 10.
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39.1 Os vértices representam as espécies dos peixes; as arestas representam as incompatibilidades entre
espécies.

39.2 Ordenam-se os vértices por ordem decrescente do seu grau:

Vértice Grau

A

H 5
F 4
G 4
/ 4
B 3
D 3
C 2
E 2

Sucessivamente, vamos atribuindo cores iguais a vértices ndo adjacentes (comegando pelos de maior grau),
obtendo a seguinte apresentacdo para os vértices do grafo:

O Tiago tera de construir trés aquarios:
e espécies A, D e E;
e espécies B, Fe l;
e espécies C, G e H.
pag. 23

40. Os grafos ll, Il e V sdo arvores porque sdo conexos e ndo tém circuitos.

41. Um grafo s6 é uma arvore se for conexo e ndo tiver circuitos.
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42.1

| A\
B cC B C
/A\
B C
42.2
A A
B B
C ¢ E
E
D
D
A
B
C
E
D

(@]

m s3]
()
DQ
m us ]

42.3 S3o 45 arvores abrangentes, como, por exemplo:
D A
64 [\C
E B

A

> Wme—a>

o0 mMme—eO

v

43.1

Peso total: 37

Fotocopiavel © Texto | MACS 11

15



43.2 Por exemplo:

A 2 B 5 cC 3 D
6
Peso total: 30
E F 5 G Ly
1 1 1 1
2 3
| J L M
43.3
C
B
18 34 22 D
A % Peso total: 104
20
P E
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44. Os pesos totais obtidos pelo algoritmo de Prim sdo iguais aos obtidos pelo algoritmo de Kruskal; apenas a
arvore final podera nao ser igual, no caso do grafo da alinea 43.2, se optarmos por arestas diferentes, mas de
igual peso, em alguma altura da aplica¢do do algoritmo.

45. Por exemplo:

Tubagem: 61 metros
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46. Comegamos por ordenar, por ordem crescente, as distancias entre cada par de pavilhdes:
Az o0 As 5 Az g Aes A As s Ae 5 As s As 50 As i As 5 Ae s Aa—r A
Az 50 A6 Av 5 A7 Av Az Ae =55 A7 Av =55 4s

O grafo, nas condi¢Ges impostas, sera:
A 500

A7

Ag
Uma vez selecionadas 7 — 1 = 6 arestas, calculamos o comprimento total de cabo de fibra ética:
100 + 150 + 190 + 220 + 350 + 500 = 1510 metros
O custo minimo para a instalagao sera:

1510 X 3,40 = 5134 euros

47.

Comprimento: 15 quilometros

48.1

Por exemplo, deverdo ser asfaltadas as estradas Al, IG, GH, GB, BC, CD, DE e EF.
48.29+7+4+2+2+1+8+4=37 quildometros
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49.1 No grafo existem dois vértices de grau impar ( C e F tém grau 3), logo nao é possivel encontrar um circuito
de Euler. Assim, as pretensdes do Antdnio ndo podem ser todas satisfeitas.
49.2 Consideremos os pesos das arestas sugeridas pelo Jodo e a respetiva soma:
AB—-FG—-BF-BE-CE-CD
12534+ 832+ 938+ 712 4+ 941 + 911 = 5587 metros
Aplicando o algoritmo proposto pelo José:
Passo 1: as arestas com menor peso sao BE—-712 e FG-832.
Passo 2: a aresta seguinte com menor peso e que nao fecha circuito ¢ CD-911.
Passo 3: segue-se a aresta BF — 938, depois a aresta EC—-941 e, por fim, a aresta AG —1248 .
O comprimento total para a proposta do José é:
712 4832+ 911 4+ 938 4+ 941 + 1248 = 5582 metros

Assim, a empresa deverd optar pela proposta do José, pois utiliza menos 5 metros de fibra dtica do que a
proposta do Jodo.
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50.1 Vamos utilizar o algoritmo de Prim, por exemplo, para encontrar a arvore abrangente minima. Comegamos,
por exemplo, no vértice A.

50.2 Para a proposta do exercicio 50.1, o comprimento total de fibra tica necessdrio sera:

7+6+4+8+7+5+6=43 dezenas de metros, ou seja, 430 metros
O valor a pagar pela instalagdo sera:

430 x 4,20 = 1806 euros
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51.1 Considerando os tempos necessdrios a concretizacdo de cada uma das tarefas e as suas precedéncias,

podemos traduzir os dados da tabela no grafo seguinte:

3 4
T2 Te

1

Ta

51.2 Considerando todas as sequéncias de tarefas possiveis:
T,>Ty,—>Ts: 6+1+2=9semanas

T > T, >Tg: 6+3+4 =13 semanas

T3 >T,—>Ts: 5+ 1+ 2 =8semanas

As tarefas que constituem o caminho critico sdo Ty, T, e T ; serdo necessarias, no minimo, 13 semanas

para concluir o projeto.

Ts

52.1
Tarefas Tempo (dias) Precedéncias
T; 4 Nenhuma
T, 7 Nenhuma
T3 10 Nenhuma
T, 8 T, eT,
Ts T;
Te 12 T,
T, 5 T, e Ts
Tg 4 T,

52.2 As possiveis sequéncias de tarefas sao:
o T,-T,-T,—Tg (21 dias);
o T,-T,-Ts (24 dias);
o T,-T,—>Ts (27 dias);
o T,-T,->T,—>Tg (24 dias);
o T3-5Ts—>T,—> Tg (25 dias).
As tarefas que constituem o caminho critico sdo T, , T, e Ty e sdo necessdrias, no minimo, 27 dias para
concluir o projeto.
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