Capitulo 4- Introducao a Inferéncia estatistica.

Introdugao. (psg. 95-volume2)

Na inferéncia estatistica, analisamos e interpretamos amostras com o objetivo de tirar
conclusdes acerca da populacdo de onde se extraiu a amostra.

(95) Populagao- é o conjunto de todos os elementos em estudo.
(95) Amostra- é um subconjunto finito da populagao.

Nota: Usamos amostras porque, pode demorar demasiado tempo a recolher os dados
da populagado, ter demasiados custos ou até ser impossivel.

Exemplos: Obter a média dos pesos de todas as pedras de uma determinada praia de
calhau. Pode nao ser impossivel pesar todas as pedras, mas seria muito dificil e pouco
adequado realizar essa tarefa.

Exemplo: medir a temperatura do ar em todos os pontos da atmosfera terrestre. Seria
impossivel.

Exemplo: Provar todas as bolachas de uma determinada remessa de uma fabrica, para
saber se tém bom sabor. Nao seria impossivel, mas nao ficariam bolachas para vender.

Nota: A amostra devera ser representativa da populagao, caso contrario, ndo
poderemos tirar conclusdes fiaveis. Quando uma amostra nao é representativa,
dizemos que é enviesada.

Exemplo(extra) : Para sabermos a média das alturas dos alunos de uma escola, se
apenas analisassemos alunos que jogam basquetebol.

Exemplo 1 (pag. 96)
Exemplo 2 (pag. 96)
Exemplo 3 (pag. 97)

Check (pag. 97).

Amostragem Probabilistica / ndo _probabilistica.(97)

Métodos de amostragem probabilistica- Qualquer elemento da populagdo tem
alguma probabilidade de fazer parte da amostra.

Exemplo: Para saber a opinido dos cidad3dos acerca do partido que tenciona votar,
escolher uma amostra a partir da lista de todas as pessoas que estdo registadas nos
cadernos eleitorais. Ir a procura das pessoas escolhidas.



Métodos de amostragem nao probabilistica- alguns elementos da populagdo podem
nao ter possibilidade de ser selecionados para a amostra.

Exemplo: Para saber a opinido dos cidad3dos acerca do partido que tenciona votar,
escolher uma amostra a partir dos leitores de um determinado jornal online. Muitos
eleitores ndao consultam esse site, e alguns nem tém internet.

4.1-Métodos de amostragem probabilistica ( psg. 99).

1- Amostragem aleatdria simples de n elementos. (pag. 98)

Exemplo4 (98).

2- Amostragem aleatdria de n elementos com reposicdo. (pag. 99)

3- Amostragem aleatdria sistematica. (pag. 99)

Exemplo 5( 99).

4- Amostragem aleatdria estratificada.

Exemplo 6(99)

Nota: Esta é a amostragem mais utilizada em estudos oficiais tais como elei¢cdes, onde
temos em conta a o género (m/f), a regido, a idade, o nivel de escolaridade, o nivel
socioecondmico, etc... estas variantes costumam influenciar as escolhas dos partidos
politicos... (sugestdo: quando aceder a uma sondagem, consulte a ficha técnica.)

5- Amostragem aleatdria por conglomerados.(100)

Exemplo 7 (100)

Exemplo(extra): Quando estudamos a vida escolar dos estudantes, é costume estudar
turmas inteiras. Isso permite compreender as interagdes ... Ao estudar peixes,
estudamos cardumes. Ao estudar lobos, estudamos alcateias, etc...

(100) Nota importante: mesmo respeitando os métodos de amostragem, a
generalizacdo dos resultados a populagao tem sempre algum erro associado.

Prova dos 9( pag. 101)- Métodos de amostragem probabilistica.
Exercicios de aplicacdo (pdg. 143): 1 a 5.

Métodos de amostragem probabilistica.



4.2- Parametro e estatistica. Estimativa pontual(psg.102).

Exemplo 8(102).

O parametro é referente a populacdo. A estatitica ou estimador ou estimativa é
referente a amostra.

Simbolos a utilizar:
Dimensdo da populagdo N / Tamanho da amostra: n
Valor médio populacional: g/ média amostral: X ou ¥
Proporc¢do populacional: p / Propor¢do amostral: ﬁ
Desvio padrdo populacional: o / Desvio padrdo amostral: S
Nota: por vezes, usamos um acento circunflexo (*) para designar uma estimativa.

Um Pardmetro, 0 carateriza a popula¢do. Uma estatistica ou estimador 0 carateriza a
amostra.

Check (pag. 103).

Nota: Paramtro, estimador, estimativa.
No caso da média, temos, como vimos i Parametro (populacional)

X Estimador( férmula ou processo para estimar). O estimador é uma variavel
aleatdria, pois os seus valores variam de amostra para amostra.

X Estimativa- resultado concreto de uma amostra particular.
Exemplo 9( 104)-Estimativa pontual.

(104) Estimativa pontual é o valor numérica assumido pelo estimador, para a amostra
selecionada.

Check (pag. 104).

Prova dos 9 (pag. 105) Parametro e estatistica. Estimativa pontual.

Exercicios de aplicagdo (pag. 144): 6a 9.



4.3- Distribuicao de amostragem de um estimador. ( 106)

Nota: Em exemplos anteriores, se recolhéssemos outras amostras com a mesma
dimensdo, muito provavelmente iriamos obter diferentes valores para a proporg¢ao
amostral. No entanto, e por desconhecermos o valor exato do parametro, é impossivel
dizer qual dessas estimativas é a melhor.

Um estimador é uma variavel aleatoria.

(106) A distribuicao de amostragem de um estimador para estimar determinado
parametro é a distribuicao de todos os valores que ele pode tomar na estimagao desse
parametro para todas as amostras possiveis de igual dimensao.

No tdépico seguinte, vamos concretizar esta variabilidade de estimativas para o caso de
um valor médio.

4.4- Estimacao do valor médio. (107).

Exemplo(Extra)

Para melhor compreender a distribuicdo de amostragem referida no tdpico anterior,
consideremos uma populagdo s6 com 3 elementos: {1; 2; 3}.

Para esta populacdo, vamos agora obter todas as amostras com 2 elementos(n=2),
com reposicao:

{1,1% {1, 2; {1, 3}; {2, 1}; {2, 2}; {2, 3}; {3, 1}; {3, 2}; {3, 3}.

Ao todo sdo 9 amostras possiveis. Repare que s3o 3x3=9, ou 32=9.

Questao: como relacionar o valor médio populacional com as médias amostrais?

1+2+3 6
= - = 2

Reparemos que a média populacional é dada por u = . 3

Valor médio populacional: u = 2

Calculemos as médias de cada uma das amostras, isto &, as médias amostrais:

{1,1} | {1,2} | {1,3} | {2,1} | {2,2} | {2,3} | {3,1} | {3,2} | {3,3}

X 1 1.5 2 1.5 2 2.5 2 2.5 3

A média de todas as médias amostrais é dada por

_ 1415+2+415+2+425+2+25+3 18
EXX) = 5 =5 =2

Repare que E()_() = M amédia das médias amostrais é igual a média populacional.



Questao: como relacionar o desvio padrdo populacional, com o desvio padrdo das
médias amostrais?

O desvio padrao populacional é dado por

1-2)24+(2-2)2+(3-2)2 1+0+1 2
-2+ @- 2+ G20 4041 2

Nota: pode obter este mesmo valor pelo desvio padrdo populacional da calculadora.

Se tentar fazer o desvio padrao populacional de todas as médias amostrais, obtemos:

(pode usar a calculadora- indiqgue uma coluna com os valores das médias amostrais
obtidas acima:

| 1 [ 15 | 2 | 15 ] 2 [ 25 | 2 | 25 | 3 |

Obtém um desvio padrao populacional de oz =0.577, que ndo é igual a 0.816.

No entanto, se dividir 0.816 pela raiz quadrada de 2, obtém % ~ 0.577.

Neste caso, escolhemos dividir por V2 porque 2 é a dimens3o das amostras.

De um modo geral,

o
Ox = —
vn
onde n é a dimensdo da amostra.

Exemplo 10 ( 107).

Nota: Depois de analisado o exemplo 10, podemos tirar as seguintes conclusdes:

EX)=p (pag 110).

Dizemos que X é um estimador centrado ou céntrico ou ndo enviesado, pois o seu
valor médio é igual ao parametro que pretendemos estimar. E(X) = p.

O desvio padrao da distribuicdo de amostragem da média: (110)

= O0x também se designa erro padrdo.

sle



Check (pag.111)

(111) O aumento da dimensdo da amostra, a partir da qual é calculado o estimador, faz
diminuir a variabilidade das estimativas.

Exemplo 11 (pag. 112).

Check (pag.114 ).

Prova dos 9 (pdg. 115) Distribuicdo de amostragem de um estimador. Estimagdo do
valor médio.

Exercicios de aplicagdo (pag. 144): 10 e 11.

4.5- Importancia do teorema do Limite Central.(116)

Teorema do Limite Central.(117)

Seja X uma populagdo com valor médio p e desvio padrao o, da qual se recolhem
amostras de dimensdo n.

Entdo, se n>30 , adistribuicio de amostragem da média X pode ser aproximada a

. . « o~ O T . ~ g
uma distribuicdo normal com valor médio yu e desvio padrao N

isto é, para n =30

T g
X~N (1)
I’l' \/ﬁ
Nota: este teorema diz-nos que as médias amostrais, apesar de variarem de amostra

para amostra, tendem a concentrar-se em torno do valor médio da populacdo a

. . ~ . ~ g
medida que a dimens3o das amostras aumenta, uma vez que o desvio-padrao =

diminui.
Exemplo 12 (117).
Exemplo 13 (118).
Check (pag. 119).
Prova dos 9 (pag. 119) Importancia do teorema do limite central.
Exercicios de aplicagao (pag. 145): 12 a 14.

Importancia do teorema do limite central.



4.6- Intervalos de confianga para o valor médio.(120)

Intervalo de confianga de um parametro é um intervalo no qual temos alguma
confianga que contenha o verdadeiro valor do parametro. A essa confianga chamamos
nivel ou grau de confianga.

Qualquer intervalo de confianga tem a forma:
] estatistica — margem de erro; estatistica + margem de erro|[

(pdg. 120) Nota: Quando afirmamos que o intervalo tem 95% confianca, significa que,
para 100 amostras diferentes, da mesma dimensao, selecionadas da mesma
populacdo, esperamos que 95 dos correspondentes intervalos obtidos, contenham o
valor médio da populacdo a estudar.

Nota: a partir do teorema do Limite central e das propriedades da distribuicdo Normal,
vamos obter intervalos de confianga.

Recordemos:
P >30 X N( f)
ara n> y,\m

Como
X N( 1) entdo
M'\/ﬁ ’
X—u
o NN(O, 1)
Vn
Vamos obter um intervalo de confianca da forma:

_ o _ o
]X—Zx—;X+Z><—[

Vn Vn

Comecemos por deduzir um intervalo com 90% de confianga. (pag. 121)

Procuremos o valor de z para o qual:

pl[-z=——t <z\-09
4]

Vn

& blz) - db(-2) =09 &

o blz)-[1-dlz)] =09 <
& 2b(z)-1-09 &

& blz) =095 < 7= 1,645



(Consultamos a tabela da pagina 62)

O valor é z=1.645.
- .
Pl-z=—F <7)\=09
8]

Vn

Nota: A partir de, podemos isolar o , seguindo varios passos:

o _ o
<z =p(—z><—< X—,u<z><—>=

vn Vn

Mudando os sinais e e reordenando:

— (v) — o
=p(X—z><—< n<X+z><—>
Vn Vn
Dizer que esta probabilidade é 0.9, com z= 1.645, é equivalente a afirmar que a
probabilidade de p estar no intervalo:

])‘(—1.645xi;)_(+z><i[ é 90%.
n Vn

Exemplo 14(pag. 122)

Nota: Quando afirmamos que o intervalo tem 90% confianga, significa que, para 100
amostras diferentes, da mesma dimensao, selecionadas da mesma populacao,
esperamos que 90 dos correspondentes intervalos obtidos, contenham o valor médio
da populacdo a estudar.

Check (pag. 122)



Nota: do mesmo modo, podemos obter intervalos com outras probabilidades.

Intervalo de confianga:

])‘( za 7(+za
Vn’ Vn

X éa média amostral o desvio padrdo

n é o numero de elementos da amostra

Z é o valor relacionado com a confianga. Os valores usuais para Z sdo os que constam
da tabela seguinte:

Nivel de confianga 90% 95% 99%
Valorde Z 1,645 1,960 2,576
. . . & o\ _(v_79) &

A diferenca entre os dois extremos do intervalo: (X + Z\/E) (X Z \/ﬁ) éa

Amplitude do intervalo(A).
E=Z\% representa a margem de erro do intervalo.

Reparemos que:

A amplitude é igual ao dobro da margem de erro. A = 2xg
A margem de erro é igual a metade da amplitude € = A/2

Nota: Quando afirmamos que o intervalo tem 95% confianca, significa que, para 100
amostras diferentes, da mesma dimensao, selecionadas da mesma populacao,
esperamos que 95 dos correspondentes intervalos obtidos, contenham o valor médio
da populagdo a estudar.

Exemplo 15 (123). Confianca de 95%
Check (pag. 123).

Exemplo 16 (pag. 124) Confianga de 99%.



Nota muito importante:

Usamos o simbolo o para o desvio padrdo populacional, mas quando se trata de uma
amostra devemos usar o simbolo “s”.

Na férmula para o intervalo, escrevemos:
- S - S
X—z%. X+z5 [ .
] N Tn

Nota: para utilizarmos estas formulas para os intervalos de confianga. os dados tém
que estar de acordo com o Teorema do Limite Central (TLC), isto é, n> 30 ou entdo, se
a dimensdo for menor que 30, os dados precisam ter uma distribuigdo, pelo menos
aproximadamente normal. Caso contrdrio, seria necessdrio usar a distribui¢éo t de
student, que estd fora do programa de MACS.

Nota: Quando aumentamos o grau de confianga, a amplitude do intervalo aumenta, e
consequentemente a informacao fica menos precisa.

Nota: Quando aumentamos o numero de elementos da amostra, a margem de erro

o . . . . . , . . . .
Z\/_ﬁ diminui e a amplitude do intervalo também diminuir. Assim, melhoramos a

precisao da nossa estimacgao.
Check (pag. 124).
Prova dos 9 (pag. 125) Intervalos de confianca para o valor médio.
Exercicios de aplicacdo (pag. 145): 15 a 23

Intervalos de confianca para o valor médio.

4.7- Estimativa pontual de proporg¢ao.(i26)

A proporgao é o numero de elementos favoraveis a nossa condigdo, a dividir pelo
numero total de elementos da amostra.

Exemplo 17(126).

Nota: podemos transformar uma propor¢do numa média, como podemos ver no
exemplo das pdginas 127 e 128.

Pretendemos estimar a proporg¢do de alunos do género feminino a partir de uma
amostra com 12 alunos.



S3o 5 do género feminino, logo, a propor¢ao amostra é

Outro processo possivel para calcular a proporgao é recorrer a média. No estudo da
populacdo da escola quanto a proporg¢do dos alunos de género feminino, o que nos
interessa é apenas a presenga ou auséncia dessa caracteristica (ser do género
feminino). Se um individuo da amostra for do género feminino, anotamos 1 e, se for
do género masculino, anotamos 0.

(tabela da pagina 128)

Calculemos a médias dos zeros ( “0”) e uns (“1”)

1+1+0+0+0+1+1+0+1+0+0+0
12

5

== (,4167
1

%

Da o mesmo que a proporg¢ao indicada acima.

Nota: como podemos constatar com o exemplo, podemos transformar uma proporgao
numa média e assim adaptar os resultados anteriores ao caso das proporgoes.

A média é igual a propor¢ao.
Para o desvio padrdo, a dedugdo nao é tao simples(pag, 129)
(Pag. 129)Entdo podemos escrever:

Para amostras com dimensdo maior ou igual a 30 elementos, os valores de p seguem
uma distribuicao aproximadamente normal com valor médio p e desvio padrao

p(1-p)

n

Isto é, para n> 30, temos:

p~N| p;

Nota: O desvio padrdao de amostragem também se designa” erro padrao”
Exemplo 18(129).
Prova do 9 (pag. 129)- Estimativa pontual de proporgao.
Exercicios de aplicacdo (pag.146): 24 a 28.

Estimativa pontual de proporgao.



4.8- Intervalos de confianga para a proporg¢ao (130).

Nota: tal como deduzimos o intervalo de confianca para o valor médio, podemos de
modo semelhante partir da distribui¢ao anterior e de uma probabilidade:

p[—PP .\
p(l-p)
.\~ n
E obter:

intervalo de confianga para a proporgao.

D Representa a proporcdo amostral.

n é o numero de elementos da amostra

Z é o valor relacionado com a confianga. Os valores usuais para Z sdo os que constam
da tabela seguinte:

Nivel de confianca 90% 95% 99%
Valor de Z 1,645 1,960 2,576
VA pa-p) é a margem de erro. (g)

n
A diferenca entre os dois extremos do intervalo é a amplitude do intervalo(A).

A amplitude é igual ao dobro da margem de erro, A = 2xg, logo, a margem de erro é
igual a metade da amplitude £ = A/2

Exemplo 19 (131)

Nota: Obtenha a amplitude e a margem de erro para este intervalo:
A=0.92-0.78 = 0.14 £¢=0.07

Exemplo 20 (131)

Amplitude e margem de erro: A=0.74-0.46=0.28 &£=0.14

Exemplo 21 (132)

Amplitude e margem de erro: A=0.67-0.53=0.14 &£=0.07



(132)Nota: A semelhanca das médias, também podemos verificar que nas proporgdes,
quanto maior for a dimensdo da amostra, menor é a amplitude do intervalo de
confianga.

Prova dos 9 (pag. 132)- Intervalos de confianga para a proporgao.
Exercicios de aplicagdo (pag. 147):29 a 31.

Intervalos de confianca para a proporcao.

4.9- Interpretacao do conceito de intervalo de
confianga(13s).
Dado um intervalo de confianca ]a, b[, sabemos que:
a amplitude é dada por A=b-ae
a margem de erro é metade da amplitude, isto é,
b—a
2

& =

Também sabemos que a amplitude é igual ao dobro da margem de erro, A= 2xg, e
que a margem de erro € igual a metade da amplitude € = A/2

Exemplo 22(133).

Check (pag. 133).

Qualidade da amostra (134).

Devemos garantir que a amostra é representativa da populacdo. Se uma amostra for
enviesada, as conclusdes que tiramos serdo pouco crediveis.

Exemplo 23 (pag. 134).

Grau de confianga (134).

E importante ter um valor alto para o grau de confianca. No entanto, quando este é
demasiado préximo de 100%, pode acontecer que o intervalo tenha uma amplitude
muito grande, e a informacdo fornecida seja pouco util.



Dimensao da amostra (135).

Ja vimos que, aumentando o tamanho da amostra, a margem de erro diminui e a
precisao aumenta

Exemplo 24 (pag. 135). Dimensdo da amostra para a estimagdo do valor médio.

Nota: Para estimarmos o tamanho da amostra, para o qual a margem de erro é inferior
a um determinado valor, comegcamos por igualar a expressdo da margem de erro ao
valor pretendido, e depois resolvemos a equacdo até obtermos o valor de n.

No caso da média, no final da equacao, obteremos uma expressao do tipo:

Zo 2
n=\|\—
&
Nota: Devemos usar sempre os calculos a partir da margem de erro. Estas formulas
serao apenas para verificar.

Check (pag. 135)

Nota: do mesmo modo, podemos estimar a dimensao da amostra para o caso do
intervalo de confianca para a proporgao:

Exemplo 25 (pag. 135). Dimensdo da amostra para a estimacdo da proporcao.

Nota: Para estimarmos o tamanho da amostra, para o qual a margem de erro é inferior
a um determinado valor, comegcamos por igualar a expressdo da margem de erro ao
valor pretendido, e depois resolvemos a equacao até obtermos o valor de n.

No caso da proporcao, no final da equagao, obteremos uma expressao do tipo:
AP
n= (—) .p-(1-p)
&
Nota: devemos usar sempre os calculos a partir da margem de erro. Estas formulas
serdao apenas para verificar.
Check (pag. 136).
Exemplo 26 (pag. 137)

Check (pag. 138).



Prova dos 9 (pag. 138)- Interpretac¢do do conceito de intervalo de confianga.
Exercicios de aplicagdo (pag. 147): 32 a 35.
Interpretacdo do conceito de intervalo de confianca.
Pensamento computacional(pag. 139)
Preparado? (pdg. 148)
A pensar no exame (pdag. 152)

Prova modelo de exame (pdag. 157)



