Capitulo 2- Modelos populacionais

Introduc¢ao (psg.103)

Aqui pretendemos estudar a evolugdo do numero de individuos de uma populacao.

(103) Crescimento populacional positivo: a dimensao da populagdao aumenta ao longo
do tempo.

Crescimento populacional negativo: a dimensao da populag¢ao diminui ao longo do
tempo.

(103)Crescimento discreto: as mudancgas acontecem de tempos a tempos.( exemplo:
nascimento de criangas numa vila.)

Crescimento continuo: as mudangas acontecem a todo o instante.(exemplo: o
crescimento de uma planta.

Vamos analisar quatro modelos populacionais:

Linear; Exponencial; Logistico e Logaritmico.
2.1- Modelos de crescimento.

2.1.1) Crescimento linear ( 104)

Em cada transi¢cdo, aumentamos sempre o mesmo valor.

O grafico é formado por pontos em linha reta.

P
800 »

700 4
.
500 4 . "
.
300 4

100 4

g - o - - - 4 n
o 3 a E - 14

Exemplo 1 ( 104).

Nota: No exemplo 1, verificamos que, na transicao de um ano para o outro, ha sempre
um aumento de 1400 euros. Temos uma Progressao aritmética de razao 1400.

(105) Sucessdo é uma sequéncia infinita de niUmeros que podem respeitar uma
determinada ordem.



(105) progressao aritmética(p.a.) € uma sucessdao em que é constante a diferenca
entre duas transi¢des consecutivas.

A essa constante chamamos razao, r, da progressdo. No caso de crescimento
populacional, a razado representa a taxa de crescimento da populagao.

Exemplo (extra) de progressao aritmética (p.a.):
Considere a sequéncia: 7; 10; 13; 16; 19; 22, .......

P.a. Uo=7 (valor inicial) r=3 (Razdo)
Expressdo geral: Un=7+ 3n

(105)Modelo de Crescimento Linear discreto é um modelo em que a evoluc¢do da
populacdo é descrita por uma progressao aritmética de razao r, que pode ser definida
por:

Pn= Po+ n.r, com n natural.
Onde
r=Pni1—Pn .

Exemplo(extra) 3;5; 7;9; 11;13; ... Up=3 r=2 Un=3+2n

(pag. 106) Recordar: Juro simples- O juro é depositado numa conta a ordem. O valor
do juro ganho em cada periodo de tempo é sempre o mesmo.

Exemplo(extra) Juro simples. Capital inicial Co=500 € taxa anual 10%

Repare que 10% de 500 é 50. Assim, todos os anos o juro ganho serd sempre 50 euros.
Capital ao fim de 1 ano C;= 500+ 0.1x500=500+50=550

Dois anos: Cp= 500+ 2x0.1x500=500+2x50=600

Trés anos: C3= 500+ 3x0.1x500=500+3x50=650

Expressdo geral, isto é, nanos: C,= 500+ nx0.1x500=500+50n

Exemplo 2 (pag. 106)- Juro simples.

Check ( pag. 106).



Exemplo 3( 107) Modelo de regressao linear. (Instru¢des Calc. grafica)
Sugestdo: consulte os tutoriais sobre calculadora grafica no verso da capa do manual-
Ou: pedronoia.net // 112 ano// Calculadoras // Modelos populacionais.

https://www.pedronoia.net/ private/tecnoll1/Calculadorall1Modelos%20PopTecnolo
gias.pdf

(109) Modelo de crescimento linear continuo é dado por
P(t)=at+b
Onde a e b s3o numeros reais e t é a variavel que representa o tempo
Check (pag. 109).
Prova dos 9 (pag. 110) Modelo de crescimento linear.
Exercicios de aplicagdo (pag. 136): 1 a 6.

Modelo de crescimento linear

2.1.2- Modelo de crescimento Exponencial (112)

Exemplo(extra): Considere a seguinte sequéncia de numeros:
4,8,16, 32,64, 128, 256,...
4; 4x2=8; 4x2x2=16; 4x2x2x2=32; 4x2x2x2x2=64

4x2°=128; 4x2°=256; ..geral: 4x2"

Em cada transi¢ao, multiplicando sempre o mesmo nimero. Na expressao geral
aparece um expoente.

(pag. 112)Recordar: No juro composto o juro produzido em cada periodo de tempo é
adicionado ao capital. No periodo seguinte, o valor do juro aumenta por ter
aumentado o capital.

Para um depésito inicial Co, a uma taxa de juro i, o capital C, ao fim de n anos é dado
por: (EX: Co=500 taxa=10%...)

n

i
C.=Cn|1+—
n °< +100)

Exemplo(extra):

Co=500 euros taxa 10% C;=500x1.1' C10=500x1.11° .. (C,=500x1.1"


https://www.pedronoia.net/_private/tecnol11/Calculadora11Modelos%20PopTecnologias.pdf
https://www.pedronoia.net/_private/tecnol11/Calculadora11Modelos%20PopTecnologias.pdf

Exemplo: (pg 112). Juro composto.
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1 100
aofimde n anos......... 1200 = {l t 3_ )”
100

Nota: Trata-se de uma Progressdao geométrica de razao 1.03.

(112) Progressao Geométrica (p.g.) € uma sucessdao em que é constante o quociente
entre duas transi¢des. A essa constante, que é a Taxa de crescimento, chamamos
razao da progressao.

Exemplo(extra) — Progressao geométrica (p.g).

Consideremos a sequéncia: 3; 6; 12; 24; 48; 96,....

Podemos verificar que &= 2; Z-2 ; Cag 2; 8- 2; 2 =2
3 6 12 24 48

Temos uma progressao geométrica de razao 2, isto é:

Un éumap.g.com Up=3 e r=2. Otermo geral serd Un=3x2"

(112)Modelo de crescimento Exponencial discreto é um modelo em que a evolugdo da
populacdo é descrita por uma progressao geométrica de razao r. Pode ser definida por:

Pn=Po.r", com n natural
E onde:

_ Pn+1
P,

Check (pag. 113)



Exemplo(extra): Qual é o menor valor de n, para o qual 2" é maior que 20007?

Sugestdo 1: experimente por tentativas.

Sugestdo 2: Faga uma tabela (table) com y1=2*. peca x de zero a 20. (Set)
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Depois peca intersect em Gsolv (Casio) ou Calc/ intersect (texas).

R: n=11



Exemplo(extra):

Uma populacdo cresce de acordo com o modelo Y,=5x1,12" com n em anos.

Ao fim de quantos anos atingimos os 1100 elementos?

12 processo: Tentativas. Vamos experimentando varios valores paran.... (R: n=48)
292 processo: Tabela. Fazemos Y1=5x1,12*e pedimos a tabela.

32 processo: Grafico Usando o trace e as setas. (window: 0<x<50 0<y<1500)

42 processo: usar a interse¢ao fazendo Y1=5x1,12* e Y= 1100 pedimos o grafico e
depois: Calc/ intersect ou isct.

il =56x1.12"(x)
F2=1100

ERSEGAD
= ———¥=1100 i1

Juros, capitalizacdes e O niumero “e” (pag. 113)

Sugestao: experimente na sua calculadora: substituir n por valores cada vez maiores:

(1+3)
(1+3)
(1+3)

Paran=3; n=4; n=10; n=100; n=5000; n=1000; n=1000000

n

Para n=1
1

Para n=2

Os valores comegam em 2 e vdo aumentando, mas nunca chegam a 3. Estabilizam
em 2.718 (Numero &, ou numero de Neper. Por vezes também designado por
numero de Euler)

n
A sucessao (1 + %) Tende para “e”.

~ k n a“ 7
A sucessdo (1 + ;) Tende para “ek

ex= 2,718 Numero de Euler (também conhecido por nimero de Neper).



Juros e capitalizagdes (Livro: pag. 113)- exemplo Co=1200 i=3% = 0.03 taxa anual.
Juro composto durante 1 ano.
Vamos capitalizar os juro uma ou mais vezes por ano.
Se capitalizar uma s6 vez, ficara:

1
> lvezporano ............. Cy,=1200 (l + %)

=1200 x 1,03 = 1236

Se capitalizar 2 vezes por ano, isto é, de seis em seis meses(semestral), ganhara juro
duas vezes, mas a taxa serd apenas 0.03/2.

0,03\2
2

> 2vezesporano ........... C,=1200 (l +
=1200 x 1,030225 = 1236,27

De 4 em 4 meses(ou 3 vezes por ano):

0.0343
b Jvezesporano ........... C;=1200 (l + —) =

= 1200 x 1.030301 = 1236.36

De més a més (12 vezes por ano):

0,03\12
12 vezes porano .......... Cy>=1200 [1 + ) =

~ 1200 x 1,030416 ~ 1236,50

Um ano tem 52 semanas:

52
S52vezesporano .......... Cs, = 1200 (l 003 )

(a semana) -
= 1200 x 1,030446 ~ 1236,54

Um ano tem 365 dias:

365
J65 vezesporano ......... Cags = 1200 ( 1+ E;gs ) ==

(ao dia) '
== 1200 x 1,030453 = 1236,54

Um ano tem 365x24=8760 horas:



8760 vezes porano........ Cs760 = 1200 ( 1

003 \8760
4 _)
(a hora)

8760

~ 1200 x 1,030454 ~ 1236,54

525 600 C 1200 (1 0.03 525 600
ano..... 576 6 4 — o
525 600 vezes por ano S35 800 ( e )

(a0 minuto)

~ 1200 x 1,030455 =~ 1236,55

com o passar do tempo,

(1 + %)” tende para €003 ~ 1,030454534 .
Pelo que o dinheiro tende para
1200xe%03
1200x 1,030454534 ~ 1236. 545441
Dizemos que capitaliza continuamente.

Modelo de Crescimento Exponencial continuo ( pag. 114)

P(t)=Po x €** sendo k constante.
Exemplo 4 (pag. 114).

Check (pag. 115).

Exemplo 5 (115)- Regressao exponencial. (...podem existir duas férmulas....)
Regressao exponencial.

Nota Importante: Na regressao exponencial, consoante a calculadora utilizada, a
funcdo pode ser apresentada de dois tipos:

y=a b*
y=0-ebx

Ambos estdao matematicamente corretos, mas, se pudermos optar, vamos escolher o
primeiro.

Check (pag. 117).



Prova dos 9 (pag. 118)- Modelo de crescimento exponencial.
Exercicios de aplicagdo (pag. 137): 7 a 20.

Modelo de crescimento exponencial.

2.1.3- Modelo de crescimento Logistico(psg.119).

Este modelo tem algumas semelhangas com o modelo exponencial. Aqui comegamos
com um crescimento lento, seguido de um crescimento rdpido e de um crescimento
lento, até estabilizar. E um modelo mais realista sobre os modelos de crescimento
populacional.

c
1+a.e—bt

onde a, b e c sdo constantes positivas, e ¢ o nimero de Eulere té a
variavel que representa o tempo.

A sua expressdo € dada por P(t) — (119)

Exemplo 6(119)

O grafico de um modelo de crescimento logistico tem aproximadamente a forma de
«S» e contempla trés fases distintas:

- crescimento lento (inicialmente): fase de adaptacéo;

- crescimento rapido: fase de reproducio, ou de propagacdo;

- crescimento muito lento: fase de estabilizagdo, ou de equilibrio.

Check (pag. 132).
Exemplo 7(122). Regressao logistica ( logistic ou Igst. Nao: legd}
Check (pag. 124).
Prova dos 9 (pdg. 125)- Modelo de crescimento logistico.
Exercicios de aplicagdo (pag. 138): 21 a 25.

Modelo de crescimento logistico.



2.1.4- Modelo de crescimento Logaritmico.(127)

Nocdo de logaritmo: a*=y & x=log.y

X é o logaritmo de y na base “a”
Exemplos:
1) 2°=32 ¢ 5=log,32
2) 3%=81 < 4=logs81

C.G. significa logaritmo de base 10. - Logaritmo de base e.

Importante!!! algumas calculadoras tém apenas as bases “e” e “10”.

Verifique a sua.

Por exemplo: Logaritmo de 64 na base 2: Log264  (dd 6, pois 2°=64).

Casio CG 50 (...e outras...) CATALOG/ “L” /logab( logab(2,64)
Texas Nspire logab

Texas 84 MATH A log Base (64, 2)...
Experimente na sua calculadoral...

Questdo : se a calculadora tem apenas as bases “e” e “10”, como fazemos para
calcular os outros logaritmos?

Resposta: fazemos uma mudanca de base de acordo com a férmula seguinte:

Conversdao ou mudanca de base:

__loghb __Inb
log,b = og 2 (ou logy b = —)
Exemplo de aplicagdo: log, 64 = %.

Exemplos: (utilize a sua calculadora)

1) log, 32 =5 2) log; 81=4

3)log 91 4)log,1 5)log;010 6)logs5 7)logs5* 8)loge6” 9)logy, 102



Propriedades ( 127)

Log.1=0 log.a=1 log.a®=b

Exemplos: Determinar o valor de x
1) logsX=3 @ x=53& x=125 2)logX=8 & x=28=>x=256
3) 2*=120 < x=1log2120
4) 312X =2187 <> 1+42X=l0g32187 &> x= (7 —1)/2 <> x=3
Exemplo 8 ( 128)
O Modelo de Crescimento logaritmico é dado por:
P(t) =a + logct
Onde a, e b sdo constantes, t é positivo e ¢ é positivo diferente de 1.
Check (pag. 129).
Exemplo 9 (pag. 129)- Regressao logaritmica.
Check (pag. 131).
Prova dos 9 (pag. 132)- Modelo de crescimento logaritmico.
Exercicios de aplicagdo (pag. 140): 26 a 30.

Modelo de crescimento logaritmico.

Preparado? Pag. 141.

A pensar no exame (pag. 153 a 157).



