
 

Capítulo 1- Modelos de grafos. 

 Introdução (pág. 7) 

 

Grafo- é um esquema constituído por pontos (ou vértices) e por segmentos (ou 

arestas) que unem esses pontos. (pág.7) 

Noções básicas-figura pág. 7  

… por ter sete vértices, dizemos que é um grafo de ordem 7. 

 Ordem de um grafo é o número de vértices desse grafo. 

Algumas definições (pág. 8) 

Vértice diz-se isolado- não existem arestas a incidir nele. 

Vértices terminais- têm apenas uma aresta incidente. 

Vértices adjacentes- Têm alguma aresta a ligá-los. 

Lacete- Aresta que liga um vértice a ele próprio. 

Arestas adjacentes- Incidem num mesmo vértice. 

Arestas paralelas- arestas distintas que ligam o mesmo par de vértices. 

Grafo simples- é um grafo que não tem arestas paralelas nem lacetes. 

Multigrafo- Grafo que não é simples. 

 

Um grafo diz-se conexo se existir sempre uma sequência de arestas a unir quaisquer 
dois dos seus vértices. (pág.8) 
 

Exemplo 1(pág. 8) 

Check (pág. 10) 

Exemplo 2 (pág. 11). 

Dígrafo, ou grafo Orientado, é um grafo em que as arestas têm orientações (ou 

sentidos) definidas. (pág.12) 

Check (pág. 12) 

Exemplo 3 (pág. 12) 



Grafo completo é um grafo em que cada um dos vértices é adjacente a todos os 

outros. (pág. 13) 

Exemplo extra – grafo completo de ordem 5. Tem 10 arestas. 

 

Questão: quantas arestas tem um grafo completo de ordem 6? E de ordem 7? E de 

ordem 10? E de ordem n?   

Sugestão: para o grafo completo de ordem n, o número de arestas é dado por:  

  
𝑛×(𝑛−1)

2
. Descubra porquê. 

Exemplo 4 ( pág. 13) 

Exemplo 5 (pág. 14). 

Check (pág. 15). 

 

Ponte- é uma aresta de um grafo que, se for retirada, torna o grafo desconexo. 

(Pág.16)  

Exemplo extra: no grafo que se segue existem várias pontes. 

 

Por exemplo, a aresta [BC]  é uma ponte. Se retirarmos [BC], o grafo deixa de ser 

conexo. Descubra outras pontes neste grafo(Resposta:  [CD], [DE] [EF] [EG]). 

 

 



Exemplo Extra 

O grafo seguinte: 

 

Não tem qualquer ponte. Podemos retirar qualquer aresta (única), que o grafo 

continua a ser conexo.  

 

Prova dos 9-Noções básicas (pág. 16): 1, 2, 3, 4. 

Atividade(pág. 17) 

 

Exercícios de Aplicação (Pág. 88): 1 a 6. 

1.1- Trajetos e circuitos eulerianos (pág. 18) 

Grau ou valência, de um vértice é o número de arestas que nele concorrem (um lacete 

é contado duas vezes). 

Diz-se que um vértice tem grau par se nele concorre um número para de arestas e que 

tem grau ímpar no caso de esse número ser ímpar.  

Nota: um grafo diz-se regular quando todos os seus vértices têm o mesmo grau. 

Exemplo: O grafo seguinte: 

 

é regular, pois todos os vértices têm o mesmo grau (dois). 

Check (pág. 19) 

 Exemplo 6 ( pág. 20) 

Check (pág. 20) Desenhar a casa… 

Algumas definições (pág. 20) 

Passeio é uma sequência de vértices em que cada dois vértices consecutivos estão 

ligados por uma aresta, podendo haver repetição.  

Trajeto ou trilho é um passeio em que as arestas são todas distintas. 

Caminho é um passeio em que os vértices são todos distintos. 

Circuito ou ciclo é um caminho que começa e acaba no mesmo vértice, sendo este o 

único que se pode repetir. 



Exemplo 7 (pág. 21)  

Nota: como pudemos observar no exemplo 7, grafo I, foi possível encontrar um trajeto 

que percorreu todas as arestas sem as repetir porque existem exatamente dois 

vértices com grau ímpar. Começámos num desses vértices e terminámos no outro.  

 

(pág. 21) Trajeto euleriano ou trajeto de Euler é um trajeto que percorre todas as 

arestas de um grafo uma única vez.   

 

Nota: também pudemos observar no exemplo 7, grafo II, que foi possível encontrar 

um trajeto euleriano que percorreu todas as arestas sem as repetir, começando e 

terminando no mesmo vértice. Isto aconteceu porque todos os vértices têm grau par. 

A este tipo de trajeto chamamos circuito euleriano. 

(pág. 22) Circuito euleriano ou circuito de Euler é um trajeto euleriano que começa e 

acaba no mesmo vértice. 

 

(pág. 22) Regra 1: Num grafo conexo, podemos encontrar um trajeto euleriano se e só 

se existirem, no máximo, dois vértices de grau ímpar. 

(pág. 22) Regra 2: Um grafo conexo, admite circuito euleriano se e só se todos os 

vértices tiverem grau par.  

Nota: Nestas regras, é necessário exigir que o grafo seja conexo, caso contrário a regra 

não se aplica. 

Exemplo:     Neste grafo, todos os 
vértices têm grau par, mas não admite 
circuito euleriano, por não ser conexo  

 
Nota: Um grafo diz-se euleriano se contém um circuito euleriano.  

Check (pág. 22) 

Exemplo 8( pág. 23)- Grafo na planta de uma casa. 

Check (pág. 24) 

Prova do 9- Trajetos e circuitos eulerianos(pág. 25) 1, 2 e 3. 

Atividade (pág. 26)- Vírus no Cyber-room.  

Exercícios de aplicação (pág. 89): 7 a 12 

 

 



1.1.1 O problema do carteiro chinês. (Pág 27) 

Nota: O problema do carteiro chinês é uma aplicação dos trajetos e circuitos 

eulerianos. A ideia é fazer uma distribuição de cartas por várias ruas, começando e 

terminando no posto do correio, evitando repetir ruas. 

Exemplo 9 (pág. 27). 

Check (pág. 29). 

1.1.2 Algoritmo de Fleury (Pág 30) 

Nota: Por vezes temos garantidas as condições para afirmar que um grafo admite um 

circuito euleriano ou um trajeto euleriano, mas nem sempre é fácil encontrar tal 

circuito ou trajeto, sobretudo quando se trata de um grafo com muitos vértices e 

muitas arestas. Este algoritmo permite encontrar mais facilmente um circuito 

euleriano. 

Recordemos que: 

Ponte- é uma aresta de um grafo que, se for retirada, torna o grafo desconexo. 

Algoritmo: 

1º) Determinar o grau de cada vértice. 

Se todos os vértices tiverem grau par, escolhemos um qualquer para iniciar. 

Se existirem com grau ímpar, escolhemos um deles para iniciar. 

2º) A partir do vértice escolhido, seguimos para um vértice adjacente qualquer, exceto 

se for ponte. Só escolhemos a ponte quando esta for a única aresta disponível. 

3º) Eliminar a aresta utilizada.  

4º) repetimos os passos anteriores até concluirmos o circuito ou trajeto pretendido. 

Exemplo 10 (pág. 30) 

Check (pág. 33). 

 

Prova dos 9-Problema do Carteiro chinês e algoritmo de Fleury (pág. 34) 

Exercícios de aplicação (pág. 90): 13 a 17 

(Problema do Carteiro chinês e algoritmo de Fleury) 

 

 

 



 1.1.3 eulerização de grafos. (Pág 36) 

Exemplo 11 (pág. 36). 

(Pág. 37) Eulerizar um grafo conexo consiste em acrescentar-lhe arestas ( duplicando 

as existentes) para que todos os vértices tenham grau par, possibilitando a existência 

de um circuito euleriano. 

Nota: repare que só podemos duplicar arestas já existentes.   

Exemplo 12 (pág. 38). 

Check (pág. 38) 

Eulerizar Grafos  tipo “grelha” ( ou retangulares). 

 

Sugestão: 

1.º) Partimos sempre de um canto e seguimos no sentido dos ponteiros do relógio. 

2.º) Sempre que chegamos a um vértice de grau ímpar, fazemos uma ligação ao 

próximo vértice, acrescentando uma aresta. 

3.º) Se esse próximo vértice ficar: 

* par, seguimos para o próximo vértice; 

* ímpar, ligamos ao vértice seguinte acrescentando uma aresta. 

4.º) Continuamos, sucessivamente, aplicando o mesmo raciocínio até chegar ao 

ponto de partida. 

Exemplo 13 (pág. 39). 

Check (pág. 40). 

Prova dos 9-Eulerização de grafos. (pág. 41) 

Exercícios de aplicação (pág. 91e92)18 a 23 

(Eulerização de grafos) 

1.2- Circuitos hamiltonianos. (pág. 43) 

Exemplo 14 (pág. 43) 

(pág. 44) Circuito hamiltoniano  ou circuito de Hamilton é um caminho que começa e 

acaba no mesmo vértice percorrendo todos os vértices uma só vez( exceto o primeiro 

que também é o último). 



Um grafo diz-se hamiltoniano se nele se pode encontrar, pelo menos, um circuito 

hamiltoniano 

Exemplo 15 (pág. 45) 

Check (pág. 46). 

Prova dos 9 -Circuitos hamiltonianos (Pág. 47) 

Exercícios de aplicação (pág. 92) 24 a 30. 

Circuitos hamiltonianos. 

1.2.1 o problema do caixeiro-viajante. (Pág 49) 

Sugestão: analise o exemplo da visita à ilha de São Miguel(pág. 49) 

(49)Peso é o número que se atribui a cada uma das arestas de um grafo. 

A um grafo com pesos atribuídos chamamos grafo ponderado 

Exemplo( Extra) Procure o caminho mais curto para partir de A, passar por todos os 

outros e voltar a A? ( compare com os seus colegas) 

 

 

O que se pretende é encontrar o circuito hamiltoniano de percurso mínimo. 

Exemplo 16 (pág. 50) Todas as hipóteses possíveis. 

Check (pág. 51) 

Nota: Uma árvore é um grafo conexo que não possui circuitos. 

 

Método das árvores-(52) Também experimentamos todas as possibilidades, mas 

apresentamos sob a forma de uma árvore. 

Exemplo 17( pág. 52)- Método das árvores. 

Check ( pág. 53). 



Nota: Os dois métodos que vimos são muito úteis e garantem-nos sempre a melhor 

solução possível, mas tornam-se pouco práticos quando aumentamos o número de 

lugares a visitar. 

Se o grafo for demasiado grande, utilizaremos outros métodos que apresentaremos de 

seguida. 

Algoritmo dos mínimos sucessivos (pág. 54). 

1º) Escolher um vértice para ponto de partida. 

2º) a partir desse vértice, escolher a aresta com menor peso que faça a ligação com um 

dos vértices adjacentes ainda não visitados. 

3º) Repetir, sucessivamente, o passo anterior até que todos os vértices tenham sido 

visitados. 

4º) Regressar ao ponto de partida.  

Exemplo 18 (pág. 54) 

 Algoritmo por ordenação dos pesos das arestas (pág. 56) 

1º) ordenar as arestas de acordo com o valor crescente dos seus pesos. 

2º) Escolher, sucessivamente, a aresta com menor peso atendendo a que: 

-Não pode haver três arestas incidentes no mesmo vértice. 

-Não se podem formar circuitos enquanto houver vértices por visitar. 

Exemplo 18 (56-continuação).  

Check (pág. 56). 

Prova do 9(pág. 58)- O problema do caixeiro-viajante. 

Exercícios de aplicação (pág. 93): 31 a 35 

O problema do caixeiro-viajante. 

1.2.2 Coloração de grafos. (Pág 61) 

Exemplo 19(pág. 61). 

(pág. 61)Número cromático de um grafo é o número mínimo de cores necessário para 

colorir os seus vértices, de modo que não haja vértices adjacentes com a mesma cor. 

Exemplo 20 (pág. 62) 

 

Nota: também podemos definir o número cromático das arestas de um grafo como o 

número mínimo de cores necessário para colorir as suas arestas, de modo que não 

haja arestas incidentes no mesmo vértice com a mesma cor. 



Exemplo 21 (pág. 63)- Coloração de um mapa. 

Exemplo 22 (pág. 64) 

Check (Pág. 66). 

Exemplo 23 (pág. 67) – aplicação à organização de espaços para espécies 

incompatíveis. 

Algoritmo para coloração de vértices(pág. 69). 

 

1º) Ordenar, numa lista ou tabela, os vértices por ordem decrescente do grau. 

2º) Atribuir uma primeira cor ao vértice de maior grau( se existirem vários, escolhemos 

um qualquer) e atribuir essa cor a todos os vértices que não se sejam adjacentes, nem 

adjacentes entre si. 

3º) Atribuir uma segunda cor ao próximo vértice da lista, ou tabela, que ainda não 

tenha cor atribuída, bem como a todos os vértices que não lhe sejam adjacentes nem 

adjacentes entre si. 

4º) Repetir o procedimento até que todos estejam coloridos. 

 

Prova dos 9 (pág. 70)- Coloração de grafos. 

 

  Atividade (pág. 71) 

Exercícios de aplicação (pág. 95): 36 e 37. 

(Coloração de grafos). 

 

1.3- Árvores abrangentes. (pág. 72) 

1.3.1 Árvores abrangentes mínimas. (Pág 72) 

Recordemos que uma árvore é um grafo conexo que não possui circuitos. 

(pág. 72) Árvore abrangente ou árvore geradora é uma árvore que contém todos os 

vértices de um grafo. 

Exemplo-Raquel-pág. 72 e 73. 

(pág. 73) Árvore abrangente mínima é uma árvore abrangente em que a soma dos pesos das 

arestas é mínima. 

Nota: O algoritmo seguinte permite obter a árvore abrangente mínima. 



(pág. 74)Algoritmo de Kruskal 

1º) Ordenar as arestas por ordem crescente dos seus pesos. 

2º) Selecionar a aresta de menor peso ( se houver mais do que uma, escolher uma delas ao 

acaso). 

3º) Selecionar, de entre as arestas restantes, a aresta com menor peso, desde que não se 

forme circuito. 

4º) Repetir o passo anterior até que todos os vértices estejam ligados.  

Exemplo 24 (pág. 74)-Algoritmo de kruskal. 

Check (pág. 75). 

Nota: Vejamos um outro algoritmo que também permite obter a árvore abrangente mínima 

Algoritmo de Prim (pág. 76) 

1º) Escolher, ao acaso, um dos vértices e, de entre todas as arestas que nele incidem, 

selecionar a de menor peso. 

2º) Selecionar, de entre as arestas incidentes nos vértices já incluídos, a aresta de 

menor peso que liga a um vértice ainda não incluído, desde que não forme circuito. 

3º) Repetir o passo anterior até que todos os vértices estejam ligados. 

Exemplo 25 (pág. 76) – Algoritmo de Prim. 

Check (pág. 77). 

Prova dos 9 (pág. 78)-Árvores abrangentes mínimas. 

Exercícios de aplicação(pág. 95-96): 38 a 42. 

Árvores abrangentes mínimas. 

1.3.2 Caminhos críticos. (Pág 79). 

Exemplo (pág. 79-80)- Organização de uma cirurgia. 

(pág. 80)Caminho crítico é a sequência de tarefas de maior duração de entre todas as 

possíveis sequências de um trabalho ou projeto. A sua duração corresponde ao menor 

tempo  de conclusão do trabalho ou projeto.  

Exemplo 26 ( pág. 81) 

Check (pág. 82) 

Prova dos 9 (pág. 83)- Caminhos críticos. 

Exercícios de aplicação(pág. 97): 43 a 46. 

(Caminhos críticos.) 

 



Preparado (pág. 98) 

Trabalho de projeto (pág. 100). 

A pensar no exame (pág. 145 a 153). 

 


