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Prefacio

Este trabalho foi escrito sem a preocupagao de obter um livro de texto para acompanhar as aulas de Matematica,
nem de seguir o programa de Matemdtica do Ensino Secunddrio. Pretendeu-se mostrar que a Matemética no
Ensino Secundério pode ir além dos habituais exercicios e que existe um vasto campo que pode ser explorado pelos
professores e alunos de Matemadtica. Tratou-se, também, da resposta a um desafio: que livro sobre Matematica
seria capaz de escrever? De qualquer modo, o texto resulta da experiéncia da sala de aula conjugada com uma
grande vontade de procurar novos caminhos.

Pretendeu-se, também, lutar contra uma certa maneira de encarar a Matemédtica, ndao havendo nenhuma
concessao ao facilitismo que por af anda. Nos tempos actuais, hd que mostrar aos alunos e professores que o mais
importante, no Ensino, é o trabalho constante e ndo o "deixa andar"em que cairam muitos alunos que estao a
espera dum milagre que resolva os seus problemas. O mesmo acontece com muitos adultos que veriam os seus
problemas resolvidos com um bom prémio no Euromilhées. O pior é que o prémio nunca chega...

Este livro foi escrito sem nenhuma preocupacgao sobre a sua finalidade: nao se pretendia um bom livro, nao se
pretendia publicar um livro, nem se pretendia qualquer tipo de utilizagao para além da sala de aula. De qualquer
modo, partes do livro foram sendo divulgadas a alguns colegas de Escola. Por falar em Escola, parece-me que,
numa Escola de dimenséo consideravel, como a Escola Secundéria Jaime Moniz (onde sou professor), poderfamos
fazer o nosso préprio LIVRO DE MATEMATICA, que englobaria o contributo dos professores interessados e,
se possivel, de alguns alunos. Tal livro seria uma resposta & habitual falta de espirito colectivo e uma excelente
resposta aqueles que dizem que os professores nada fazem.

Finalizo este pequeno preficio, referindo que ja nao sei em que altura comecei a escrever este livro: sei que
foi h4 muito tempo e que passei milhares de horas a escrever nos Computadores (néo foi num s6). E sem esperar
qualquer compensagao para esse esforco que, espero, nao tenha sido inglério.

Muito sinceramente, gostava que os professores de Matemadtica pudessem ter acesso a este livro e que se
propusessem fazer outro muito melhor e sem os defeitos que este apresenta.

Aproveito estas linhas para a gradecer a todos aqueles que, de algum modo, contribuiram para este produto
final, lendo o texto e apontando gralhas, fazendo com que o seu nimero seja menor. No entanto, tenha a certeza
que elas continuam. Por vezes, abro o livro numa pédgina, ao acaso, e 14 estd ela, a gralha...

Obrigado a todos os que me incentivaram!

Este livro é dedicado a duas pessoas em particular: A minha professora da instrucdo priméria, D. Estela
Castro, e ao Dr. Sérgio Camacho que foi meu professor de Matematica no Liceu.
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Introducao

Este texto incide, de modo especial, sobre assuntos de 12° Ano e de 1° Ano do Ensino Universitdrio. Para
isso contribuiu a minha experiéncia como professor do Ensino Secunddrio e como assistente na Universidade da
Madeira e na Universidade Catélica (Funchal).

O livro estd dividido em dois volumes, por uma questao do nimero de pdginas. No entanto, o primeiro volume
tem mais a ver com o Ensino Secundério e o segundo volume com o Ensino Superior. De qualquer modo, prefiro
considerar que se trata dum livro e nao de dois, motivo pelo qual os dois volumes tém o mesmo titulo.

Convém referir que, no Capitulo intitulado Probabilidades, estao incluidos exercicios das Brochuras editadas
pelo Ministério da Educacao, exercicios esses que estdo assinalados com *.

Nao posso deixar de referir que seria interessante incluir no Programa de Matemética do Ensino Secundério
assuntos como a lei dos senos e a férmula de Heron.

vii
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Capitulo 1

Sucessoes de Numeros Reais

Definigao 1 Sucessdo de nimeros reais é uma aplicagio de N em R.

Sao sucessoes as seguintes funcoes:

f(n)=n®

f(n)= nj +2n

f(n) =545
f(n)=vn+2
fn) = %=
f(n)=vn¥I-ya
f(n)= 2: —nl

fn) = %55
f)=(=2)"

Com a definicao apresentada, nao sao sucessoes as seguintes fungoes:
f(n)=+vn-10
f(n)=+v10—n
Fn) =4

7y = (22)

Exemplo 2 FEstudo do sinal duma sucessao
A) Consideremos a sucessao de termo geral u,, = n?. Entao, u, > 0,Vn € N.
B) Consideremos a sucessao de termo geral u,, = n? — 16. Entdo:

U, > 0, se n > 4; U, < 0,sen < 4; U, =0,sen=4

C) Consideremos a sucessao de termo geral u,, = 237:1__141.

Vamos comegar por estudar o sinal da fungéo real de varidvel real definida por f (z) = 231:;141:

—
—

T —00 % 5 +00
20 — 11 — - —10 +
3x—4 — 0+ + +

f(x) + -1 0 +

Entao, u, <0, paral <n<5ewu, >0,paran>6Vn=1.
Calculemos alguns termos desta sucessao:

u =9>0

UQ:—%<0
uzg=—-1<0
U4:—%<O
U5:—ﬁ<0

U6:ﬁ>0
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Exemplo 3 Estudo da monotonia duma sucessao

Consideremos a sucessdo de termo geral u,, = 22=LL. Entéo:

M4+2-11 2n—11 2n—-9 2n—11 (2n—9)(3n—4) — (2n—11) (3n — 1)

Unp41 — Up

3n+3-4 3n-4 3n-1 3n—4 (3n—1) (3n —4)
_ 6n2—8n—27n—|—36—6n2+2n+33n—11_ 25
N (3n—1)(3n —4)  (Bn—1)(3n—4)
Agora, estudamos o sinal da funcao real de varidvel real, definida por f (x) = W:
T —00 % % +00
25 + |+ [+ +
3r—1 — 0+ |+ +
3z —4 — —-[—=10 +
f(x) + - +

Entao, tny1 — up, > 0,Vn € N\ {1}, tendo-se uz — uy < 0.

Logo, a sucessao nao é mondtonal

Repare-se que a condigao 4,41 — u, > 0 ndo se verifica num tnico caso.
No entanto, como é légico, a sucessdo néo é monétona (crescente).

1.1 Limite de uma sucessao

2n+5
n+1 °

Exercicio 4 Considere a sucessao de termo geral u, =
i q ; _ L L 12
1. Quais os termos da sucessao que pertencem ao intervalo }2 o502 + Too [
; q i 1 _1 19
2. Quais os termos da sucessdo que pertencem ao intervalo }2 0557 2 + 1000 [
3. Quais 0s termos da sucessdo que pertencem ao intervalo |2 — 6,2+ 8], com § > 09

Resolugao
Comecemos por observar que 2 — § < u, < 2+ ¢ é equivalente a |u,, — 2| <.

1.

1 1 1 2n+5 1

2_ﬁ<u”<2+ﬁ = |u”_2|<ﬁ 1 _2‘<ﬁ
2n+5—-2n—-2 1 3 1
A n+1 ‘<ﬁ nt1] = 100

e B3 1 .30 _ n+l
n+1 " 100 100 (n+1) ~ 100 (n + 1)

+— 300<n+1 <= n>299

Os termos da sucessao que pertencem a ]2 - ﬁ, 2+ ﬁ [ sao os termos de ordem superior a 299. Entao, no
intervalo }2 - ﬁ, 2+ ﬁ [, hd uma infinidade de termos, tendo-se que fora desse intervalo hd um nimero
finito de termos da sucessao.

2.
1 1 1 2n+5 1

2—m<un<2+m = |un—2|<m<:> e _2‘<M
— 2n+5—2n—2‘< 1 3 ‘<L
n+1 1000 n+1 1000

.. 3 _ 1 . 3000 _  n+l
n+1 1000 1000 (n+1) ~ 1000 (n + 1)

— 3000<n+1 < n>2999



1.1. LIMITE DE UMA SUCESSAO 3

Os termos da sucessao que pertencem a ]2 — ﬁ, 2+ Tloo [ sao os termos de ordem superior a 2999.

3.
2 5
2—-0<u, <2490 <= |u,—2|<d <= n:—1 —2‘ <é
2n+5—-2n—-2 3
— — <) = |—|<$
n+1 n+1
— <0 = 3<né+96
n+1
3—90 3-96
= 3-0<nl = T<n = n>T
Os termos da sucessdo que pertencem a |2 — §,2 + §[ sao os termos de ordem superior a 3f;5.
Entao, para a sucessao de termo geral u,, = 27::"15, podemos concluir que, para todo o nimero real positivo §,

existe uma ordem a partir da qual, todos os termos da sucessdo pertencem ao intervalo |2 — §,2 + 4[.

Definicao 5 Seja (u., uma sucessao de nimeros reais e a um niumero real. Diz-se que u, tende para a (ou
que u,, converge para a ou que limite de u, é a), se para todo o niumero real positivo §, existir uma ordem (que
dependerd de 6), a partir da qual, todos os termos da sucessdo (uy),, oy verificam a condigio a — 0 < u, < a+9.

Notation 6 Se u,, tende para a, escrevemos u, — a ou limu, = a.

__ 2n+5

Observagao 7 Repare-se que a sucessao de termo geral u, = SH5*, segundo a definicao anterior, tende para 2.

Proposicao 8 Uma sucessdo de nimeros reais nao pode tender para dois limites diferentes.

Prova. Suponhamos que havia uma sucessao u, que tendia para dois limites a e b. Sem perda de generalidade,
podemos supor que a < b. Seja § = b*T“. Como u,, — a, existe uma ordem p; tal que todos os termos da
sucessdo, de ordem superior a pi, verificam a condi¢do a — 6 < u, < a+9d. E, como u, — b, existe uma
ordem py tal que todos os termos da sucessdo, de ordem superior a ps, verificam a condi¢do b — 6 < u, < b+ 0.
Entao, a partir da maior das duas ordens p; e po, todos os termos da sucessdo verificam as duas condigoes
a—06<u, <a+deb—0 <u, <b+d. Entdo, tais termos verificam a condi¢do u,, € Ja — §,a + d[N]b— 5,0+ 4.
Mas,a+6=a+252 =2 e bp— 0 =b— 252 = L pelo que u, € |30, atbin]ath bl — )

E chegdmos a uma conclusao manifestamente impossivel, porque o conjunto vazio nao tem elementos. Entao,
¢ absurdo supor que existe uma sucessao com dois limites diferentes. Entao, uma sucessao de nimeros reais nao

pode ter mais do que um limite. m

Definicao 9 Sucessdo convergente é uma sucessao que tende para um nimero real. Uma sucessdo que nao tende
para nenhum nimero real diz-se divergente. Note-se que estamos a considerar, apenas, sucessées de numeros
Teats.

Definigcao 10 Infinitésimo é uwma sucessao que tende para zero.

Proposigao 11 Seja (un), oy uma sucessio tal que a partir de certa ordem p, todos os termos sio iguais a k,
com k € R. Entao, u, tende para k.

Prova. Seja § > 0. Paran > p, temos k — § < k =wu,, < k— 9, pelo que limu,, =k. =

Observagao 12 Em particular, se uma sucessdo é constante, entdao a sucessao converge para esse valor constante
(valor comum dos seus termos).

Proposigao 13 Sejam a,b € R e (un), oy € (Vn),cn duas sucessoes que tendem para a e para b, respectivamente.
Entao, lim (u,, + v,) = a +b.

Prova. Seja § > 0. Se u,, — a, existe uma ordem p; tal que, para n > py, temos a —% < U, < a+ g. Se v, — b,
existe uma ordem ps tal que, para n > po, temos b — g <vp < b+ g. Seja p > max {p1,p2}. Entdo, para n > p,
temos a—% < Uy < a—i—%/\b—% <V < b—l—%. Entao, para n > p, temos a—g—&—b—% < Uy + v, < a—l—g—&-b—I—%,
ou seja, a +b— 9 < u, +v, <a+b+ 4. Entdo, lim (u, +v,) =a+b=1limu, + limv,. =
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Proposigao 14 Seja a € R e (un), oy uma sucessio que tende para a. Entdo, lim (—u,) = —a.

Prova. Seja 6 > 0. Se u,, — a, existe uma ordem p tal que, para n > p, temos a — § < u,, < a+ J. Entao,
para n > p, temos —a + d > —u, > —a — ¢. Entdo, para n > p, temos —a — 6 < —u, < —a + 6. Entao,
lim (—u,) = —a = —limu,. =

Proposigao 15 Sejam a,b € R e (un), oy € (vn) duas sucessoes que tendem para a e para b, respectivamente.
Entao, lim (u, —v,) = a —b.

neN

Prova. Se v, — b, entdo —v,, — —b. Mas, u,, — a, pelo que u, + (—v,) tende para a + (—b) = a — b. E, como
Up + (—Up) = Up — vy, temos que lim (u, —v,) =a—>b. m

Proposigao 16 Seja a € R e (un), oy uma sucessio que tende para a. Entdo, u, — a tende para zero.

Prova. Suponhamos que w, — a. Seja v, = a,Yn € N. Entdo, limv, = a, pelo que lim (u, —a) =
lim (u, — v,) =limu, —limv, =a—a=0. &

Definicao 17 Seja (un), oy wma sucessio de mimeros reais. A sucessio (un),cy € limitada se existirem dois
numeros reais m e M, tais que m < u,, < M, para todo o nimero natural.

Proposigcao 18 Toda a sucessdo limitada e mondtona é convergente.

Prova. A demonstracao desta proposicao depende do seguinte axioma: Todo o subconjunto de R, majorado e
nao vazio, tem supremo. M

Proposigcao 19 O produto dum infinitésimo por uma sucessao limitada é um infinitésimo.c

Prova. Seja (uy),, oy uma sucessao limitada. Entdo, existe um nimero positivo M, tal que |u,| < M, para todo
o nidmero natural n. Suponhamos que v,, — 0. Entéo, para qualquer nimero real positivo §, existe um nimero
natural p, tal que para qualquer n > p, temos |v,| < %. Entéo, para n > p, temos |u,| < M e |v,] < %, donde
vem [, X Up| = |up| X o] < M x £ = 6.

Logo, lim (u, x v,) = 0, pelo que u, X v, é um infinitésimo. m
Definicao 20 Sejam a € R e v > 0. Bola aberta de centro a e raio r é o conjunto B, (a) definido por B, (a) =
la—ra+r[={zeR: |z—a|] <r}.

Proposicao 21 Sejama,b € Rt e (Un)pen € (Un)pen duas sucessoes que tendem para a e para b, respectivamente.
Entao, lim (u,, X v,) = ab.

Prova. Seja § > 0. Queremos determinar ¢ > 0, de modo que, para |u, —a| < € A |v, — b| < &, tenhamos
|unvn, — abl < 4.

Note-se, que em vez de termos usado ¢, na condi¢ao anterior, podiamos ter usado €1 e €1, mas sé teriamos
mais trabalho. Como limwu, = a, para qualquer ¢ > 0, existe uma ordem p;, tal que, para n > p;, temos
a—e<u, <a-+eée.

E, como lim u,, = a, para qualquer € > 0, existe uma ordem ps, tal que, para n > po, temos b—e < v, < b+e¢.

Seja p > max {p1,p2}. Entéo, paran > p, temos a —e < u, <a+eAb—c<v, <b+e.

Se escolhermos €, de modo que e < aAe <b, temos 0 <a—e<u, <a+eAN0<b—ec<wv, <b+e.

Entao,

= 0<(a—¢)(b—¢) <upv, <(a+e)(b+e)

O<a—e<u,<a+e¢
O<b—e<v,<b+e

= 0<ab—(a+be+e® <uyv, <ab+ (a+b)e+e?
= ab—(a+b)e—e*<u,v, <ab+ (a+b)e+e

E, agora, vamos escolher ¢, de modo que (a + b) € + &2 < 4, isto é, de modo que €2 + (a +b)e — & < 0.
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Ora, para § > 0, a equacio €2 + (a + b) ¢ — § = 0 tem duas rafzes reais de sinais contrarios:

—(a+b) £ +/(a+b)+ 45

E24(a+b)e—6=0 < = 5

Entéo, de (a +b)e +¢? < §, vem

—(a+b)—/atb) +4 —(a+b)+/(a+b)’+45
9 <e< B)

Mas, devemos ter 0 < & < min {a, b}, pelo que

—(a+b)+1/(a+b)*+46
2

0<e<min{a,b} A0<e<

Entao,
Vo >0,IpeN,VneNn>p = ab— 9 < upv, <ab+9

Entéo, lim (u,v,) = ab. &
Proposigao 22 Toda a sucessdo de nimeros reais que seja convergente é limitada.

Prova. Seja (u),y uma sucessao que tende para a. Entdo, existe uma ordem p, tal que todos os termos de
ordem superior a p pertecem ao intervalo Ja — 1,a + 1[. Seja X = {uq,ug,...,up,a —1,a+ 1}. Como X & finito,
X tem minimo e méximo. Seja m = min X e M = max X. Entdo, m < u, < M,Vn € N, pelo que (uy),, oy € uma
sucessao limitada. m

Proposigao 23 Sejam a,b € R e (un), oy € (Vn),cn duas sucessoes que tendem para a e para b, respectivamente.
Entao, lim (u, X v,) = ab.

Prova. Jé vimos que a afirmagao anterior ¢ verdadeira para a e b positivos. Se a = 0, entdo (u, X vy,), cy ¢ umM
infinitésimo, porque (uy ),y € um infinitésimo e (”n)neN é uma sucessao limitada. Analogamente, se b = 0.

Suponhamos que a > 0 A b < 0. Entao, lim (—v,) = =b > 0.

Entao, como vimos, lim (u,, X (—v,)) = a(=b) = —ab. Logo, lim (—u,, x v,) = —ab, pelo que lim (u,, X v,) =
ab.

Analogamente, se a < 0A b > 0.

Se a <0Ab<O0, temos que lim ((—uy) (—v,)) = (—a) x (—b) = ab.

Entao, lim ((uy,) (v,)) = lim ((—uy,) (—v,)) = ab. &

Proposicao 24 Seja a € RT ¢ seja (Un), ey uma sucessio que tende para a. Entdo, lim UL = %

< 0.

Prova. Seja § > 0. Queremos determinar € > 0, de modo que, para |u, — a| < €, seja ui — %
Seja € > 0, tal que € < a. Como limu,, = a, existe uma ordem p, tal que para n > p, temos 0 < a — e < u, <
a—+e.
Entao, para n > p, temos a—ie > U%L > a+r6
Logo, para n > p, temos
1 1 1

a-+¢ Uy, a—¢€
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Determinemos e, demodoques<a/\%—5§a—is<ais_%—&—(5:
1 1 1 1 1 1 1 1
- —60< < <-4+ <= -—--0< A <-4+
a a—+¢€ a—¢€ a a a+e a—¢ a
— a+6—a(a+5)5§a/\a—521+5
= ez—azé—azsé§O/\—52—a—i—L
1+ad
= 5(17a5)§a25/\5§a71_fa6
25_
= 5(1—a6)§a26/\5§w
1+ad
a?s a%s
= 1—ad) <a’6Ahe< = <
2 @) <a E_l—&—aé 6_1—1—(1(5

Logo qualquer que seja o nimero positivo d, existe uma ordem p, tal que, para todo o n > p, temos % —6<

1 1 s 11
E<5+6' Logo,hmu—n——. [

a

Proposigao 25 Seja a <0 e seja (un),cy wma sucessao que tende para a. Entdo, lim ui = %

1

Prova. Seja v, = —u,,Vn € N. Entao, limv,, = —a > 0 e, pela proposi¢ao anterior, temos lim (vn

Entao, lim ( ! ) = —1 donde se conclui que lim-- = 1. m
.

—Uu

Proposigao 26 Sejam a,b € R, com b # 0 e (un),cy € (Vn)

respectivamente. Entdo, lim t= = .
n

neN

1

- -2
vn—(J,X _b'.

S

Prova. Ora, lim £* = lim (un X UL) = limu,, X lim

Exercicio 27 Calcule o limite de cada uma das sequintes sucessoes:

1. u, = %

2 un = Ftinh

3.y, = il

1wy =

R

6. up =vVn+2+n

7. up =+vn+2— vn

8 Up,=Vn2+n+2—vn2—n+1

9. u, =vVn2+an+b—/n2+cn+d, com a,b, c,d nimeros reais convenientes.

10. u, = Van2 +bn+c— \/(m2 4+ dn+ f, com b, c,d, f nimeros reais convenientes e a > 0.

11. up = Yn3+5n+1— In3+5n+2

__ 3"45"

_ 324"

duas sucessoes que tendem para a e para b,
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Resolugao

on+l _ 1 242 240
Snis = lim 3+2 310

9 i 2n243ntl _ qiy, 2tttz o2vot0 o2
: 3n2+dnt+2 3+Z+% 34040 3
comisngn g (24 E4) o (2424 5) | (boo)x(24040) _
3. lim "2n+7g = lim nr s lim g = 750 = 400
A4 Tim 3204 _ pig n*(3+2+4) —im nf(3+2+5) I 3+ T _ 3 _3
Vnitl Vi (1+2r) n?y /142 \/1 1
5. % = n}rs X sinn
ni, ¢ um infinitésimo e —1 < sinn < 1,Vn € N. Entao, lim & +, =0.
6. lim (vVn+2+ /n) = V/+oo + v+ + (+00) = 400
H / — 1 (V"+ \/_)(Vn+ +\/E) : n+2 n 2 _ 2

| = 1im(\/n2—|—n+2—\/n2—n+1)

(VR?+n+2—vn2—n+1) (VR?+n+2+vVn2—n+1)
Vi24+n+2+vVn2—n+1

= lim

. n4+n+2—-n2+n-1 . 2n+1
= lim = lim
V(L +2) + 2 (1-1 + %) 1424+ % 4n /1141
2+— 2

\/1+ +Z 4+ 1-14 IR

9. Comecamos por referir que a, b, ¢, d devem ser tais que a expressao v/n2 + an +b — v/n2 + cn + d esteja

definida para todo o nidmero natural n, de acordo com a defini¢ao apresentada no inicio do Capitulo.

Uy = \/n2+an+b—\/n2—|—cn+d
(\/n2+an+b—\/n2+cn—|—d)(\/n2+an—|—b+\/n2+cn—|—d)
V2 +an+b+vn2+en+d
n2+an+b—n?—cn—d
\/nQ(l—l—%—i-%)—&- n? (14 <+ 4)

(a—c)n+b—d a—c+ 24

\/1+ + 2+n\/1+§+n% \/1+%+%+\/1+%+7%

Logo,

lim(\/n2+an+b7\/n2+cn+d) = ;L;i:a;c
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10. Sejam u,, = vVan? +bn + c e v, = \/an? +dn + f. Entao,

(\/an2+bn+c—\/an2+dn—|—f) (\/an2+bn+c+ \/an2—|—dn+f)

\/cm2+bn+c+\/an2+dn+f
an’+bn+c—an®—dn—f

n2(a’+7_bl+n2 \/n2 CL+ +n2)

b—dyn+c—f b—d+ <L
+

+n\/a+ + \/a+%+n—%+\/a+%+%

b—d a—c

Vatva  2a

11. Comecemos por observar que z* — y® = (z — y) (2 + zy + y?). Entao,

nyja+ o

Logo,

lim (\/an2+bn+cf\/an2+dn+f>

23 — 43

T—Y=—"
YTyt

Utilizando a propriedade anterior, temos:

md+5n+1— Ynd+5n+2

Uy =
_ (\3/n3+5n+1)37(\3/n3+5n+2)3
(V¥ on+ 1) + In¥ T on+ 1/n T ont 2+ (Vnd+on+2)°
_ n®+5n+1—-n3—5n—2
= 2 2
(nif1+ 5 +%) a1+ S +dny1+ 5+ 5+ (014 5+ 3)
-1
= 2 2
n2(3 1+n—52+$) +n?{ 1+%+#§/1+n—52+%+n2(3 1+%+%)
Logo, llm(\/n3+5n+1—\/n3+5n+2) 0020
grgsn g 5M(EmA1) g (3)"H1 _
12. lim D = lim ) lim O —1
. gmign 1 gnign 9" (148) .. 1+(3)" 140
13. lim $g = lim grbge = lim o (15 g—") lim H(é)n =15=1

1.2 Progressoes aritméticas

Definicao 28 Progressio aritmética, de razao r, é uma sucessao (u,) em que cada termo é igual & soma do
termo anterior com .

Entao, upy1 = uy + 1.
Por aplicagao sucessiva da propriedade anterior, temos:
u; = uq + Or, Uy = U+ T, uz = uyi + 2r, ug = ug + 3r
Entao,
Up =u; +(n—1)r

Da igualdade anterior resulta
Up =up + (n—k)r
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Exemplo 29 Detenrmine o termo geral da sucessao em que o terceiro termo é 19 e o décimo termo é 40.

Resolugao
upg=u3+7m = 40=194+Tr = Tr=21 = r=3
Entéo, u, =us+ (n—3)3=19+3n—-9=3n—10

Exemplo 30 Determine a soma dos primeiros cinquenta termos da progressdo aritmética cujo termo geral é
u, = 3n + 10.

Resolugao
Seja Spo = u1 4+ ug + -+ 4 Uag + Uso = Us0 + Uag + -+ + U2 +uy
Entao,

28550 = (u1 + uso) + (ug 4 ugg) + - - - 4 (uag + u2) + (uso + u1)
Mas, todas as cinquenta parcelas sao iguais, pelo que vem:

u1 + Uso

SS() = 9

x 50 = (13 4 160) x 25 = 173 x 25 = 4325

No caso geral, temos, para a soma dos primeiros termos duma progressao aritmética:

n

Uy + Up
E Uy = ——— XN
2
k=1

Exemplo 31 Determine a soma dos primeiros cem nimeros inteiros positivos.

Resolucao
100

141
E k= +200><100:101><50:5050
k=1

Exemplo 32 Determine a soma dos n primeiros nimeros inteiros positivos.

Resolugao

zn:u _1+nxn_n2+n
KT T2
k=1

Exemplo 33 Suponhamos que temos os nimeros naturais de 1 a 100000, escritos ao lado uns dos outros e que
colocamos o sinal de adi¢io (+), entre todos os algarismos. Determine a soma obtida.

Resolugao
Suponhamos, para ndo complicar o raciocinio, que queriamos "somar os algarismos"dos nimeros de 1 a 99.
Podemos comecar por considerar que comegamos por zero em vez de 1 e que, em vez de 0,1,2,---,9 escrevemos

00,01,02,---,09. Assim, obtemos a seguinte lista (incompleta):
00,01,02,03,---,09,10,11,12,13,--- ,19,--- ,90,91,92, - -- , 99

Nesta lista, cada algarismo aparece dez vezes escrito em primeiro lugar e outras dez vezes escrito em segundo
lugar.

Entao, a soma de todos eles € (0+1+2+---+8+9) x 10 x 2, ou seja, 0—;9 x 10 x 10 x 2 = 900.

Imaginemos, agora, a lista dos nimeros de 00000 até 99999. Cada algarismo aparece 10000 vezes em primeiro
lugar, 10000 vezes em segundo lugar, etc..

Entao, "a soma de todos os algarismos"dos nimeros de 00000 até 99999 é

0+14+2+---4+8+9)x 10000 x 5 =45 x 50000 = 2250000

Como a soma pretendida inclui ainda os algarismos do nimero 100000, o qual contribui com uma unidade
para a soma, temos que o valor procurado é de 2250001.



10 CAPITULO 1. SUCESSOES DE NUMEROS REAIS

1.3 Progressoes geométricas

Definicao 34 Progressio geométrica, de razao r, é uma sucessio (up,) em que cada termo é igual ao produto do
termo anterior por r.

Entao, upy1 = uy X 1.
Por aplicagao sucessiva da propriedade anterior, temos:

Uy = Uy X T, Uz = Uy X 12, Ug = Uy X713, ..
Entao,
Up = uy X "1
Da igualdade anterior, caso r # 0 A w1 # 0, resulta que
n—k

Up = U X T

Suponhamos que pretendemos calcular a soma dos primeiros n termos duma progressao geométrica de razao
r diferente de 1.
n

Seja Sy, :Zuk =ur+ustug+-+Up_1+ Un.
k=1
Entao:

rSn = (urtuztuz+-FupgFu,) X7
= WM XTHUXTHUIXTF+ -+ Uy XT+ U, XT =Ugs+ U3+ UL+ -+ Up + Upt1

Das igualdades anteriores, vem

Sp=1Sy = urtugtuzt- U1+ Uy, — U U~ UL~ — Uy — Upl
= U] —Upp1 =up —up X" =uy (1 —1r")

Logo, S, (1 —7) =uq (1 —7™).
Entao,
1—7rn

n
Sn = E Up = U] X ————
1—r

k=1

Problema 35 Maria e a apanha das macgas

Durante 8 dias, a Maria apanha macas duma macieira existente junto & sua casa, obedecendo, sempre, a
mesma regra: em cada dia apanha metade das macgas existentes na macieira e, ainda, mais meia mag¢a. Quantas
mag¢as havia na macieira, sabendo que, ao fim desses 8 dias, se esgotaram as mag¢as. Fvidentemente que estamos
a constderar que mais ninguém apanhou magas, que ndao nascem magads entretanto, que nao cai nenhuma maga
ao chao...

Resolugao

1. Numeros bons e niimeros maus

Suponhamos que, num dado dia, hd quatro macgas na macieira. Entao, a Maria tem de apanhar duas macas
e meia, ficando uma maga e meia na macieira. Esta hipdtese mostra-nos que os nimeros pares sao "maus", nao
servindo para solucao do problema.

Quanto aos mimeros impares, serdo todos "bons"?

Os ntimeros 1 e 3 sdo "bons", mas 5 &€ "mau", porque se houver 5 magés, a Maria tem de apanhar 3 magas,
deixando 2 macas e ja sabemos que 2 é "mau".

Qual serd a sequéncia dos nimeros "bons"?

Como, em cada dia, Maria apanha pouco mais de metade das macas, no dia anterior deve haver pouco mais
do dobro das magas (serd o dobro mais uma?).

Sequéncia dos nimeros "bons": 1,3,7,15,31,63,127,255,511,...

Resposta: 255 magas
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2. Se hoje hd y magas, quantas magas havia ontem?

Suponhamos que hoje hd y macas e que ontem havia z. Entao, z — 5 — % =y, equagao esta que é equivalente
ar=2y+1.

Dia |8 |7|6| 5 | 4| 3 2 1
Y 3|1 7 (15|31 63 | 127
z [ 1|3 |7 |15]31 ] 63| 127 | 255

—_

3. Quantas macas apanhou a Maria em cada dia?

Sejam x, y, z, o nimero de magas existentes no inicio de trés dias consecutivos. Entdo, z =2y+1ey = 22+1,
pelo que z = 4z + 3. Entao, no primeiro desses trés dias havia 4z + 3 macas, enquanto que ficaram para o dia
seguinte 2z 4+ 1 magas. Logo, a Maria apanhou 2z + 2 macas nesse dia. E no dia seguinte apanhou z + 1 magas.
Logo, em cada dia, a Maria apanha o dobro das magas que apanhara no dia seguinte.

Como no iltimo dia, a Maria apanha uma maga, temos que o nimero total de magas apanhadas é

Sg=1+2+44+84+16+ 32+ 64 + 128

Entao, 255 =2+ 4+ 8 + 16 + 32 + 64 + 128 4 256.
Subtraindo membro a membro as duas igualdades, obtemos Sg = 256 — 1 = 255.

4. Bem no cimo da macieira, havia uma maga escondida...

Suponhamos que a Maria, ao contar as macas nao se apercebeu duma maga escondida. Entao, para nds que
sabemos que hd uma maga a mais, a Maria apanha, em cada dia, metade das macas e, no fim, ainda hd uma
magca. Entao, partindo do fim, temos que o nimero de magas existente na macieira, no inicio de cada dia, é
2,4,8,16, 32,64, 128, 256.

Logo, inicialmente, tifnhamos 255 macas, porque nao havia maga escondida...

5. As magas e as sucessoes

Seja n, o dia a contar do fim, isto é, 1 representa o tltimo dia, 2 o penultimo,...

Seja x, o nimero de magas existentes no dia n, antes da apanha, e y, o nimero de macas que ficam na
macieira, depois da apanha.

Entao, xn+1 = 2yn+1 + 1 € 2, = yp. Repare-se que o nimero de magas que ficam num dia, depois da apanha,
¢é o nimero de macas que a Maria encontra no dia seguinte.

Entao, x,4+1 = 2z, + 1, partindo-se do valor inicial 1 = 1.

Logo, xo = 3,23 = 7,24 = 15,25 = 31,26 = 63,27 = 127, x5 = 255

6. Sucessoes que "ainda'"nao sao progressoes geométricas

Vamos considerar uma sucessao definida por recorréncia do seguinte modo:

X1 =2¢C
Tpy1 = aTy +b,Vn €N

E claro, que a equagao anterior s6 nos interessa, quando a # 0, a # 1 e b # 0.
Vejamos que podemos obter uma progressao geométrica de razao a, somando a x, uma constante apropriada

(B):
Seja zp, = 8+ xn,Vn € N. Entéao,

Zn+1:B+xn+1:B+axn+b

De z, = 8+ x,, vem az, = af+ax,, pelo que, para obtermos uma progressao geométrica de razao a, devemos
ter 2,41 = azn.
Entao, 8 + ax, + b = af + ax,, donde se conclui que 3+ b = af.
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Entdo, 8 (a — 1) = b, pelo que f = —2=. Entdo, 21 = f + 1 = aTb1 + ¢. Logo,

a—.1"
b
Zn =2 X a" = ( + c) a1
a—.1
Entao,
tp=2p—f=|——+c|a"t———,¥neN
—.1 -1

No exemplo das magas, tinhamos a = 2,b=1,c = 1.
Entao,

2-1
Logo, xg = 2% — 1 = 255.

1 1
17n—<—+1>2”1ﬁ,VnGN—QXQ”I1,Vn€N_2”1,Vn€N

7. As magas e a calculadora

Comecemos por digitar, numa calculadora grifica o nimero 1, carregando-se a seguir na tecla ENTER (ou
EXE).

Depois, escrevemos 2 X Ans+1. Carregando sucessivamente na Tecla ENTER, obtemos:

1,3,7,15,31,63,127, 255,511, 1023, 2047,4095, . ..

Fix| Fgr |F3x]| Fir | FE Fir Fix] F&r |F3=| Far | FE Far
Tools|A13cbralCale|0ther|Fraral0|Clean Ur Tod15|A13sbralCale|0kher|Frami0)Clean Uk

o als Tl | =R o Ibsa. F1 Falal
w71, 41 I, mEES. + 1 127, 2 PndE. 41 40935,
mT.I. 41 7. 2127+ 1 255. "2-4095, +1 2191,
-] 15. mZ.Fe5. +1 511, 22191, +1 16383,
w715, +1 31, w2511, +1 1023, " 216383, + 1 JZTET.
.71 o+ 1 £ 2047, ES535.
Zans(la+] si 1] A
MAIN FAD AFFEOX FUMC [ MAIN FAD AFFEOX FUMC 12730 MAIM FAD AFFROYN FUMNC 17730

Podemos, ainda construir uma tabela:

g, [5.24e5 Z4.  [l.e&er 55, |S.zres

0. 35, 0.
ol =1048575, ol i =22554431, alo=107ar41522.
HalW FAD AFFROM FUMC HalW FAD AFFROM FUMC Hald EAD AFFREON FUMC

Repare-se no nimero de magas, se em vez de 8 dias, tivéssemos 30 dias.

8. As magas e a base dois

Esta resolucao destina-se, apenas, a quem conhece a base 2 (que é a base em que, internamente, trabalham
os Computadores e as Calculadoras):
T = 1
Tpt1 =22, +1,VneN
Entao, z1 = 1,22 = 11(9), 23 = 111(3), ...
$1:10(2)—1:2—1
Logo, § 2 =100 —1=2%—1
r3 = 1000(2) —-1= 23 -1
Entdo, z,, = 2" — 1, pelo que zg = 28 — 1 = 255.

Consideremos a sucessao {
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Problema 36 O Xadrez e os graos de trigo

E bem conhecida a lenda do zadrez e dos grios de trigo: O inventor do jogo pediu wm grio pela primeira casa
do tabuleiro, dois graos pela seqgunda e assim sucessivamente, duplicando o nimero de graos por cada nova caso
do tabuleiro. Sabendo que héd 64 casas, no tabuleiro, quantos graos de trigo pediu o inventor do xadrez?

Resolucao
Embora nao parega, este problema resolve-se da mesma maneira que o problema das macas:

Sea=1+2+224234... 42624963
2864 =2+22 423 4 24... 4 263 4 964

Entao, Ses = 264 — 1 = 18446 744073 709 551 615.

1844674407 379551615

O nimero anterior é extremamente elevado.
Para ter uma ideia da quantidade de trigo envolvida, resolvi contar graos de arroz, porque o arroz estd mais

disponivel do que o trigo, tendo verificado que 4000 grios de arroz pesaram 78g. Entdo, o peso de 264 — 1 graos
64 _

de arroz seré de x 78 x 1073 kg, ou seja, 3,597 115094 x 10! toneladas. Este arroz corresponde a mais de

55 toneladas por habitante (humano) do planeta Terra, o que significa 5 camides com pouco mais de 11 toneladas
de arroz, cada um. Para obter os resultados anteriores, utilizei o valor de 6,450 x 10° para a populacao mundial
(valor estimado em Junho de 2005).

Entdo, seriam necessérios 3,270 104 631 x 10'° camides para transportar o arroz. Imaginando que cada camiao
tem 10 metros de comprimento, terfamos uma fila com mais de 3,270104631 x 10! m, isto é, com cerca de
3,27 x 10® quilémetros de comprimento.

3,27 x 108

40000
cerca de 8175 voltas. Admitindo que cada camido tem 2,5m de largura, seria necessdria uma estrada, seguindo

o equador, com mais de 20 quilémetros de largura! Estamos a supor que os camides estao parados e encostados
uns aos outros.

Numa segunda oportunidade, pesei 673 grios de trigo, tendo obtido o valor de 28 g. Entdo, o peso de 264 — 1
graos de trigo serd

Como o equador da Terra mede cerca de 40000 quilémetros, teriamos voltas & Terra, ou seja,

264

673

Obtém-se, entdo, 7,674 722646 x 10'! toneladas de trigo.

Procedendo-se da mesma maneira que no caso dos graos de arroz, obtemos uma estrada, a volta do equador,
com cerca de 43605m de largura. Esta estrada permitia que se disputasse a prova da maratona (em attletismo)
em linha recta e tranversalmente, isto é, quem quisesse a travessar a estrada, teria de percorrer uma distancia
superior aquela que é percorrida por atletas profissionais em mais de duas horas.

Imaginemos uma prova da maratona disputada numa passadeira para peoes existente numa estrada situada
algures proximo do Equador.

X 28 g A~ T,674722646 x 10*7 g ~ 7,674 722646 x 10 kg

Problema 37 O Quebra-cabecas das Torres de Handi
Suponhamos que temos trés hastes metdlicas, numa das quais estao colocados n discos numerados de 1 até n.
Pretendemos mudar todos os discos para uma (qualquer) das outras duas hastes, respeitando as sequintes regras:
1) Apenas podemos usar as trés hastes referidas.
2*) Quando retiramos um disco duma haste, temos de colocd-lo noutra haste.
3*) Nao podemos colocar um disco por cima de outro cujo nimero seja inferior.
Qual o numero minimo de movimentos, para mudar todos os discos duma haste para outra?

Resolugao

Se tivermos um sé disco, basta 1 movimento.

Se tivermos 2 discos, movemos o disco superior para uma das hastes, depois movemos o segundo disco para a
terceira haste e, por fim, o primeiro disco para a terceira haste. Sdo necessdrios 3 movimentos.
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Se tivermos 3 discos, esquecemos o disco inferior, considerando 2 discos. Para mover esses 2 discos, sao
necessdrios 3 movimentos. A seguir, movemos o ultimo disco para a haste vazia (1 movimento) e, depois, movemos
os dois discos para a haste que ficou com o dltimo disco (3 movimentos). O nimero minimo de movimentos, para
mover 3 discos, é 7.

Suponhamos que, para mover n discos sao necessarios x,, movimentos. Entao, para mover n + 1 discos sao
necessérios x, + 1 + x, movimentos, ou seja, 2z, + 1 movimentos, obtendo-se a sucessao 1,3,7,15,31,..., que é
a sucessao do problema das magas.

Logo, x,, = 2™ — 1. Observe-se que, nesta sucessao, T,11 = 2z, + 1.

Este problema pode ser resolvido por criangas do primeiro ciclo do Ensino Bésico, utilizando 4 ou 5 discos de
diametros diferentes ou recipientes que caibam uns dentro dos outros. Essa experiéncia ja foi realizada hé cerca
de quinze anos por uma professora que, nessa altura, era minha aluna de 12° Ano.

Problema 38 Da Terra ¢ Lua numa folha de papel A

Se dobrarmos uma folha de papel, a espessura da folha dobrada passa para o dobro. Suponha que a espessura
duma folha de papel é 0,1mm. Qual o nimero minimo de dobragens que devem ser feitas para que se obtenha
uma espessura superior & distancia da Terra a Lua?

Resolugao
A distancia da Terra a Lua é de, aproximadamente, 384400 km.

Consideremos a progressao geométrica de razio 2 e primeiro termo =t

O termo geral desta progressao é

10°
T, = %. Calculemos alguns termos da progressao:
Tog = % mm ~ 52m
T30 = % mm ~ 54 km
T40 = % mm =~ 54976 km
45 = 22 mm ~ 1759219 km

24 = 22 mm ~ 3518437 km

247 = 22 mm ~ 7036 874 km

Logo, ao fim de 47 dobragens, ultrapassamos a distancia da Terra & Lua.

Convém chamar a ateng@o para resultados inesperados que resultam do crescimento muito rédpido de algumas
sucessoes e para alguns jogos (proibidos em Portugal) que prometem o enriquecimento rapido dos seus partici-
pantes, desde que arranjem 3 "vitimas"para entrar no jogo.

O problema estd em que, mesmo se todos os habitantes (humanos) da Terra participassem no jogo, rapidamente
chegarfamos & saturagao.

Repare-se que neste tipo de jogos (jogos de soma zero), para alguém ganhar, alguém tem de perder. Note-se
que nos jogos em referéncia, a soma ¢é, mesmo, inferior a zero, porque a entidade organizadora do jogo faz-se
pagar por aqueles que entram no jogo.

Exemplo 39 Uma sucessao por recorréncia, jé nossa conhecida...

1 =a
Tpt1 =bzy +c,Vne N’
definida por y,, = 411 — n, Vn € N, é uma progressao geométrica de razao b.
Resolugao
Yntl = Tny2 — Tpi1 = (bTpy1 +¢) — (bzy +¢) = bpy1 — by = b (Tpy1 — ) = byn
Logo, a sucessao (y,) € uma progressao geométrica de razao b.
Vejamos um exemplo concreto:

Consideremos a sucessao definida por { com b # 0Ab# 1. Entao, a sucessao (yn)

.’E1=5
Tpi1 =23, +1,¥n €N
EntaoaylzxZ_xIZ%X5+1—5:—%

Logo,
n—1 n
2 2 2
n = —= — = — — s N
y 3 X (3) (3) Vn €

Mas, Yn = Tnt1 — Ty = %szrl —x,=1— %:En,Vn € N.
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Entao, %xn =1 — 1y, donde vem x,, = 3 — 3y,.
Logo,

2 n
Tpn=3+3 X <§> ,Vn € N
Exemplo 40 Uma sucessio de quadrados
Consideremos a figura seguinte, a qual é constituida por um quadrado central cujo lado se toma para unidade.
Em cada vértice do quadrado inicial, construiu-se quatro quadrados de lado metade do lado do anterior. A
partir daqui, em todos os quadrados do passo anterior e em cada um dos trés vértices que nao pertencem a esses

quadrados, construimos um quadrado com metade do lado dos quadrados desse passo (anterior). E o processo
continua...

g o o
=
L

A A R

:&i-,c.

3 i
o I e I
T e e e o e o T e

S
o
T e T e B 0

L
A
o

o

8

Seja Ag a drea do quadrado inicial (de lado 1). Entao, Ag = 1.

Seja A; a drea dos quatro quadrados seguintes (de lado %) Entao, A; =4 x %

Seja Ay a drea dos quadrados seguintes (de lado %) Entao, A, =4 x 3 x 1—16 =

Seja Aj a drea dos quadrados seguintes (de lado §). Entdo, A3 =4 x 32 x & = .

Ao passarmos dum passo para o seguinte (com excepcao do primeiro para o segundo) o nimero de quadrados
triplica e a drea de cada um deles pasa para um quarto da drea de cada quadrado do passo anterior. Entao,
estamos em presenca duma progressao geométrica de razao %, excluindo-se o primeiro termo. Logo, 49 = 1 e

A=1x(3)""=(3)" " sen>1.

1.

oo ||

n
Seja S, a soma das dreas de todos os quadrados construidos até ao passo n, isto &, S, = > Ag.
k=0

_(2)" n
Entéo,SozleSn:1+1x11—(“§)—:5f4x(%) ,sen > 1.
4
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Logo, lim S, =lim (5 —4 x (3)") =5.

Vejamos, agora, os perimetros dos quadrados, em vez das suas dreas.

Seja Py o perimetro do quadrado inicial (de lado 1). Entao, Py = 4.

Seja P; o perimetro dos quatro quadrados seguintes (de lado %) Entao, Py =4 x 4 x % = 8.

Seja P, o perfmetro dos quadrados seguintes (de lado 1). Entdo, P, = 4 x 3 x 4 x % =12.

Seja P3 o perfmetro dos quadrados seguintes (de lado %) Entdo, P =4 x 3% x 4 x % = 18.

Ao passarmos dum passo para o seguinte (com excepgao do primeiro para o segundo) o nimero de quadrados
triplica e o perimetro de cada um deles pasa para metade do perimetro de cada quadrado do passo anterior.
Entdo, estamos em presenca duma progressao geométrica de razao 2, excluindo-se o primeiro termo.

2
Entao, Py =4 e P, =8 X (%)nil, sen > 1.

n
Seja Y, a soma dos perimetros de todos os quadrados construidos até ao passo n, isto ¢, Y,, = > Pj.
k=0

g 717 n

Entao, Yo =4eY, =4+8x (22)—711:16>< (%) —12,sen>1.
2

Entéo, limY;, = lim (16 x (2)" — 12) = +cc.

Observagao 41 Convém chamar a aten¢do para um facto muito importante: serd que os quadrados (abertos)
sao todos disjuntos?

Exemplo 42 Qutra sucessdo de quadrados

Consideremos a seguinte figura em que o quadrado maior tem lado 1 e cada um dos quadrados seguintes tem
metade do lado do quadrado anterior:

g

Sejam Ag, Ai,...,An,... as dreas dos quadrados de lados 1, %, cee, %, ..., respectivamente.

Neste caso, temos Ag = 1 e cada quadrado tem um quarto da drea do quadrado anterior.
Entao, A, = (i)n ,Vn € Npy.
A soma das dreas dos quadrados é dada por

Assim, por exemplo, So = Ag=1e S = Ay + A1 = %.
Sejam Py, Py, ..., P,,... os perimetros dos quadrados de lados 1, %, ceey 2%, ..., respectivamente.
Entao, P, =4 x (%)n ,Vn € Ny e Y,,, a sucessao das somas dos perimetros, é dada por

1 _ (l)n+1 1 n+1 1 n—2
Y, =4x ——2L —g_8x (= =8—(3 Vn e N
et x(2> (2> Vi€ Ny
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Entdo, lim S,, = lim (% — % X (i)nH) = % e limY,, = lim (8 — (%)n—2) =8.

Exemplo 43 Ainda uma sucessdo de quadrados

g )

Suponhamos que o lado do quadrado maior é 1 e que os sucessivos quadrados (da mesma cor) tém um lado
que é metade do lado do(s) quadrado(s) do passo anterior. Seja Ajf, a drea do quadrado inicial, A} a drea dos dois
quadrados seguintes e assim sucessivamente.

Entao, A) =1 e cada quadrado seguinte tem um quarto da drea do quadrado anterior.

Entao, A}, =2 x (i)n ,Vn € N.

Note-se que ndo se trata duma progressdo geométrica, porque A} = 1 # +A{, embora A}, = 1A/ | Vn e N.

A soma das dreas dos quadrados é dada por

1
S, = E A’_A’+§ Ak_1+—>< (41)
I—3

1 4 1 " 5 2 /1\"

Assim, por exemplo, S| = % - % xi=2¢ SQ r — % (%)2 = 1—83. E claro que Sj) = 1.

Outra maneira consiste em verificar que SO = =1 e que paran > 1, temos

8 8 " 5 2 1\"
S;l_25"1_§§><(1> 1_§§X(Z> ,VHEN

A igualdade anterior resulta de ter passado a haver o dobro dos quadrados do exemplo anterior, com excepcao
do quadrado inicial (de lado 1) que continua a ser unico.

~ -1
Quanto a sucesséo dos perimetros, temos P; =4 e P, =4 X (%)n ,VneNeY,

(L) _
A sucessdo das somas dos perfmetros, é dada por Y, =4+ 4 x 11% =12 — (%)n s ,Vn € N.

w N
~——
I
—_
[\

Entao, lim S/, = lim (§ — § X (%)n) = % elimY, =lim (12 — (%)n_

Os limites anteriores podiam ser calculados da seguinte maneira:

lim S/, = 21im S,, —1—2><%— _%
hmY’—2hmY —4=2x8—-4=12
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Exemplo 44 Mais uma sucessao de quadrados

L

m

i

De modo andlogo aos anteriores, temos Aj =1 e A =

Entao,
H" 4 4 <1>"

S ZA”_A” ZA _1+—

7 4
g—g(z) ,Vn € N

E claro que S§ =1 e lim S} = I.
Por outro lado, temos Py =4 e P}/ =8 x (%)nfl Vn e N.

Y a sucessao das somas dos perimetros, é dada por

no
) 1 n—1

N[

Y/ =448 (

l\3|H

Entao, lim S/ = % e limY,” = 20.
Note-se que os limites anteriores podem ser calculados do seguinte modo

limS) =4lim S, —3x1=4x3—-3x1=1
limY)) =4limY, —3x4=4x8—12=20
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Exemplo 45 Uma sucessdo de circulos

Consideremos um quadrado de lado 1 e uma recta que contém uma diagonal do mesmo.
Comegamos por desenhar uma circunferéncia tangente aos lados do quadrado.

Depois, com centro num dos vértices do quadrado inicial, desenhamos uma nova circunferéncia tangente a
anterior e com raio menor.

Depois, voltamos a construir um quadrado com os lados tangentes & nova circunferéncia e paralelos aos lados
do quadrado inicial.

E o processo continua indefinidamente, como na figura.

Como se relacionam os sucessivos raios?

Seja R, o raio de uma circunferéncia. Entao, o lado do quadrado envolvente é 2R,,, enquanto que a diagonal
6 2R, V/2.

Entao, o raio da circunferéncia seguinte é R,V2 — R, ou seja, R, (\/§ - 1).

Entdo, Rn41 = R, (V2 —1),VYn € Ny.

Mas, Ry = ﬁg, pelo que R,, = @ (\/5— 1)n,Vn € Np.

2 n n
Entéao, A, =« (@) (\/§ — 1)2 =3 (3 - 2\/5) , pelo que as dreas dos circulos definem uma progressao
geométrica de razao 3 — 2/2.

Seja Sp, = > Ak, ¥n € Ny. Entao,

k=0
¢ 1 (3-2v2)"" T 1-(3-2v2)""
T v T 2T e
x (V21 (1-(3-2v)"")
T2 2(vV2-1) (V2+1)
) gx<ﬂ+1)(12(32ﬁ)n+1),vneNo

(v2+1) (1-G-29")r (14 v3)

2x2 4

Entao, lim S,, = lim
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Calculemos a soma dos didmetros:

n \/5 n k 17(17\/§)n+1
2I;)Rk - 2x7k_0(\/§—1) —V2x1x oy
_ 1-(1-v2)"" 2+v2) Ve n+1
= V2x 22 = 5 x(l(lﬁ) >

(1+\/§) x (1— (1—x/§)n+1>

O limite da sucessdo anterior é 1+ /2.

Quanto a P,, o comprimento de cada circunferéncia, temos
2 n n
Pn:27r§ (\/5—1) :m@(x/ﬁ—l) Wn e N

Logo,

Sr = Seva(vio1) =nEy (Vi)

k=0 k=0

AT (1) (1 (1-v9))

n
Entao, lim ) P, = (1 + \/5), o que estd de acordo com o facto que o comprimento duma circunferéncia é
k=0
o produto de 7 pelo didmetro.
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Observagao 46 A exemplo do que fizemos para o caso dos quadrados, convém chamar a aten¢do para um facto
muito importante: serd que os circulos (abertos) sao todos disjuntos?

Exemplo 47 A sucessio ¢ de Euler

A sucessao de Euler ¢ uma sucessdo importantissima em Teoria dos Nimeros e pode ser definida do seguinte
modo: ¢ (n) é o nimero de elementos do conjunto {1,2,...,n} que sdo primos com n.

Recordamos que dois niimeros inteiros sdo primos entre si (ou coprimos) se 0 maximo divisor comum entre os
dois nimeros é 1.

A sucessao anterior é mais conhecida por fungdo ¢ de Euler e tem uma propriedade importante: se dois
nimeros naturais m e n sdo primos entre si, entdo ¢ (m x n) = ¢ (M) x @ (n).

Além da propriedade anterior temos que, ¢ (p) =p—1e ¢ (p*) = p*~ ! (p — 1), com a um niimero natural e p
um nimero primo. Entao:

0 (5) =4 (25) =¢(5%) =5x4=20

©B5)=p(Tx5)=p(T)xp((B)=6x4=24

Exemplo 48 A sucessio u, = (1+ )"

Consideremos a sucessao de termo geral u,, = (1 + %)n Calculemos alguns termos desta sucessao, através do
desenvolvimentoldo binémio: )
up=(14+1) =141,  w=(1+3)"=1+2x1Ixi+3=1+1+1
3
ug=(1+3)" =1+3x1x3+3x1Ixg+5=1+1+1+5
4
up= (143 =1+4xT+6x L +dx G+ =1+1+3+&+ L
Vamos dar uma pequena ideia da demonstracao da convergéncia desta sucessao.
Observando os desenvolvimentos anteriores, temos que:
1°) O numero de parcelas aumenta uma unidade de termo para termo.
2°) Todas as parcelas séo positivas
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3°) Em todos os termos, as duas primeiras parcelas sdo iguais a 1.

4°) A terceira parcela aparece no segundo termo e seguintes e aumenta de um termo para outro, mantendo-se
inferior a § (3 <3 <3 <. <3).

5°) A quarta parcela aparece no terceiro termo e seguintes e aumenta de um termo para outro, mantendo-se
inferior a (5= < 15 < -+ < 7).

6°) As restantes parcelas comportam-se de modo anglogo, sendo inferiores a sucessivas poténcias de %

7°) Deste modo, a sucessdo ¢é estritamente crescente e é majorada pela "soma'"das poténcias de % Como
14+l l4. <1, temos que (14 1)" < 3.

8°) Como toda a sucessao limitada e mondtona é convergente, temos que esta sucessao é convergente, tendo-se
que limu,, < 3. O limite desta sucessao representa-se por e e é conhecido por constante de Neper. O seu valor é,
aproximadamente, 2, 71828182846.

wel 2.71928182846

A constante de Neper é um dos nimeros mais importantes da Histéria da Matematica. Trata-se dum nimero
irracional ndo algébrico. Como exemplo de nimero irracional algébrico, temos v/2, mimero este que é uma raiz
ou zero do polinémio de coeficientes inteiros £ — 2. O nidmero e nao é zero de nenhum polinémio de coeficientes
inteiros.

H4 outra sucessao interessante cujo limite é a constante de Neper:

1111 1
m=gtg gttt

~ . . . L, . ~ n
A sucessdo anterior tende para e, de modo muito mais rdpido que a sucessio u,, = (1 + %) .
Repare-se no décimo termo de cada uma das sucessoes e na boa aproximacao de vig:

1 >10 3 <1 1 >1O 25937424601

= (1+— — ) == 1259374246
1o ( 10 10 10000000000
1 9864101
T ~ 2718281801
<!~ 3628800 , 71828180

Curiosamente, o mimero e — 1 é, duma certa maneira, mais interessante que o nimero e.
O nimero e — 1 é o limite da sucessao

11 1
Wa =ttt

Com uma Calculadora, podemos desenvolver o niimero e em fracgdo continua (se ndo sabe o que ¢ uma fracgao
continua, passe adiante).
A sequéncia obtida, para e, é a seguinte:

2,1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1,1,10,1,1,12, ...
E a sequéncia, para e — 1, é:

1,1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1,1,10,1,1,12, ...
E claro que esta segunda sequéncia é mais interessante qua a anterior.

Registe-se que a regularidade da sequéncia se mantém, aparecendo duas vezes o nimero 1, seguindo-se um
nimero par que vai aumentando duas unidades, pelo que, na lista anterior, se seguem os nimeros 1,1,14,1,1, 16, ...

Proposigao 49 A sucessao de termo geral u, = (1 + )n é convergente.
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Demonstragao

E claro que u; = 2. Para n > 2, temos

n

o (1+%)n i()n’f Zkv |Xnk—§n("1)k'!'>'<(:kk+1)
g;(—xlx<1—%>x<1_%>x.ux<1_k;1>>

Seja Ty = & x1x (1—-2)x (1—-2)(1—-2) x---x (1—%£2L) para 2 <k < n. E claro que estamos a supor
Ty=T, =1.

Consideremos, agora, u,41. Entao,

L n +1 1 sy (n+1)!

k=0 n+1) :kO x (n+1—k)!x (n+1)"
“(n+Dnn-1---(n+2—-k

_ ! );i ) )
k=0

l'x (n+ 1)
- 1 2 E—1
Z(—xlx(l—)x(l >><~~~><<1 >)
— n+1 n+1 n+1
Seja T}, = & x 1 x (1—7#1) X (1—%“) X - (1——) para 2 < k < n. E claro que estamos a supor
=T = 1.

Entdo, Ti=To=1eT] =T, = 1. A partir daqui, temos T}, < Tk, porque T} e T} tém o mesmo nimero de

factores (pOblthOb) e, com excepcao de = #i» todos os factores de T}, sdo maiores que os correspondentes factores
de Tk.

Entao, para 2 < k < n, temos up41 > u,. Logo, a sucessao (un)neN ¢é estritamente crescente.

Mas, Tp = 2050 < Loy = nln2 =) L o1y = ninzleebnckdl) o1 o L

3n3 k!xnk
Observe-se que para k > 2, temos k! > 2+F—1, Esta afirmacao pode ser demonstrada (facilmente) por indugao.
Entao, u, <1+1+ % + % +---<1+42,¥n € N. Entdo, a sucessao (uy), oy ¢ limitada.

Mas, toda a sucessdo limitada e mondétona é convergente, pelo que a sucessio (u,) nen € convergente, tendo-se
1 <limu, <3.

Exemplo 50 A sucessdo u, = sinn

Consideremos a sucessao definida por u,, = sinn, com n € Ny.
ug =sin0 =20

u; =sinl ~ 0,8414709848

us = sin2 = 0,909 297 426 8

uz = sin3 = 0,141 120008 1

uy = sin4 =~ —0, 756 802 495 3

Entao,

A sucessao (sinn)nENO é uma sucessao limitada, porque —1 < sinn < 1,Vn € Np. Serd uma sucessao
convergente? E que tipo de conjunto formam os seus termos?
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As

Consideremos, numa circunferéncia de centro na origem dum referencial ortonormado e raio 1, os pontos A,
de coordenadas (cosn,sinn), com n € Ny, como na figura anterior. E fécil de provar que, para n # m, temos que
A, e A,, sdo pontos distintos:

Se A, e A,,, com n # m, fossem o mesmo ponto, entdo n = m + 2k, para certo k € Z, o que é impossivel,
pois s6 pode verificar-se n — m = 2kw, paran =m Ak = 0.

Na figura, o ponto A; mais préximo de Ay é Ag, o qual pertence ao 4° quadrante; este ponto Ag, quando
marcado, forma com um dos pontos anteriores uma corda (e um arco) de comprimento minimo. Refira-se que
esse tal ponto anterior é sempre Ag e que o outro ponto pode estar no 4° ou no 1° quadrante. Por exemplo, A13
fica no 1° quadrante e poderd ou ndo estar mais préoximo de Ag do que Ag. Registe-se que a distancia entre Ag e
Ap é a mesma que entre A; e Ay, etc..

n, "o n, "o

&
&

As As

Depois de marcarmos A1z, vemos que, afinal, era ébvio que o ponto Ag continuaria a ser aquele que fica mais
préximo de outro de outro dos pontos ja marcados, pois os pontos Aj, A7 e A3 vao "recuando". Parece que Aqg
passard a ser o ponto que estard mais préximo de outro (que continuard a ser Ag).

E claro que a distancia entre Ag e A9 € a mesma que entre A; e Ay, etc..

E o processo continua até obtermos um ponto mais préximo de Ag do que A1g. E assim por diante...

Como temos infinitos pontos A,, sobre a circunferéncia e todos distintos, a distancia entre Ay e os sucessivos
pontos que ficam mais préximo de Ag tende para zero. Logo, em quaquer vizinhanga de Ag, hé infinitos pontos
Ak, k € N. E 0 mesmo acontece com quaquer outro ponto. Por outro lado, dado um ponto da circunferéncia,
entdo, em qualquer vizinhanga desse ponto hd um ponto Ay, k € N (na verdade, hd infinitos). Repare-se que a
partir do "momento"em que temos um ponto muito préximo de Ay, podemos marcar a partir de qualquer ponto
Ay, j4 marcado, sucessivos pontos a essa distdncia. Por exemplo, partindo de Ag, temos sucessivamente, Ag,
Asg, As7, Aze, Ags, Ar14, etc..
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A propriedade anterior significa que o conjunto X = {4, :j € Ny} é um conjunto denso na circunferéncia,
que a sucessao (sinn), .y, ¢ divergente e que o conjunto dos sublimites da sucessio (sinn), oy, ¢ [-1,1].

Assim, haverd uma subsucessao da sucessdao dada que tende para —1, por exemplo. O facto de haver uma tal
subsucessao nao significa que seja facil ou possivel defini-la duma forma explicita.

4+ u?

. . . . . 1

Exemplo 51 (A "minha"sucessio) Considere a sucessio definida por Unry = ——=FL com ug = 1 e
n

uy; = 5. Quais sGo os primeiros dez termos da sucessdo?

E claro que ug = 1 e u; = 5. Quanto aos termos seguintes, vem:

uz=4:—0“%=4+152=29, u3=4:1“3=4+5292=169
A+ud  4+1692 4+ 28561 A+ul 4+ 9852
" Py i 4 +2§7412: 4 +2 32 9597)891857 N Z+ u1269 o
= — 5 = o o5 = 33461, uy = u—56 = 195025
2 2
M 1 B
o= ;% - +195 025 - 195025 = 6625109

O interessante é que todos os termos que foram obtidos sdo nimeros naturais. F impoe-se a pergunta "Serd
que todos os termos da sucessdo sao nimeros naturais?"E, a ser verdadeira, como provar essa afirmagao?

Esta sucessio estd estudada no Capitulo intitulado "Equagoes de Pell-Fermat", pelo que, neste Capitulo, nao
adiantamos mais pormenores.

Exercicio 52 Suponha que, na figura sequinte, os dois circulos maiores tém raios de 4cm e 2cm. Considere a
sucessao das dreas dos circulos sugeridos pela figura.

1. Mostre que esssa sucessao é uma progressao geométrica.

2. Determine a "soma"de todas essas dreas.

Resolugao
Como cada circulo é tangente ao anterior e é tangente as duas rectas a preto, a razao de semelhanca entre

dois circulos consecutivos (do maior para o menor) é % Esta afirmacdo pode parecer 6bvia, mas serd melhor
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justificd-la. A homotetia de centro no ponto de intersec¢do das trés rectas desenhadas e de razao % transforma
o circulo de raio 4 cm no circulo de raio 2 cm, circulos estes que sdo tangentes. A mesma homotetia transforma
estes dois circulos noutros dois que tém de ser tangentes entre si. Tais circulos sdo o0 2° e 0 3° (da direita para a
esquerda).

Logo, a drea de cada circulo é um quarto da drea do circulo anterior. Logo, A; = 167 cm?, pelo que A, =

167 x 1 cm?, ou seja, A, = —2:75 cm?. Entdo,
u 1—(H" 4 1\"
4 2 2
S, = kE:1Ak:167T>< 1_% cm:16ﬂx§<1—<z>>cm

()

Entao, lim S,, = 63—471' cm?.

1.4 Progressoes aritmético-geométricas

Exemplo 53 Consideremos a sequinte soma, em que (a")neNo é uma progressao aritmética de razdo r:

ag +a1x + a2x2 + a3x3 + a4x4 + a5x5 + a5x6 + a7:107 + 0,8.738

Como obter uma expressao simples para a soma anterior?

Resolucao
Seja Sg = ag + a1x + asx? + asz® + asx* + asz® + agx® + arx” + agz®.
Multiplicando ambos os membros da igualdade anterior por x, obtemos

xS9 = apx + a1$2 + a2x3 + a3x4 + a4ac5 + a5x6 + a5x7 + a7a?8 + agxg

Entao,

=4
Sg— xSy = ag+ (a1 —ag)z+ (ag — ar) z® 4+ rad +ra* + rad 4+ rab +ra” + ra® 4 aga®
= a0+rx+rx2+rw3+r:x4+rx5+r:p6+rm7+rx8—agxg
8

1—2

= a07a8x9+7":c><

Entdo, Sy (1 — 2) = ag + agz® + rz x 1;’?:, donde vem

9 8
ag — agx 1—2z

Sy = WISy 12T
11—z (1—2x)

Exercicio 54 Obtenha a formula que dd a soma dos termos consecutivos duma progressao aritmético-geométrica.

Resolucao
n—1
Seja S, = ap + a1x + -+ an_12" L = 3 apzh, em que (an),en, € Uma progressao aritmética de razao r.
k=0
Entao,
n—1
xS, = apr +a1x? + -+ ap_12" = g apzF !
k=0
Logo,
S, — xS, = (ao +az+---+ an,lx”_l) — (aox +az® 4+ an,lx")

-1

= ag+ (a1 —ag)z+ (ag —ay) 24+ (ap—1— Qp_2) " " —ap_12"

= ao+re+re? 4+ +ra"t—a, 2"
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Entao,
(1-2)S, = ap—ap_12" +re+re® 4 - Fra"!
= ag— ap_12" +rT X I_T:l
Logo,
n—1
S, ( ) ao 1‘3’7,71x _'_rxxll—_a:x)2

Na férmula anterior x é uma varidvel, mas pode ser interpretado como um nimero real diferente de 1.

Se tivermos —1 < 2 < 1, o limite de S, (z) serd 1= +rz x (1_11)2-

Assim, para x = % e a, =2n+ 3, vem

. 9 3 9 1 9
10

Observagao
Se —1 <z < 1, entdo lim,—, 1o (nz") = 0. Entdo, se (an), oy, ¢ uma progressao aritmética e —1 <z < 1,
temos
ag — Ap—1T" ag ag

li = —0=
n—1>I-&r-loo 1—=z 1—=x 1—=x

Logo, nas condigoes anteriores, temos

— n 1— n—1
lim S,(z) = lim 207 Bn1® e x LQ
n—-+oo 11—z (1-2x)
ao ao ra
= +rx X = +
1—ux (1-z)? 1-z (1-2)?
ag(l—x)+rz  ag—(ap—1)x
(1—2)* (1—2)*
Se representarmos ag — 7 por a_i, temos
apg — a_1x
lim S, (z) =
Jim $n () = =

Note-se que para z = 0, podemos ter um problema com a parcela 0z°, razdo pela qual poderfamos impor

x #0.

Exemplo 55 Calcular Xn: ((7 — 4k) x (%)k)
k=0

Resolugao

Snt1 = i ((7—4/<:) X <g>k> . gsnﬂ _ i ((7—4k) ) <%)k+1>

k=0 k=0

Logo,
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3 n n 3 k+1
Sni1 = ZSns1 = <(7 4k) ) > (7—4k) (5) )
k=0 =0
§
5

Entdo, 28,41 ="7—4 i (%)k —(7T—4n) x (g)nH, donde vem

k=1
- 3_2576>< 1_%@)" *2(77471) X <g)nﬂ
(2

+ 9+6n 3 '
2 5
Observagao

Aplicando a férmula anteriormente apresentada, temos

_ ao—anx”H — "
Spt1 = ﬁ—f—r:{cx(l_gc)2
w8 1)
o _3 5 3)2
5 1-2)
TS (3 12 1o (3)

= T (3) 2 (-(5))
) 3_;_;(7_4n)x<§)n_15x(1_(§>”>

_ %_2(7_4n)x<g>n—15+15<§>"

= g+(6n+§) (g)n

Exemplo 56 Calcular Xn: ((7 —3k) x (%)k)

k=2

29
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Resolugao

z (W_gk) } (g)’“) _

CAPITULO 1. SUCESSOES DE NUMEROS REAIS

5 2\" ! 4 6 25 2\"?
Sxl1-(7—3n)(2 S22 (1 (2
3 ( ( ”)(5> ) 25X5X9X< <5) )
4 2\ 4 6 25 6 25 /2\"
— —_ ]_— —_ — _— — —_— — —_ —
15X< 7 3")<5) ) 25X5X9+5X9<5>

4 4 2\"' 8 10 /2\"
- 5 Erm() 53)
_ A s\ e 2\ 10 (2"
B 15 15 \5 5 3 \5

I Y CARN CAS
15 3\5 5

Exemplo 57 Consideremos a sequinte soma, em que (an)neN é uma progressao aritmética de razao r:

aox?’ + a1:r4 + CLQZES + a3x6 + a4:r7 + a5z8 + a5x9 + a7:r10 + a8$11

Como obter uma expressao simples para a soma anterior?

Resolugao

Seja Sg = agz® + ar12* + asx® + a3z’ + asx” + asz® + azx® + arz'® + agzl.
Multiplicando ambos os membros da igualdade anterior por x, obtemos

Entao,

Sg — $Sg

xSy = a0x4 + a1x5 + CL2$6 + a3x7 + a4x8 + a5:109 + a;,xw + a7x11 + asgx

12

.
aox® 4 (a1 — ag) x* + (ag — ay) 2° + a8 +ra” +ra® +ra® 4 ra’® 4 rat +age

(ao +rx+ rao? + ro’ + rat + ra’ + rab + ra’ + re® — agacg) >

1—28 23
1—x

(ao - 0,8.739 +rx X

12

Exemplo 58 Consideremos a sequinte soma, em que (an)neNo é uma progressao aritmética de razaor e m € Ny:

apx™ + a1z + agr™ T + o 4 ap™t
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Resolugao

n
Seja Sni1 = apz™ + a1z™ T + agr™ 4o 4 apa™t = 3 apa™ .

k=0
Entao,
xS7l+1 — a0$m+1 + allxm+2 4 a2xm+3 L. da m+n+1 § ak xm+k+1
Logo,
Snt1 —xSp11 = agx™ + a ™t o a ™ — g™t — ag™ T — o — g™t
n n n+1
— E akxm+k o § m+k+1 § ag .’Em+k + E akx § ap_ 1mm+k
k=0 k=0 k=1
n n+1
= qoz™ + E apz™tE — E ap_1z™E — E ap_1z" Tk
k=1 k=1 k=n+1
n
= aox™ — apz™T T 4 E (ap — ak—1) gtk
k=1
— CLQLBm —a, m+n+1 =+ § m+k
1 _ xn
_ aoxm —a xm—l—n—l—l + Txm—l—l %
- n
1—=z
Entao,
_ agz™ — a,zmntl mal . L—a”
Spt1 = E apx™ +rx X 3

n+1

Fazendo m = 0, obtemos S, 1 = *==2— + rx X (11:2)'2.

— (expressdo obtida antes).

~ — Qo _n
Entdo, S, = 0=an=12" 4 .0 —1(1:0)2

11—z

Exemplo 59 Calculemos Y (5 — 4k) (%)k
k=3

Resolugao

Aplicando a férmula anterior, temos

Logo,

31
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189 3\" 3\" 81 81 /3\" [/4\°
= ‘1—6‘15@ izn 1) _Z+Z<Z) X<§)
3

- 4

i(S_%) G)k _Zi@_‘“ﬂ) G)k i(5—4k) G)k —i(s—zuf) G)k“

k=3 k=3 k=3 k=3
n k n+1 k
= ;(5—4@ G) —;(5—4@—1)) (%)

Ora, 35 (5—4k) (3)F —23 32 (5—4k) (3)" =1 3= (5— 4k) (2)", pelo que
k=3 k=3 k=

w

iSo-w() - e-w@) Lo () -Eo-w()
_ (%)12(5—4@ (%)k—éw—zxk) G)k—kgl(g—m G)k
- 7 (%>3+é(54k9+4k) (%)k (9—4(n+1)) (%)”Jq
SRR OREICN

Logo,

i(g)_%(%)k B _28<%>3_16X<§)4Xl(_i3—4(5—4n><z)nﬂ

1
27 81 64 (3 3\"
189 324 81 64 "

"6 16 T 173

1 n
L <3> +12n<

16 4

Exemplo 60 Calculemos Y (5k —4) (%)k
k=3
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Resolugao
n 4 k n—2 4 k+2 n—2 k+2 16 n—2 4 k
(bk—4)( = = BGEk+2)—4) (= = (5k+6) | = =— (5k+6) | =
xon) = L G =xeeols) —vgea()
16 (6-(5(n—2)+6)(2)"" 1— (4"
- 5( _% 3 +5X§X (1_3%)2
Logo,

Il
‘w
[SUAIN)
=~
+
[N
o
3
VR
[SCRITEN
S~
3
|
\]
D
VR
[SCNIFSN
N~~~
3

n
. . . k - ~ . ~
Exemplo 61 Vejamos como obter a férmula que dd > k? (%) , embora esta sucessao nao seja uma progressao

k=0
aritmético-geométrica:
Resolugao
Suponhamos que > k? (%)k =A+ (Bn®*+Cn+ D) (%)n Entao,
k=0
0
0=k (2)"=4+D
k=0
1
P= X K@E) =4+3(B+C+D)
2
%:kEOkQ (2)*=A+44B+2C+D)
3
=K (3) = A+ £ 08430+ D)
Logo,
D=-A D=-A
A+§(B+C—A):§ — 3A+2B+2C —2A=2
A+§(4B+QC—A):% 9A+16B +8C —4A =22
A+ (9B+3C—-A) =3 27A+ 72B + 24C — 8A = 138
D=-A
A+2B+2C =2
7 | 54+416B+8C =22
19A 4+ 72B +24C =138
D=-A
A=-2B-2C+2
—
—10B —10C' 4+ 10+ 16B + 8C = 22
—38B — 38C + 38+ 72B + 24C = 138

Logo,
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D=-A D=-A D =-30
A=-2B-2C+2 A=-2B-2C+2 A=30

6B —2C =12 C=3B-6 C=-12
34B — 14C = 100 34B — 428 + 84 = 100 B=-2

Eatio, Y- k2 (3)" =30+ (~20* — 120 - 30) (3)".
k=0

n
Exemplo 62 Vejamos como obter a férmula que dé > k3 (%)k, de modo andlogo ao exemplo anterior:

k=0
Resolugao
Suponhamos que > k3 (%)k =
k=0
0 vk
k=0
2 L 3 2\k
=X k(3 =
k
38
R
10y s (2) 4y 8
5 = 2 (3) =A+ 7
4
-5 0
Logo,
E=-A

3A+2B+2C+2D+2E =2
9A+32B +16C + 8D +4FE = 38
27TA+216B + 72C + 24D + 8E = 330

81A + 10248 + 256C + 64D + 16E = 2014
E=-A

A=2-2B-2C—-2D

10 = 10B — 10C' — 10D + 328 + 16C + 8D = 38

38 —38B — 38C' — 38D + 2168 + 72C + 24D = 330
130 — 1308 — 130C — 130D + 1024B + 256C' + 64D
E=-A E=-A
A=2-2B-2C-2D
22B+6C — 2D = 28

A=2-2B-2C-2D
D=11B+3C —-14
24B —8C =96
1688 — 72C' = 960

C=3B-12
7B —-9B 4+ 36 =40

178B + 34C — 14D = 292 178B + 34C —
894B + 126C — 66D = 1884 894B + 126C —
E=-A E=-A

A=2-2B-2C -
D=11B+3C - 14

A+ (Bn3 +Cn?+Dn+ E) (%)n Entao,

E=-A

3A+2B+2C+2D -2A=2
9A+32B +16C +8D —4A =38
27TA+216B + 72C + 24D — 8A = 330
81A +1024B + 256C + 64D — 16A = 2014

= 2014

A=2-2B-2C-2D
D=11B+3C—-14

1548 — 42C' + 196 = 292
7268 — 198C + 924 = 1884

E=-222
2D A =222
D =-90
C=-18
B=-2

Logo, S° k% (2)" =222+ (—20n% — 18n? — 90n — 222) (2)" ,Vn € N
k=0



Capitulo 2

Teoremas de Rolle, Lagrange e Cauchy

Proposicao 63 (Principio do encaize) Sejam (un),cn € (Un),en duas sucessoes de nimeros reais tais que
(Un), ey € crescente (em sentido lato), (vn), ey € decrescente (em sentido lato), lim (u, —v,) =0 e uy < vy, para
todo o nimero natural n. Consideremos os intervalos da forma I, = [un,vy]. Entao,

1. I, O I,H_l,Vn eN
2. As duas sucessoes (Un),cy € (Un),cy 1M 0 mesmo limite, digamos c.

3. O limite anterior (c) é o tnico nimero real que pertence a todos os intervalos I, com n € N, isto é,
NI, ={c}.
neN " { }

Proposic¢ao 64 (Teorema de Bolzano-Weierstrass) Todo o subconjunto de R, limitado e infinito, admite,
pelo menos, um ponto de acumulagao em R.

Proposic¢ao 65 (Teorema de Weierstrass) Sejam a,b € R, com a < b e I = [a,b]. Seja f uma fun¢dio
continua em [a,b]. Entdo, f admite mdzimo e minimo nesse intervalo.

Observagao
A afirmac@o anterior, embora comum, é perigosa: nao significa que o méximo e o minimo pertencem ao
intervalo I, mas que em I = [a, b] existe um ponto de méximo (maximizante) e um ponto de minimo (minimizante).

Proposigao 66 (Teorema de Weierstrass, versao alternativa) Sejam a,b € R, coma < b el =[a,b]. Seja f
uma fungdo continua em [a,b]. Entdo, a restrigao de f ao intervalo I = [a,b] admite mdzimo e minimo.

Proposigao 67 (Teorema de Bolzano) Sejam a,b € R, com a <b eI =[a,b]l. Seja f uma fungio continua
em [a,b]. Entdo, a fungdo f assume todos os valores reais entre f (a) e f(b).

Observagao
A afirmagao anterior, ndo significa que a fungao nao possa tomar valores que nado estejam entre f (a) e f (b).

Coroldrio 68 Sejam a,b € R, coma <b el =[a,b]. Seja f uma fungdao continua em [a,b], tal que f (a)x f (b) <
0. Entao, no intervalo |a,b, a fun¢do f admite, pelo menos, um zero.

Observagao
O coroldrio anterior e o principio do encaixe estdo na origem do conhecido método da bissecgao (para encontrar
um zero de certas fungdes, como, por exemplo, a fungdo f (r) = 2% — 3, definida em [1, 2]).

Exemplo 69 Determine com duas casas decimais exactas o valor dey/3, usando o método da bissec¢io.
Resolugao
Comecemos por notar que v/3 ¢ o (tinico) zero da funcio f (z) = 22 — 3, no intervalo ]0, +oo].

Além disso, temos que f (1) = =2 e f(2) =1, pelo que f (1) x f(2) = =2 < 0. E, por fim, f é uma fungao
continua em [1,2].

35
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ﬁ ou seja, % Ora, f (%) = % —-3= —%, pelo que f (%) x f(2)=

Seja I; = [1,2]. O ponto médio de I; é
—3x1<0.

Entéo, seja I, = [2,2]. Voltemos a aplicar o coroldrio anterior, calculando o ponto médio de [3,2] e a sua
imagem por f:

7 3

2+2
Como, f (27) = f(%) = ‘1*2 3= 16, temos que f (%) (Z) =—-3X i. < 0.
Entao, % <V3< Z, Seja Is = [%7 %] Ora, g +7 1 73 pelo que o ponto médio de [%, %] é %.
Ora, f(ljs?’) = % -3 = —% < 0. Logo, f(é’) ( ) = X % < 0. Logo, f admite um zero em

I—[S,ﬂ ou seja, 12 <\/—<—
gy . 2

O ponto médio de I4 é 16, tendo-se que f (27) = (%) -3= —ﬁ < 0. Logo, f( ) X f (%) <0

Entao, fazemos I5 = [%, 4} tendo-se 2L < /3 3 < 4. E o processo continua, tendo-se que os comprimentos
dos sucessivos intervalos vao passando para metade Neste caso, o processo termina, quando descobrirmos duas
casas decimais exactas.

0 ponto médio de 15 ¢ 32, tendo-se que f (38) = (32) —3=—15 <0. Entdo, f (82) x f (%) <o.

Logo, 32 <3 3 <4 z Como, =1 75 e 22 =1,71875, temos que V3 = 1,7--

Entao, Is = [53, %] eo ponto medlo de IG é 16141, tendo se que f (111) = (16141)2 3= % > 0.

_ -

/\ l\')|l\3

Entao f(g;) (111) *m X m < 0. LOgO7 32 < \/_< 111
111 221
64
Ora, f(
UL Ora, 221 — =1,7265625 e == 111 = 1,734 375.
Ora, f (2_52) = (3 56)1 = 6?236 ef (16141) = 40967 pelo que f (3?2) x f (%)
Logo, v3=1,73--

Ora, 3 E 71875 e ﬁ = 1,734 375, pelo que ainda nao termmamos.
Seja I7 = [g— 111 C;IJO ponto médio ¢ {53
21 _ _ 311 111 _ 2 1
) = (3 )111*3 = —o3s1 © [ (%61) = q096- pelo que f (Hg) = [ (FF) <0.
Entdo, 22L < /3 ol s 158 o
Seja IS [1 55 6—] ;:ujo ponto medlo & 52
3
443 443 111

Entao, 5z2 < V3 < —4. a, 55 = 1,73046875 e =1,734375.

Este processo é razoavelmente lento, havendo outros mais rdapidos (por exemplo, o método das tangentes de
Newton, em determinadas situagoes).

Proposigao 70 Sejam a e b dois nimeros reais com a < b e seja f uma fun¢ao derivdavel em |a,b| e suponhamos
que [ admite um mdzimo no ponto x = ¢, com a < ¢ < b. Entdo, f' (c) =0.

Demonstracao

Se a fungdo f admite um méximo no ponto = = ¢, com a < ¢ < b, temos que f (z) < f (¢),Vz € ]a, b].

Ora, f}(c) = lim+ fl@) = /() <0e fl(c)= lim flw) = f() > 0. Entao, como tem de ser f} (c) = f. (d),
T—cC r —cC

T—c~ Tr —cC
concluimos que f}(c) = fl(d) = f'(¢) =0

Proposicao 71 Sejam a e b dois nimeros reais com a < b e seja [ uma fungao derivavel em ]a,b] e suponhamos
que f admite um minimo no ponto x = ¢, com a < ¢ < b. Entao, f'(c) =0.

Demonstragao
Se a fungao f admite um minimo no ponto z = ¢, com a < ¢ < b, temos que f (z) > f (¢),Vz € ]a, b|.

Ora, f)(c) = hm w >0e fl(c)= lim fl@) = /() < 0. Ent&o, como tem de ser f/, (c) = f. (d),

T—c™ r—cC
concluimos que fd( ) fld)y=f"(c) =

Proposicao 72 (Teorema de Rolle) Sejam a e b dois nimeros reais com a < b e seja f uma fun¢do continua
em [a,b], derivdvel em la,b| e tal que f (a) = f(b). Entdo, existe um nimero real ¢ pertencente a |a,b[ tal que

£ (c) =0.

Demonstracao

Comecemos por referir que, pelo Teorema de Weierstrass, f admite méaximo e minimo.

Se f é constante em [a, b], entdo f’ (c) = 0, qualquer que seja ¢ pertencente a ]a, b|.

Se f ndo é constante em [a, b], entdo verifica-se, pelo menos, uma das duas hipéteses seguintes: o maximo de
f & maior que f (a) ou o minimo de f é menor que f (a).
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Se o maximo de f é maior que f (a), entdo o maximo é imagem dum ponto ¢ pertencente a |a, b[. Logo, pela
pentiltima proposigao, temos que f’ (c) = 0.

Se 0 minimo de f é menor que f (a), entdo o minimo é imagem dum ponto ¢ pertencente a |a, b[. Logo, pela
proposigao anterior, temos que f’ (¢) = 0.

Em qualquer dos casos, existe um nimero real ¢ pertencente a ]a, b[ tal que f’ (c) = 0.

Interpretagao geométrica

Se f satisfaz as condigbes do Teorema de Rolle em [a, b], existe um ponto ¢ pertencente a ]a, b tal que a recta
tangente ao gréfico de f nesse ponto é horizontal.

Coroldrio 73 Sejam a e b dois nimeros reais com a < b e seja f uma fun¢do continua em [a,b], derivivel em
la,b[ e com dois zeros em [a,b]. Entdo, entre esses dois zeros, existe um nimero real ¢, tal que f'(¢) = 0.

Demonstragao
Consequéncia imediata do Teorema de Rolle.

Coroldrio 74 Sejam a e b dois nimeros reais com a < b e seja f uma fungdo continua em [a,b], derivivel em
la,b[. Se x1 e xo forem zeros consecutivos de f’ (x), entdo entre x1 € xo hd, no mdzimo, um zero da fungdo.

Demonstragao
Se houvesse dois zeros da funcdo, existiria entre eles um novo zero da derivada, pelo que os dois zeros da
derivada nao eram consecutivos. Logo, hd, no méximo, um zero da funcao.

Proposicao 75 (Teorema de Lagrange) Sejam a e b dois nimeros reais com a < b e seja f uma funcao
continua em [a,b] e derivdvel em |a,b[. FEntdo, existe um numero real ¢ pertencente a la,b[ tal que f'(c) =

[ ()= (@)

b—a
Demonstragao
Seja ¢ (x) = Wm — f(z). E claro que ¢ é continua em [a, b] e derivavel em ]a, b].
Calculemos ¢ (a) e ¢ (b):
o = IO, ) 0o @b @ tei(a)_af()-H @
oty = LOZI@, ) 0@ WG Tl l) o 0)-b
Entao, ¢ (a) = ¢ (b). Logo, pelo Teorema de Rolle, existe ¢ pertencente a |a, b tal que ¢’ (¢) = 0.
Mas, ¢’ (z) = S) = f(a) (bl)) :i(a) — f'(z), pelo que 0 = ¢’ (¢) = S) = fa) (bl)) : (J: (@) _ 1 (o).
Entao, existe ¢ pertencente a ]a, b] tal que f'(c) = w.

Interpretagao geométrica
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Se f satisfaz as condi¢oes do Teorema de Lagrange em [a, b], existe um ponto ¢ pertencente a |a, b[ tal que a
recta tangente ao grafico de f nesse ponto é paralela a corda definida pelos pontos A = (a, f (a)) e B = (b, f (b)).

Observagao

Sejam I um intervalo de R, limitado e fechado e f uma funcao continua em I e derivdvel no interior de I.
Seja a € I um ponto que se fixou. Entdo, para qualquer « € I \ {a}, temos que

f(x) — f(a)

!
= , com entre a e x
=€), com &,

A igualdade anterior é equivalente a
f@) = f(a)=(z—a)f'(§), com§, entreaex
Substituindo = — a por h, vem
fla+h)—f(a)=hf (&), com &, entre 0 e h
As igualdades anteriores podem ser escritas do seguinte modo:

J @)~ (@)= (@~ a) f' (at 0uh), com 0 < &, < 1
fla+h)—f(a)=hf (a+6p),com0<0, <1

A colocagao dos indices x e h em &, e 6;, deve-se ao facto de £, e 0;, dependerem de x e h, respectivamente.

Coroldrio 76 Sejam a e b dois nimeros reais com a < b e seja f uma fungdo continua em [a,b], derivdvel em
la,b[ e tal que f' (x) =0, para qualquer x pertencente a la,b[. Entdo, f é constante em [a,b].

Demonstracao
Se f nao fosse constante em [a, ], existiam z1,x2 € [a,b], tais que 1 < z3 e f (z1) # f (z2).
Como f & uma fungdo continua em [z1,23] C [a,b] e derivavel em |z1,x2], existiria ¢ € ]z1,x2], tal que
/ f(x2) — [ (21)
[ (e) = T # 0.
Mas, f’ () = 0, para qualquer x pertencente a |a, b], pelo que é absurdo supor que f néo é constante em [a, b].
Logo, f ¢ uma fungdo constante em [a, b].

Coroldrio 77 Sejam a e b dois nimeros reais com a < b e seja f uma fungdo continua em |a,b], derivdvel em
la,b[ e tal que f' (x) > 0, para qualquer x pertencente a la,b[. Entdo, f é estritamente crescente em |a, b].

Demonstracao

Sejam x1,x2 € [a,b] e suponhamos, com vista a um absurdo, que existem dois nimeros reais z; e xo tais que
x1 < x2 e f(x1) > f(x2). Ora, f é uma funcfo continua em [z1,x2] C [a,b] e derivavel em |z1,x2[, pelo que
f(w2) = f @)

To — X1
que z1 < z2 € f(x1) > f(z2). Entdo, se z1 < x2, temos que [ (z1) < [ (z2).

Logo, f ¢ estritamente crescente em [a, b].

existiria ¢ € |z1, z2], tal que f'(¢) = < 0, obtendo-se uma contradi¢ao. Logo, é absurdo supor
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Coroldrio 78 Sejam a e b dois nimeros reais com a < b e seja f uma fun¢do continua em [a,b], derivivel em
la,b[ e tal que f' (x) >0, para qualquer x pertencente a |a,b[. Entao, f é crescente (em sentido lato) em [a,b].

Demonstragao

Sejam x1,x2 € [a,b] e suponhamos, com vista a um absurdo, que existem dois nimeros reais z; e xo tais que
1 < xg e f(x1) > f(x2). Ora, f é uma funcdo continua em [z1,x2] C [a,b] e derivavel em |x1, z2[, pelo que
f(22) — f(21)

T2 — X1
que 71 < xz e f(z1) > f (z2). Entdo, se 1 < x2, temos que f (x1) < f (z2).

Logo, f & crescente (em sentido lato) em [a, b].

existiria ¢ € |z1, 22, tal que f/(c) = < 0, obtendo-se uma contradi¢do. Logo, é absurdo supor

Corolario 79 Sejam a e b dois nimeros reais com a < b e seja f uma fungdo continua em |a,b], derivdvel em
la,b] e tal que f' (x) <0, para qualquer = pertencente a |a,b|. Entdo, f é estritamente decrescente em [a,b].

Coroldrio 80 Sejam a e b dois nimeros reais com a < b e seja f uma fun¢do continua em [a,b], derivivel em
la, b e tal que f' (z) <0, para qualquer x pertencente a |a,b|. Entao, f é decrescente (em sentido lato) em [a,b].

Demonstragao

A demonstragao destes dois Corolérios ¢ andloga & demonstragao dos dois Coroldrios anteriores.

Observe-se que, se f’ (z) < 0, para qualquer x pertencente a ]a, b[, a fungio f pode ser estritamente decrescente
em [a, b], mesmo que a derivada se anule num ponto. E, analogamente, se f’ (z) > 0.

Coroldrio 81 Sejam a e b dois nidmeros reais com a < b e sejam f e g duas fungdes continuas em [a,b] e
derivdveis em la, b, tais que f' (z) < ¢’ (x), para qualquer x € ]a,b[. Entdo, f(b) — f (a) < g(b) — g (a).

Demonstragao

Seja ¢ (x) = f (x) — g (z),Vx € [a,b]. Entéo, ¢ é continua em [a, b] e derivdvel em ]a, b].

Mas, ¢’ (z) = f'(x) — ¢’ () < 0,Vz € [a,b]. Logo, ¢ é decrescente em [a,b], razdo pela qual, temos que
¢ (a) = ¢ (b).

Entao, f(a) —g(a) > f (b ) g (b). Logo, f(a) = f(b) > g(a) —g(b).

E, por fim, temos f (b) — f (a) < g(b) — g (a).

Proposigao 82 (Teorema de Cauchy) Sejam a e b dois niimeros reais com a < b e sejam f e g duas fungéoes

continuas em [a,b] e derivdveis em |a,b|, tendo-se que ¢’ (x) # 0 para qualquer x pertencente a ]a,bl. Entdo,
7O _ fb)- 1t

g'(c) gb)—gla)

existe um ndmero real ¢ pertencente a |a,b[ tal que

Demonstrag;iz)b) f(a)

Seja ¢ (z) = mg (x) — f (). E claro que ¢ é continua em [a, ] e derivdvel em |a, b].

Calculemos % (a) e ¥ (b):

f () — f(a) _f()g(a)—fla)g(a)— f(a)g(b)+ f(a)g(a) _ f(b)g(a)—f(a)g(b)
N ORI g (0) @) BEEICEG
IO -f@ o fB)gB)— f@)gb) — fB)gb)+ fB)gla) _ fB)gla)— f(@)gb)

OO A 9(0) @) 90) (@

Entdo, ¥ (a) = v (b). Logo, pelo Teorema de Rolle, existe ¢ pertencente a ]a, b[ tal que ¥’ (¢) = 0.

g%m—f%mdmbmmo=w%@=§%§}§%¢%@—f«q
7 10 fla)
70 90 g

Observe-se que o Teorema de Lagrange ¢ um caso particular do Teorema de Cauchy (basta fazer g (z) = x).

b
) — fla)
) —g(a)

Entao, como ¢’ (¢) # 0, existe ¢ pertencente a ]a, b[ tal que

Proposicao 83 (Regra de Cauchy) Sejam a e b dois nimeros reais com a < b e sejam f e g duas fun¢ées

derivdveis em ]a, b, tendo-se g' (x) # 0,Vx € Ja, b[. Suponhamos que lim f(z) = lim g (z) = 0 ou que lim f (z) =
r—a r—a Tr—a

/') (@) f@ @)

oo e lim g (z) = oco. Entdo, se existir lim , entao também existe lim f—, tendo-se lim im .
T—a T—a g’ (x) T—a g (aj) T—a g (aj) T—a g’ (x)
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Observagao

Né&o apresentamos a demonstragao (a qual pode ser encontrada em quase todos os livros de Andlise Matemética).
"z L ~ C e 1 x

f, ( ), pode existir (ou pode nao existir) lim Al )

g (x) z—a g ()

Consideremos as fungdes f (z) = L +sind e g(z) = 1, ambas de dominio ]0, 7.

N . L ygind .
Entao, lim +——>=* = lim
z—0 =

z—0

Refira-se que se nao existir lim
Tr—a

-1
1+:Esm; 1

= 1. Repare-se que z é um infinitésimo e que sin 2 ¢ uma fungao

. . z
limitada.

E, por outro lado,

L oginl) -1 _ 1 1
o GENE) g, TETEEesy (1 g d
z—0+t (l) z—0t -2z z—0t x
x

Evidentemente nao existe lim (1 + cos %)

z—0
Note-se que no enunciado da regra de Cauchy, em vez de termos considerado a, o extremo inferior de |a, ],
podemos usar b, o extremo superior de |a, b[.

Proposicao 84 (Regra de L “Hospital) Sejam A e B dois nimeros reais com A < B e sejam f e g duas
fungées derivdveis no ponto a, com A < a < B, tendo-se ¢’ (a) # 0, f(a) =g(a) =0 e g(z) #0 em |A, B[\ {a}.

/
Entao, existe lim I (@) e este limite é dado por f/ (a).
e—a g (x) g (a)
Demonstragao
[@-f@  lim {2)=f)
G N A e A R~ e S S S A ()
lim —= = lim ————~ = lim = =
a—a g(z) a—ag(xr)—gla) 2—a gl&l=gla) lim 2&=g(a) ¢’ (a)
Tr—a T—a r—a

Proposicao 85 Seja f uma funcgdo definida num intervalo I (qualquer). Suponhamos que f é n vezes derivdvel

no ponto a € I e que f(a) = f'(a) = f" (a) = --- = £V (a) = 0. BEntdo, lim /(@) = /™ (@)

a—a (z—a)" n!

Demonstracao
A demonstracao é feita por indugdo em n.

Para n =1, temos f (a) = 0, pelo que f’ (a) = lim fl) = /o) = lim M
z—a T —a T—a X — a
!
Entao, lim 1 (@) T = / (a)7
T—a (:E — CL) 1!
Hipdétese de indugdo: Suponhamos que se f é n vezes derivavel no ponto a € I e que f (a) = f' (a) = " (a) =

pelo que a propriedade é védlida para n = 1.

.= f(=1D (a) = 0, entdo lim f(x) _ ["(a)

oo (z—a)
Tese: Se f é n+1 vezes derivé;el nC;)ponto ane Teque f(a)=f'(a)=f"(a)=---= fV(a) = fV(a) =
0, entdo lim @ f(az))nﬂ = f((n:—)l()?)
Ora, como f(a) = 0, ;1311 % ¢ uma indeterminagdo da forma %. Entao, pela regra de Cauchy e,
aplicando a hipétese de indugé(gxa}lfngéo f’, temos
@) @) 1 @) e ()
e—a(n+1)(z—a)" n+la=a(z—a)" n+l n! (n+1)!
Estd, assim, demonstrada a proposigao.
Proposicao 86 (Teorema de Darbouz) Sejam a e b dois nimeros reais com a < b e seja f uma fun¢ao

derivdvel em [a,b]. Entdo, em |a,b[, f' (z) assume todos os valores entre f'(a) e f’(b).
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Demonstragao

Evidentemente que o resultado ¢ imediato, no caso em que f’ (z) seja uma fungéo continua em [a,b]. S6 que
a afirmacgfo é verdadeira, mesmo que a derivada nao seja continua.

Suponhamos que f’(a) < f'(b). Seja k um numero real tal que [’ (a) < k < f'(b).

Consideremos a funcio ¢ (z) = kx — f (z). E claro que ¢ é diferencidvel e continua em [a, b].

Mas, de ¢’ (x) =k — f'(z), vem ¢’ (a) =k — f' (a) >0e ¢' (b)) =k — f'(b) <O.

Como ¢’ (a) > 0, entdo existe = pertencente a |a, b], tal que ¢ (z) > ¢ (a).

E, como ¢’ (b) < 0, entdo existe x pertencente a |a, b, tal que ¢ (z) > ¢ ().

Entéo, a fungdo ¢ tem mdximo em [a, b] (por ser continua) e esse maximo é imagem dum ponto ¢ pertencente
a |a,b[. Entao, ¢’ (¢) =0, pelo que k — f' (¢) =0, ou seja, f' (c) = k.

Suponhamos que f’(a) > f’(b). Seja k um numero real tal que f’ (a) >k > f'(b).

Consideremos a funcio ¢ (z) = kx — f (x). E claro que ¢ ¢é diferencidvel e continua em [a, b].

Mas, de ¢’ () =k — f' (x), vem ¢’ (a) =k — f'(a) <0e ¢ (b) =k — f'(b) > 0.

Como ¢’ (a) < 0, entdo existe x pertencente a |a, b[, tal que ¢ (z) < ¢ (a).

E, como ¢’ (b) > 0, entdo existe x pertencente a ]a,b|, tal que ¢ (z) < ¢ (b).

Entéo, a fungdo ¢ tem minimo em [a, b] (por ser continua) e esse minimo é imagem dum ponto ¢ pertencente
a |a, b[. Entao, ¢’ (¢) =0, pelo que k — f' (¢) =0, ou seja, f'(c) = k.

— 3

E icio 87 Calcule li .
xercicio aleule lim ——=

Resolugao
Comecemos por verificar que 111112 (8 — x3) =0e que lim2 (m4 — 16) = 0. Ora,
z— xr—

o (8-2¥) 322 —12 3
hm—/:hm _ —_— = =
22 (z4 — 16) z—2 4g3 32 8
. 8- 3

Loso, M 16~ §

Em vez da regra de Cauchy, podemos aplicar a regra de L’Hospital:

Sejam f(z) = 8 — a3 e g(z) = 2* — 16. Estas fungoes sdo deriviveis em R, tendo-se f’(x) = —322 e

g (z) = 423,

§—a® f(2) -12 3

1oy — _ (9} — so. 1i - = _Z_
Logo, f'(2) = —12 e ¢’ (2) = 32. Entao, alcl_% 16 g2 % g

. 3
.. . sinz—az+ %
Exercicio 88 Calcule lim —————-
60 g5 — 46
Resolugao
Comecemos por calcular os limites do numerador e do denominador (que neste caso sdo imediatos):

3
x
lim (sinx —x+ —) =0= lim (:L'5 — :EG)
x—0 6 x—0
Calculemos o limite do quociente entre as derivadas:

. COSZL‘*l‘Fz—; 0
:rli% 5x476x5 _0

Calculemos o limite do quociente entre as segundas derivadas:

—sinx +x 0

lim _SmE T
250 202% — 3021 0

Calculemos o limite do quociente entre as terceiras derivadas:
. —cosz+1 0
m -—-—-- = —
z—0 601‘2 — 120$3 0

Calculemos o limite do quociente entre as quartas derivadas:
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sinx 0

lm ——m— = —
z—0 120x — 360332 0
Calculemos o limite do quociente entre as quintas derivadas:

CcosT 1

lim ———— = —

z—0120 — 720z 120
Como existe este tltimo limite, entao existem todos os anteriors os quais sao iguais a 1—50.
Observagao
Embora seja mais rdpido (e seja comum), ndo é muito correcto escrever

. sin$f:r+%3 _ COS$*1+"E—22_ . —sinx 4+ x
200 25 — 40 T o T Bat— 625 40 2023 — 3027
—cosx +1 . sinx
= lm—————=Iim —————
z—0 6022 — 12023  2—0 120z — 360z2
CcosT 1

lim —m——— = —
z—0 120 — 720z 120

O motivo é o facto de, s6 depois de calcularmos o tltimo limite, sabermos que todos os limites sao iguais.

(612 - 1) sin (3z)
Exercicio 89 Cualcule ili% 523 4 5l .

Resolugao
E claro que lin%) ((ezz - 1) sin (31’)) =0e lin%) (223 4 5a*) = 0.

Entao, podemos tentar a regra de Cauchy, mas é mais facil calcular o limite directamente, usando propriedades
conhecidas:

2
e”” — 1) sin (3x) 22 : 2
I ( ) _ oy (e 1 " sin (3z) 3x X x >

Fy 2x3 + 5t 20 x2 3z 248 + 5x*
z2 3
. - sin (3z) . 3z
N ol% x2 — iﬂo 3z }:IL% 23 (2 4 5x)
3 3
= 1x1xl ==
2T 2
In (1 + 2x)si
Exercicio 90 Calcule lim n (14 2z)sin (3$>
z—0 1 —cos(2x)
Resolugao
lim In (1 + 2z) sin (3z) ~ lim In(1+ 2x) " sin (3z) y 6952
2—0 1 — cos (22) z—0 2x 3z 2sin”
In(1+2 s5in (3 2
_ g 2020 SBE)
z—0 T z—0 €T z—0 8In“ x
T \2
= 1x1x3lm (=) =3
z—0 \sInx
Exercicio 91 Calcule lim (z%).
z—0t
Resolugao
! lim gz
lim (z%) = lim (e"™?) = ex—ot =
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1 . .
Ora, lim Bz — Too- Mas, lim+ —Z= = lnn+ (—x) = 0. Logo, pela regra de Cauchy, temos hm+ nz _
z—0t = z—0t T 22 x—0 z—0t =
Entdo, lim (2%) =€ =1.
z—0t

1

Exercicio 92 Calcule lim ((sinz)m).
x—0t

Resolugao
E claro que o limite dado é uma indeterminacéo do tipo 0°. Ora,

1 . 1 .
5 lim (== Insinz
ln((blnz)lnw) em_'0+(lnfl,‘ )

a .
lim ((smx) 1”) = lim e
z—0t z—0t
lim Insinx
= 614'0+ o @

Insinz ¢ g indeterminacdo do tipo 2. Tentemos a regra de Cauchy:

E, agora, temos que hm+ o
x—0

Insinx L e . TCcosxT . T .
i ( ,) = lim S“;”” = lim — = lim — lim cosx=1x1=1
r—0+ (hl x) r—0+ po r—0+ SInx r—0+ SIN T z—0+

. 1
Logo, lim stz 5olg que lim ( sin m) =e.
go, lim 0%, pelo que lim (sinz)

feo

Exercicio 93 Calcule lim ((1 +2z)= )

x—0

Resolugao
Neste caso, temos uma indeterminagao do tipo 1°°.

3 : 3
i o((29%) _ i (B1a042)

3
lim ((1 + 2:10)”) =
x—0t r—0+
3 lim 2d+22) 3 lim 2n(+2e) ) X
= e z—0 v — e z—07t 2 = 63X2 = 66

Outra resolugao
Fazendo a mudanca de varidvel z = %, temos

' 5 . 2\ 3t . 6\ 3 ;
i (0507) = (1) = 148)" =

z—0+ t—+o0
Neste exemplo, foi mais facil nao utilizar a regra de Cauchy, embora a mesma permitisse calcular o limite
pretendido.

Exercicio 94 Calcule ili% (%:(ﬁ)))

Resolucao
Neste caso, temos uma indeterminacao do tipo %.
Ora, (zIn (14 3z)) =In(1 +32) + = x H% e (1 —cos (4z))" = 4sin (4z).

Entao,
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In (1 ' +1In(1+ 3z
i @ERAF3D) 5+ ( )
z—0t (1 — cos (4x)) a—0+ 4sin (4x)
3
o T (1+30)
z—0+ 4sin (4z)  2—0+ 4sin(4x)
—  lim 3z n 1 ‘i In (14 3x) " 4z o 3
~ a—0+ 4(1 4 3z)sin (4z) 4 z—0+ 3x sin (4z) 4
= lim Lx limL 1 im hrl(1_‘_3%‘)>< iz ><§
a0t 4(143z) " 2—o+ sin (4z) 4 z—0t 3z sin (4z) 4
4 1
= i —1— —x1x1x %

351 lim

47 4 20+ sin (4z)
3 3
6"

x 1 o
+16

3
8
zIn(1+43x) )

Entao, pela regra de Cauchy, hm (1 cos(dz)

Outra resolucgao

) (xln(1+3x)) ) (:rln(lJer))
lm | ————— = lim | —F5—
—0 \ 1 — cos (4z) e—0 \  2sin” (2x)

. (xln(l—i—i’)x))

«—0 \ 8sin? z cos? x
In(1
_§1<xxn(+3z)xxx3>

sin 3z sinz = cos?zx

1
= —><1><1><1><3:§
8 8
22 a2
Exercicio 95 Calcule hm0 5 3;3’
Resolucao
Neste caso, temos uma indeterminagao do tipo %.
5952 _ 3ac2 5952 -1 3952 -1 eacz In5 _ 1 eacz In3 __ 1
lim ———— = lim — = lim —
z—0 372 z—0 32 312 z—0 32 312
1 ex21n5_1 1. e” In3
B gilﬂ(J( z2Inb In5 _gilg%) 2 I3
1 1 1.5
= —-In5—-In3=-In—-
30T 3T
Pela regra de Cauchy:
5%2 3$2 ! 2 2 2 2
. - . 225" Inb — 223" In3 . 5 In5—3" In3 Inb—1In3
lim ~———— = lim = lim =
z—0 (3$2) z—0 6x x—0 3 3
37" _ In5-In3

.5
Logo, lim =
z—0

32 3



Capitulo 3
Séries

Uma questdo que intrigou os mateméticos durante muitos séculos foi a seguinte: Se percorrermos uma certa
distancia, depois metade da distdncia inicial, depois um quarto da distancia inicial e assim sucessivamente, que
distancia teremos percorrido? Esta é uma questao andloga a um dos paradoxos de Zenéo.

A questao anterior corresponde a calcular 1 4 % + i + % + 1—16 + .-

Ora, 1+ , pelo que, intuitivamente, vemos que 1 + % + % + % + 1—16 4o <20

|,_. (NN
\
|~

o= + H
-
o
|
[\]
\
sl

[ ]
+
PN
+

A expressio 1+

+
sl
+

- chamamos série. Intuitivamente, série ¢ uma "soma'"com infinitas parcelas.

“+o0 n

Definicao 96 Seja (un)nEN uma sucesso de numeros reais. Entao, Y uy € o limite de Y uy, caso este limite
k=1 k=1

exista (em R). O wvalor (real) desse limite é a soma da série (a qual se diz convergente).

—+oo
Observagao 97 Observe-se que se Y uy, € uma série convergente, entdo limu, = 0. No entanto, se limu, =0,
k=1
+oo
a série Y up pode ser convergente ou divergente.
k=1

3.1 Séries Geométricas

Um caso particular das séries sao as chamadas séries geométricas, como, por exemplo, 1 + % + i + % + 1—16 + .-

1—r"

n
Seja, (un),cy Wma progressao geométrica de razao r. Entao, ) up = uy X 5.

k=1

~ . L . e
Entéo, no caso de termos |r| < 1, temos que lim > u; = lim (u1 X 11jr ) =u; X lir.
k=1

+oo
Exemplo 98 Calculemos Y (2 x 372k+1)
k=1

Resolugao
Seja uyp = 2 x 37281, Entao, upyq = 2 x 372D+ = 2 5 37261 T0g0,

Upy1 2 % 372k71 B 372]671
U 2 % 3—2k+1 3—2k+1

1
_9-2_ -
=3 —9,Vk€N

45
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Logo, trata-se duma série geométrica, pelo que temos

+o0 n
d@x37H) = lim) (2% 37

k=1

+oo
Exemplo 99 Calculemos Y (5 x 273k+1)
k=1

Resolugao
Seja up = 5 x 27351 Entao, upyq = 5 x 273D+ = 5 5 97362 000,
5 2—3k—2 2—3k—2 1
Ykl _ 0 X _ — 23— _VkeN
U 5 x 2—3k+1 2—3k+1 8

Logo, trata-se duma série geométrica, pelo que temos

~ 3k+1 RS —3k+1 : -2 1_(%)71
D (Bx27) = lim) (5x2 ) =lim | 5x 27 x ——5—
8

k=1 k=1
_ 5.1 5 8 10
— — - = — _ = —
1XIT1YTT T
T2 5\ —2k+3
Exemplo 100 Calculemos Y. (7 x (2) )
k=—2
Resolugao
)_2k+3. Entdo, ugy1 = 7 X (%)_2(k+1)+3 =7x (%)_%H. Logo,

Seja up = 7 X (%

)—2k+1 ( )—2k+1

X

x (

Logo, trata-se duma série geométrica, pelo que temos

400 —2k+3 n —2k+3 7 9 \"
5 . 5 . 5 1- ()

Z(?x(—) ) = hm§<7x<§> >:hm<7x<§) x@

3
k=1
o (BN L (B 25 Tx5 13671875
- 16— 3 16 16 x37 34992

Uk+1

7
Uk 7

5\ % 9
2) = Z vk —1,-2
(3) 55 vk €NU{0, -1, -2}

—~
wlot [eolon

)72k+3 =

wlon fwolon

)72k+3 =

3 %

+oo
Exemplo 101 Calculemos Y. (3 x 47F+L 49 (%)k>

k=1
Resolugao
Upyr _ 3x4"RTML o4k 1
ol ok Twp T 3x4RFL T 4—kFT 4 - ZaVk EN
. o _ _ 2 x k41
Sejam uj = 3 x 4 ewvy =2x (2)". Entao, ves (D), vk e N
v 2 2\k T 3
(%)
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: <3 x 47K 42 (%)k> = lime: (3 x 47K 42 (%)k>
= lim (,fi (3x 47k 4 é (2 X <§>k>>
)

Logo,

n

. B ' n 2 k
= hmz_:(3><4 k+1)+hm;<2x <§)

_ =@ L, 2 1-(3)"
= 11111( 1—% +11H1 2X§X?

1 4 1 4 4
w o\ 3k+1
Exemplo 102 Calculemos (2 X (,g) )
k=1
Resolugao
Seja ux = 2 x (—2)** . Entiio
2 3k+3+1 2\ 3k+3+1 3
uk+1:2><< 3) (-3) <_2) EVkGN
2\ 3k+1 oy 3k+1 ,
Uk 2)(( 3) ( 3) 3 27

Logo,

ko +
LU7Ug
/N
N
X
|
Wl b
~
w
>
+
—_
~__—
Il
=
NgE
/N
Do
X
/l—\
Wl N
~
w
ol
+
-
~_—
|
=
B
N
%)
X
'—‘l@
X
—
i
i
Slooxy]
S—
3
N~

g 10 32 2 32
81 TE 81735 105

3.2 Séries aritmético-geométricas

Exemplo 103 Consideremos a seguinte soma, em que (an), oy € uma progressao aritmética de razio r:

ag + a1z + a2x2 + a3x3 + a4x4 + a5335 + a5x6 + a7ac7 + agajg

Como obter uma expressao simples para a soma anterior?

Resolucao
Seja Sy = ag + a1z + asx? + asz® + asx* + a5z’ + agz® + arax” + agz®.
Multiplicando ambos os membros da igualdade anterior por x, obtemos

xS9 = apx + a1$2 + a2x3 + a3x4 + a4ac5 + a5x6 + a5x7 + a7338 + agxg

Entao,
Sog— xSy = ao+ (a1 —ag)z+ (ag — ar) x® + rad +rat 4 rad +ra® + 12" 4 ra® + aga®

= ao+rxr—+ ra? +ra® + rat + ra® +rab 4+ ra” 4 ra® — agscg

8

= ao—agacg—i—m:x
11—z

Entéo, S (1 — ) = 111927
ag — agx 1—2z
Sg=——"—+rex ——
11—z (1-2x)
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Exercicio 104 Obtenha a férmula que dd a soma de n termos consecutivos duma progressao aritmético-geométrica.

Resolucao
n—1
Seja S, = ag+a1x+ -+ ap_12" ! = > arz®, em que (an)nGN é uma progressao aritmética de razao r.
k=0
Entao,
n—1
xS, = apr + a12> + - + ap_12" = g apzt 1
k=0
Logo,
n—1 n—1 n—1 n
S, — xS, = E apz® — E apzttt = E apz® — g ap_12"
k=0 k=0 k=0 k=1
0 n—1 n—1 n
_ k k
= ar + ap — Q1T — 1T
k=0 k=1 k=1 k=n
n—1
= ag+ E (ar — ag—1) 2F —a, 12"
k=1
n—1 n—1
= ag+ E (r:lck) —Qp_1x" =ag+r E ¥ = a,_1x"
k=1 k=1
Entao,
n—1 _ n—1
(1-2)S, =ap — ap—12™ +7r E ¥ =ag — ap_12" +re x 1
—x
k=1
Logo,
-1
ag — Qp_1T 1—az"
Sn:Sn(x)z—"+rx><—2
1—2z (1-1x)

Na férmula anterior z é uma varidvel (ou indeterminada), mas pode ser interpretado como um nimero real
diferente de 1.

Se tivermos —1 < z < 1, o limite de S, (x) serd 1= +rz x ﬁ
Assim, para © = % e an, =2n+ 3, vem
. 9 3 9 1 9
10

Observagao
Se —1 < x < 1, entdo lim, ;o (nz") = 0. Entdo, se (an), oy ¢ uma progressio aritmética e —1 < z < 1,
temos

lim 20— ap—12" ag 0 ag
im = —-0=
n—+oo 1—=z 1—=x 11—z
Logo, nas condigoes anteriores, temos
an — Q1™ 1— :C"_l
lim S, (z) = lim|—" 4 pzx —_—
n—-+oo 1—=x (1 _ 1‘)
ap 1 ag X
= +rx X = +
1—=z (1—;[;)2 1—=x (]_—x)2
ag(l—x)+rx  ap—(a—r)x
(1—x)* (1—=)*
Se representarmos ag — T por a_1, temos
apg — a_1x

lim S, (z) =
Jim 5, @) = 00
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+oo vk
Exemplo 105 Calcular 3 ((7 —4k) x (2) )
k=0
Resolugao
400 3 k n—1 k
((7—41:) (-) ) = lim)_ ((7-4;:) X (-) )
k=0 k=0
7 3 3 12 1
= g —4x =S T X o
~5 -3 2 5 (3
35 1 25 35 5
= ———X—=—-—15==
2 4 2 2
n
Exercicio 106 Prove, por indug¢do em n, que Y. apx™F = lﬁi—:%ff—i—ii—er"Hq'x d:ﬁf, em que (an),cn
k=0
é uma progressao aritmética de razao r e m,n € N.
Resolugao
1
Para n = 1, temos > apz™* = apz™ + ayjz™ 1.
k=0
Por outro lado, para n = 1, temos
apx™ — apzmintl 1—z" apr™ — a2 2 1—z
0 1_? +Txm+lx-————3- = JL—ETTL———-+T$W+1X" 2
x (1-1x) x (1—2x)
B apx™ — aqx™t2  pgmt]
N 11—z 11—z
B apx™ 4 ramtl — g xm T2
B 1—2
_ ao—l—mc—ale m
1—x
_ap+ (a1 —ag)x — alexm
B 1—=x
G0 — o7 +a1x — a1x2 m
N 1—x
a1 —2)+arx(l fm)xm
B 1—=
= apx™ +ajz™ !
n m m n n
Hipétese de indugio: suponhamos que > ak$"”*3::gﬂa—:%f%—i—iiAFTm"”q'X-ﬁffﬁf,PaIa(frU)Haﬁuraln-
k=0
n+1 m_ m4n+2 n+1
. +k _ aox An41T +1 1—x
Tese: g;%akx”L = = +ra™tt x T
n+1 n n+1
Z akxm—&-k — Z akxm—&-k + Z akxm"'k
k=0 k=0 k=n+1
aoxm _ anxm+n+1 _— 1— g Ml
= +rx X ————= + ap41T
1—2z (1—x)? m
_ CZQZL’m _ CLnSCernJrl + an+1xm+n+1 _ an+1zm+n+2 N Tmerl y 1— "
1—2 (1—x)°

Logo,
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+1
n kL ao.’L‘m + rwm—&-n—&-l _ an+1xm+n+2 T$m+1 (1 _ xn)
Z kT - 1—=x (1 _ )2
k=0 T
a0$m _ an+1zm+n+2 ,rmernJrl T‘SCerl _ T.mernJrl
= + + >
11—z 1—=x (1—2x)
(L()ZL'm _ an+1xm+n+2 ,r.mernJrl _ TmernJrQ + 7"33er1 _ TZL’ernJrl
- 2
(L()ZL'm _ an+1xm+n+2 N 'I"QSerl _ TmernJrQ
- 2
+n+2 n+1
apx™ — apy1x™ 1—=x
= nt +rz" T x ———
1-=x (1-x)

Estd, assim, terminada a demonstragao.
3.3 Séries de Mengoli
Outras séries convergentes em que é facil obter o valor da soma da série sao as chamadas séries de Mengoli.

+o00o
Definicao 107 Seja (uy ),y wma sucessao convergente de nimeros reais. Série de Mengoli € a série ) (up — Ug4r),

k=1
comr € 7.
. Foo
E claro que, na expressao Y (ur — ug4r), SO interessa o caso em que r # 0, pois o caso r = 0 é trivial.
k=1
n
Proposicao 108 (Propriedade Telescopica) Seja (un ),y wma sucessao de nimeros reais. Entdo, Y (ux —upq1) =

k=1
Uy — Upt1, VN € N.

Demonstracao

1
Paran =1, temos > (up — uk+1) = u1 — ug (0 que é verdadeiro).
k=1

n
Hipétese de indugdo: > (ur — Ugt1) = U1 — Unyt1, para certo n € N.

k=1
n+1
Tese: > (up — Uk41) = UL — Uppo.
k=1
Ora,
n+1 n n+1
Z (up — upg1) = Z (up — wps1) + Z (ur — Up41)
k=1 k=1 k=n+1

= U] — Upt1 + Uptl — Upt2 = UL — Up42

n

Logo, > (ug — tgt1) = U1 — Upy1,¥n € N.
k=1

—+oo
Exemplo 109 Calcular Y (% - i)

Resolugao




3.3. SERIES DE MENGOLI 51

—+o0
Exemplo 110 Calcular 3 (L —— )
k=1

Resolucao

+oo .
Exemplo 111 Calcular 3 (M - M)

= V2 k+3
Resolugao
K (2643 2645\ . ~=(2k+3 2k+5\ . (5 2n+5\ 5 1
Z — :hmz — =lim |- — =-—2=—C
= k+2 k+3 Pt k+2 k+3 3 n+3 3 3
Proposig¢ao 112 (Propriedade Telescopica, caso particular) Seja (un), ey uma sucessao de nimeros reais.
Entao, > (up — tpt2) = U1 + Uz — Upt1 — Upy2, VN € N.
k=1
Demonstracao

1
Paran =1, temos > (up — ug12) = u1 + ug — uz — us (o que é verdadeiro).
k=1

n
Hipdétese de indugdo: Y (ug — tgt2) = U1 + Uz — Upt1 — Unt2, para certo n € N.

k=1

n+1
Tese: > (up — Uk42) = UL + Uz — Upt2 — Upt3.

k=1
Ora,

n+1 n n+1
Z (up, — upg2) = Z (U, — up42) + Z (ur — Upy2)
k=1 k=1 k=n+1

= U1+ U2 — Uptl — Unpt+2 + Unt1 — Unt3
= U1+ U2 — Upt2 — Un+3

n

Logo, > (ur — up42) = U1 + Uz — Up41 — Upt2, VN € N.

k=1
Proposigao 113 (Propriedade Telescopica, caso geral) Seja (un),, oy uma sucessao de nimeros reais. Entdo,
n T T
Z (uk - Uk+r) = Z U — Z un+k7vnar eN.
k=1 k=1 k=1
Demonstracao

n

1 1
Parar =1, temos Y (ur — Upy1) = D Uk — D Untk = U1 — Up+1 (0 que ja foi demonstrado).
k=1 k=1 k=1
n

T T
Hipdétese de indugao: > (ug — Ugqr) = D Up — Y Uptk, Para certo r € N e qualquer n € N.

k=1 k=1 k=1
n r+1 r41
Tese: > (Ug — Uptri1) = D, Up — D Untk, Para qualquer n € N.
k=1 k=1 k=1
Ora,
n n n n
Z (Uk — Ukgr1) = Z (Uk = Ukgr + Uk — Ugr1) = Z (Uk — Upgr) + Z (Ukgr — Ukgr41)
k=1 k=1 k=1 k=1

sl

r r r
= Ug — § Up+k + (ur-i-l - U/n—i—r-i—l) = § Uk + Upy1 — § Un+k — Un+r+1
=1 k=1 k=1 k=1
1 r+1

- U — § Un+k
k=1

3 x>
+

=
—
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Estéd, assim, terminada a demonstragao.

“+oo
Exemplo 114 Calcular Y (35 — z0m7)-

3k 3k+4
k=1

Resolugao

—+00 n 1 1 4 1 4 1
< 3k+4) = hmz<§_3k+4> = lim (Z@‘Z;wk)

k=1 k=1 k=1 k=1
(L L, 11 1 1 1 1
- s §+_+§+ 3n+173n+273n+373n+4
4
11 1 1 1—(3)
= —4-+—=+—=—-4x0=5x —3
379 727 TR 37 1-13
1 1—g 1.3 80 40
= - X —— == X = X —
3 2 372781 81

; 1,1, 1,1 _ 20,9 3,1 _4
Eclaroque s+ 5+ 5+t =51 tsr T51 + 51 = 51

+oo
Exemplo 115 Calcular kz m
-1

Resolugao
Comecemos por transformar m numa diferenca do tipo

A A
FETD) ~ D G GT- O

A A  Ak+3)—AE 34
k(k+1)(k+2) (k+1)k+2)(k+3) kk+1)(k+2)(k+3) k(k+1)(k+2)(k+3)
~ 1 1 1

Entao’k(k+1)(k+2)(k:+3):k(k+1§(k+2)_(k+1)(ki2)(k+3)’peloque
Zkk+D)(k+2)(k+3) lmzk k+1) (k+2) (k+3)

- hmz( k+1§k+2)_(k+1)(k12)(k+3)>

1 1 1
§hm<1><2><3 (n+1)(n+2)(n+3)>
1

3

1 1
<1><2><3_O>_1_8

+oo
Exemplo 116 Calcular Y k(k+1)(k+;§(
k=1

E+3)(k+4)
Resolugao
A A B Ak +4) — Ak
k(k+ 1) (k+2) (k+3) (ht1)(k+2) (k+3)(k+4)  k(k+1)(k+2) (k+3)(k+4)
4A
T kD) (k+2) (k+3) (k+4)

4 1 1
k(k+1)(k+2) (k+3) k(k+)(k+2)(k+3) (h+1)(k+2) (k+3)(k+4)

Entdao, A =1, pelo que
Logo,
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+oo 4

4
;k(k+1)(k+2)(k+3)(kz+4) -

hmkzzlk(k+1)(k+2)(k+3)(k+4)

33

L 1
11m§<k(k+l)(k+2)(kz+3) N

(k+

1
1)(l<:+2)(k+3)(k+4))

_ 1 0= L
T 1x2x3x4 T4

+oo
Exemplo 117 Calcular ) m'
k=1

Resolucao
Comecemos por decompor m numa soma do tipo % + % + k_is
Ora,

A B C

. 1 1
hm(1><2><3><4 (n+1)(n+2)(n+3)(n+4))

A(k+2)(k+3)+ Bk (k+3)+ Ck (k +2)

P Kk +2)(k+3)
Logo, devemos ter A (k+ 2) (k+3)+ Bk (k+3) + Ck (k+2) = 6.
Entao, para k = —2, vem —2B = 6, pelo que B = —3.
Para k = —3, vem 3C = 6, pelo que C' = 2.
Para k = 0, vem 6A = 6, pelo que A = 1.

Entao,
6 13 2 1 1 2 2
k12 (kt3)  k ki2 k+3 k k+2 ki2 k13
11 2 2
- (E_m)_(m_m>
11 1 1 2 2
- (E_k—ﬂ)+(k+1 /<:+2) <k+2 k+3>
Logo,
S~ 6 (Lol \,¥ (LL) 3 (LL)
£k (k+2) (k +3) ;<k k+1> Z\ET1 k+2 kzzl k+2 k+3
_ g+ 1 2 2
n+1 2 n+2 3 n+3
5 1 1 2
- 6 n+tl n+2 n+3
Entao,
= 6 Lo (5 1 1 2 5
];k(k—i—Z)(k—i—S)_hm;kz(kz—l—Q)(k—i—?))_hm(gn+1n+2+n+3>_g

4
DIED IR

—+oo
Exemplo 118 Calcular 3.
k=1

(Outra) Resolucao

Embora nao tenha interesse prético, vamos resolver esta questao de modo diferente daquele que ja apresenté-

mos.

4 A B C D

E

FET D ki) (ki3 (ktd) & T Rrl ka2

Representando % + % + 1%2 + k%?, por Y e efectuando os cdlculos vem:

k+3+

k+4
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Y = AC1) (k2) (ht3) (ko 4) + Bl (h-+2) (k+3) (k+4)+ O (k1) (k+3) (k+-4)+ D (k+1) (k+2) (k+4)+ Bk (k1) (k+2) (k+3)
(k1) (k+2) (k+3) (k+4)

Para k = 0, temos 24A = 4, pelo que A = %.

Para k = —1, temos —68B = 4, pelo que B = —

Para k = —2, temos 4C = 4, pelo que C = 1.

Para k = —3, temos —6D = 4, pelo que D = —

Para k = —4, temos 24F = 4, pelo que E = %

win

wln

Entao,
1 2 2 1
4 _ s__3 Y 53 . &
k(k+1)(k+2)(k+3)(k+4) E k+1 k+2 k+3 k+4
1 1 1 1 1 1 1 1
_ 6 __6_ 2 2 2 2 &% 6
T % E+1 E+l khr2 kr2 ki3 F+43 F+d
Logo,
n 4 nos1 1 1 1 1 1 1 1
Z — 6 6 _ 2 4 2 4 2 _ 2 _ 6 + 6
kzlk(k+1)(k;+2)(k+3)(k:+4) = \k k+1 k+1 k+2 k+2 k+3 k+3 k+4
1 1 1 1 1 1 1 1
- &6 __86 _2 2 2__2 _ & 6
1 n+1 2+n+2+3 n+3 4+n—|—4
_ 1 1.1 1§ 3 3 | %
6 4 6 24 n+1 n+2 n+3 n+4
Entao,
*i 4 111 1 4-644-1 1
kzlk(k+1)(k+2)(k+3)(k+4)_6 46 24 24 24
E lo 119 Calcul Jf 4
xemplo alcular AT BY 4 IRy e e
=y R (k+3) (k+4)
Resolugao
4 A B C D
=—+ + +
k(k+1)(k+3)(k+4) &k  k+1 k43 k+4

O segundo membro da igualdade anterior é

Ak+1)(k+3)(k+4)+Bk(k+3)(k+4) +Ck(k+1)(k+4)+ Dk (k+1) (k+3)
k(k+1)(k+3)(k+4)

Logo, A(k+1)(k+3)(k+4)+Bk(k+3)(k+4)+Ck(k+1)(k+4)+Dk(k+1)(k+3)=4,Vk e R.
Para k = 0, vem 124 = 4, pelo que A = %

Para k = —1, vem —6B = 4, pelo que B = —2.

Para k = —3, vem 6C = 4, pelo que C' = %

Para k = —4, vem —12D =4, pelo que D = —%.

Entao,
4 3 i N i 3 1/1 1 L2 1
kE(k+1)(k+3)(k+4) k k+4 k+3 k+1 3\k k+4 3\k+3 k+1
Logo,
+o0 n n
4 1 1 1 2 1 1
= i Z - Z - -
;k(k+1)(k+3)(k+4) lm<3k_1(k k+4)+3;( +3 k+1)>
1 11 1 2 11
1 124+6+4+3 2 5
= - X — = X =
3 12 376
25 20 5
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Observagao sobre séries geométricas e séries de Mengoli
Voltemos as séries geométricas e verifiquemos um facto curioso:

n
Seja (u ),y UmMa progressao geométrica de razao r, com r # 1. Vamos calcular ) ug, utilizando a propriedade
k=1
telescopica. Ora,
n

E (Uk — Ukg1) = UL — Upt1
k=1
n

Entéo, > (ur —r X ug) = ug —ug X r", donde vem
k=1

n
(l—T)Zukzul—m x r’
k=1

Logo,

n

1—r"
E U = U1 X

1—r
k=1

Utilizando as séries de Mengoli, no casos em que |r| < 1, temos:

+oo 1 —+oo 1 n
’;uk = I_TZ(uk—ukH):lim 1 Z(Uk_Uk+1)

k=1 k=1

uy
1—r

= 1_rxlim(u1—un+1):

1
—0) =
l—rx(ul )

Logo, toda a série geométrica pode ser transformada numa série de Mengoli.
Reparemos, por fim, na demonstracao habitual da férmula que dd a soma de termos consecutivos duma
progressao geométrica e comparemo-la com a demonstragao que acabamos de fazer:

Sn:ul+u2+...+un e TSn:Tu1+Tu2+"'+Tun

Entao,

Sp—=1rSy = (ur+uzs+-Fuy)— (rug +rug + -+ + ruy)
(w1 +u2+ - +up) — (U2 +ug+ -+ un + Unia)
= U] —Upgp1 =Up —up XT"

1 __
Logo, (1 —=7r) S, =uy (1 —r™), donde vem S,, = M
—r
Ao fim e ao cabo, nesta demonstragao, aplicimos a propriedade telescépica (mesmo que essa propriedade nos
seja desconhecida).

3.4 Séries de Termos Positivos

Proposicao 120 (Critério da razao) Seja (un),cy wma sucessio de termos positivos, tal que eriste um

+o0o
numero positivo | < 1 tal que, para todo o mimero natural n, temos % < l. FEntdo, a série Y up € con-
n

k=1
vergente.

Demonstragao
n
Seja s, = Z ug. Como (up), .y € uma sucessdo de termos positivos, s, ¢ cresente. A série geométrica
associada & progressao geometrlca (vn)neN, de razao [ e primeiro termo v; = wy, é convergente, tendo-se que

Uy < vy, Vn € N. Entéo, Z wp < Z vk, Vn € N.
k=1 k=1
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n n
Logo, > ur < lim ) vg, pelo que (s,), oy ¢ limitada. Entdo, (s,),cy € convergente (por ser limitada e
k=1 k=1

mondtona).
. n n
E claro que lim ) uy <lim > vg.
k=1 k=1
Observagao

Nao é necessério termos % <[ < 1, para todo o niimero natural. Basta que tal aconteca, a partir de certa
n
ordem.

Coroldrio 121 (Critério de D “Alembert) Seja (un),cn wma sucessio de termos positivos, tal que existe um
+o0
numero positivo | < 1 tal que lim% = 1. Entao, a série Y uy € convergente.
" k=1
Demonstracao

Consequéncia imediata da observacgao anterior e do facto de existir uma ordem a partir da qual % <
I+ <L

Proposicao 122 (Critério da raiz) Seja (un), cn wma sucessio de termos positivos, tal que eviste um niimero
+o00o
positivo | < 1 tal que, para todo o nimero natural n, temos /u, <. Entdo, a série Y uj € convergente.
k=1
Demonstracao

F=1x = <L vneN.

NE

n
De /u, <l,Vn € N, vem u,, <1™ Vn € N. Entdo, > up <
k=1

k=1

n n

Entdo, > wui é uma sucessao limitada e monétona. Logo, > ui é uma sucessdo convergente.
k=1 k=1

Observagao

Nao é necessdrio termos /u,, < [, para todo o nimero natural. Basta que tal acontega, a partir de certa

ordem.

Coroldrio 123 (Critério de Cauchy) Seja (un),cy wma sucessao de termos positivos, tal que existe um
“+oo
nimero positivo I < 1 tal que lim {/u,, = 1. Entdo, a série Y uy é convergente.
k=1
Demonstracao

Consequéncia imediata da observag@o anterior e do facto de existir uma ordem a partir da qual /u, <
1+ <1
2

Proposicao 124 (Critério de Raabe-Duhamel) Seja (u")nEN uma sucessao de termos positivos, tal que existe
+oo
um numero real I tal que lim (n (uijr—l — 1)) = 1. Entdo, a série Y uy é convergente se l > 1 e é divergente se
" k=1
l=1.
Proposicao 125 (Critério geral de comparagdo) Sejam (un),cy € (Un),en duas sucessoes de nimeros reais.
Se, a partir de certa ordem, tivermos 0 < u,, < v,, entao
+oo o
1. Se > uyp € uma série divergente, entdo Y v também é divergente.
k=1 k=1

+oo +o0
2. Se Y v € uma série convergente, entio Y. uy também é convergente.

k=1 k=1
Proposicao 126 (Critério de comparagdo) Sejam (un),cn € (Vn)pen duas sucessoes de mimeros reais pos-
+oo +oo
itivos. Se existir um mimero real | positivo, tal que lim ¥ = I, entdo as séries ) uy e Y v sdo da mesma
n
k=1 k=1

natureza (ambas convergentes ou ambas divergentes).
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Proposicao 127 (Critério de comparagio de razdes)
reais positivos, tais que, a partir de certa ordem, % < It Entao,
n

= v, -

400 “+ o0
1. Se > vy € uma série convergente, entdo Y, uy também é convergente.
k=1 k=1
+oo +oo
2. Se Y uy é uma série divergente, entao Y. v também é divergente.
k=1 k=1
+o0
Proposicao 128 (Séries de Dirichlet) A série > k% é convergente se a > 1 e é divergente se o < 1.
k=1

—+o0
.. - 2k342k+1 o
Exercicio 129 Qual a natureza da série 21 et syl

Resolugao

+oo
Comparemos a série dada com Y 75:

k=1
2k34+2k+1 2 1
hmw:hmw = 1mm =2eR\ {0}
L k5 + 3k2 + 2k 1+ % +4&

“+o00

57

Sejam (un),cn € (Un),en duas sucessoes de niimeros

Logo, as duas séries sdo da mesma natureza. Mas, Y. 75 ¢ uma série convergente (por ser uma série de

k=1
Dirichlet com oo =2 > 1).
Entio, S~ 26%+2k+1 s
ntao, k2—31 Toranian ¢ uma série convergente.
Exercicio 130 Qual a natureza da série %O 5 g“;f;*ll — 7
k:l( + +2k+1) sin ¢

Resolugao
“+o00

Comparemos a série dada com ) k—12:
k=1

2k2+2k+1 .
. (ko t3k212k+1)sin & . 2k* + 2k + k2 , K (2+2+3%)
lim T £ = lim — = lim 3 g kl —
i (k5 + 3k2 4 2k + 1) sin ¢ kS (14 3%+ & + 75) sin ¢
2+2+% 2+2+ 5%
= lim 3 5 k21 — = lim S sin L
B+ + & +75)sing I+ +&+5) 5k
k
24+0+0

- ot —2eR\ {0}

(1+0+0+0) x 1

“+oo

Logo, as duas séries sao da mesma natureza. Mas, . % é uma série convergente (por ser uma série de

k=1
Dirichlet com o =2 > 1).

+oo
X 2k242k+1 p -
Entauo,kg1 (P TBkTiohe ) sm T ¢ uma série convergente.
g o
Note-se que lim 7& = 1, porque lim 882 — 1,
® z—0 %

+oo
Exercicio 131 Qual a natureza da série Y ksin

_k_9
ki1
k=1 +
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Resolugao
+oo k +oo 1
Comparemos ) ksin jz0 com _ 77. Ora,
F=1 k=1
ksin -2~ —k_gin —
lim% = lim k:?’smk4 1>:Hm 3 £ : Mt
= k1+1

+oo too
Logo, as duas séries sio da mesma natureza. E, como Y. 75 é convergente, entdo . ksin HLH é convergente.
k=1 k=1

oo |
Exercicio 132 Qual a natureza da série Slk%k ?
k=1
Resolucao
12 |sin k| |sin k| 1 py 1
A série ) S & convergente, porque 0 < —5— < 75, para qualquer nimero natural ke ) 75 € convergente.
k=1 k=1

+oo |
Entao, a série Y 31,:2’“ é absolutamente convergente , pelo que é convergente.
k=1

3.5 Séries Alternadas

. +oo +oo
Definigao 133 Seja (uy),, cy uma sucessao de termos positivos. As séries y (=1) " uy e > (=1)" wy, chamamos
k=1 k=1
séries alternadas.

E claro que, numa série alternada, os termos sao alternadamente positivos e negativos.

Proposicao 134 (Critério de Leibniz) Seja (un)nEN uma sucessao estritamente decrescente e que tende para

+oo
~ k P P
Zero. Entao, E (—1) Uk € uma serie convergente.
k=1

Convém referir que, do facto da sucess@o ser estritamente decrescente e tender para zero, se conclui que os
termos da sucessao tém de ser positivos.

T Lqyrtr . - - .
Exemplo 135 Verifique que a série ( 1,)6 satisfaz as condi¢des da proposi¢cdo anterior.
k=1

Resolugao
Seja u, = +. Ora, limu,, = lim 1 = 0. Quanto & monotonia, temos
n n

1 1 n—n-—1 -1
tnit =4 n+l n nn+1l) nn+1) "
. ~ . S RS
Logo, (un),,cy ¢ estritamente decrescente e tende para zero. Entao, pelo critério de Leibniz, a série k21 —
é convergente. B
Calculemos a soma dos primeiros 6 termos da sucessao:
Z(—1)’““_1 L1111 3
k- 2 3 4 5 6 60

k=1
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+oo k41
. , . . L -1 .
Um resultado curioso é o seguinte: Quando se considera que a soma da série ( ,)c é g—g, comete-se um
k=1
1

erro inferior a = (valor absoluto do primeiro termo desprezado). Note-se que % ~ 0,616 666 666 7 e que, como

—+o00
veremos adiante, Y U = 1n2 ~ 0,693 1471806 e que L ~ 0, 142857 1420,
k=1
O erro cometido ¢ de |2f —In2| ~ 0,0764805139 < 0, 142857 1429.

Note-se que a convergéncia é muito lenta.

3.6 Séries de MacLaurin

Exemplo 136 Obtenha o desenvolvimento em série de MacLaurin da funcao f (r) = arctanz, cujo dominio é
R. Para que valores de x a série é convergente?

Resolucao

+oo
Como f'(z) = rlﬂ =1+ > (=) 2?* com —1 < z < 1, vem (por primitivacao):
k=1

oo w2kl
arctanz = ac—i—;(—l) w1 com -l<z<l1
too 2k+1
= ];)(—1) SR oom -l<z<l1

A série é convergente para —1 < z < 1. Observe-se que arctan (0 = 0.

Exemplo 137 Obtenha o desenvolvimento em série de MacLaurin da funcdo f (x) = sinz, cujo dominio é R.
Para que valores de x a série é convergente?

Resolugao

Comecemos por referir que f admite derivadas de todas as ordens.

f(z) =sinx f'(x) =cosx f"(x) = —sinz f" () = —cosx fW (z) =sinz = f (x)
E, a partir daqui, tudo se repete.

LOgO, f (0> = 03 f/ (0) = 17 f// (0) = 0; f/// (0) =-1, f(4) (0) =0.

Entdo, f (0) = f@+2) (0) = 0, f@+D (0) = 1 e f(*»*+1) (0) = —1, para qualquer n € N.

Logo,

2 n
sing = f(0)+af (0)+ S f" (0) -+ f™ (0) +---
B $3+.’E5 .’E7+ +( 1)11 .’E2"+1 N
I TR T N 2n+ 1)
too 2k+1
= XV G
k=0 :

TOO | okt1
A série dos médulos é dada por > % Aplicando o critério de D’Alembert, temos
k=0

T 2n+3 2n+3 2
. oI . |z] (2n+1)! . ||
ST ((‘m T P ) Tt \@r ey ) TS

Logo, a série é absolutamente convergente, para qualquer valor real de z.

Exemplo 138 Obtenha o desenvolvimento em série de Maclaurin da fungdo f(x) = cosx, cujo dominio é R.
Para que valores de x a série é convergente?
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Resolugao

f(x) =cosx f'(x) = —sinx f"(x) = —cosx f" (z) =sinx f@ (z) =cosz = f ()
E, a partir daqui, tudo se repete.

Logo, f(0) =1, f/(0) =0, f"(0) = =1, /" (0) =0, f™ (0) = 1.

Entdo, £ (0) = 1, f4+2) (0) = —1, f(4"+1) (0) = fUn+3) (0) = 0, para qualquer n € N.

Logo,
y @ " z" (n)
cosz = f(0)+af (0)+§f (0)+"'+mf (0) +
72 24 26 2"
= 14 4. 1" ..
SRR TR I el o T
+oo 2k
= >0 G
P (2k)

Analogamente ao exemplo anterior, a série é absolutamente convergente, para qualquer valor real de x.

Exemplo 139 Calculemos um valor aprozimado de sin 1, usando o desenvolvimento em série de MacLaurin:

3 5 7 2n+1
1 — _ oz zr_ I L
sinz =z — 5+ 5 —F 4+ ()" Gy

sinlal— g4 4 — & = 251 =0, 841468254

O erro cometido ¢ inferior a g; m ~ 0,000002755 731 922.
|sin1 — 4241| ~ 0,000 002 7308 < 0,000002755 731 922

Ento, g040 <sinl < 423 +0,000002755 731 922.

Exemplo 140 Consideremos a fungio f (z) = =, cujo dominio é R\ {1}. Como desenvolver +i= numa série
de poténcias de x? E, para que valores de x tal série é convergente?

Resolucao
Se nos ocorrer que

—1+ac—|—x + -4+ 2" temos que, para —1 <z < 1,

1 . 1—2x™ . " 1
= lim = lim (1+x+a¢ + - —1+Zx

l—-x notoo 1—x n—-+oo

Regra pratica:

1 1 —z
-1 +z 1 +x  +a2?
T
—x 4z
z2
—22  4g3
z°

Usando a férmula de MacLaurin:
De f(z) == =1—2)",vem f' ()= (1 —2) %, f(x) =21 —2)°, f"(x) =31 (1 —2) ", etc..
Logo, f™ (z) =n! (1 —x) """ ,¥n € N. Entdo, f(™ (0) =n!,Vn € N.

Logo,
F@) = = FO s O+ L O T )4
-z 2! n!
= l+z+2®+2°+- 42"+
“+ o0
= 1+Zxk,com—1<x<1.
k=1

“+o00
Note-se que a expressio Y. x* levanta um problema para x = 0, por causa de 0°.
k=0
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Exemplo 141 Consideremos a fungdo f(x) = Tlxg, cujo dominio é R\ {1}. Como desenvolver Tlﬂ numa
série de poténcias de x? E, para que valores de x tal série é convergente?

Resolugao
Usando as séries geométricas, vem

1 1 2 4 6 8 10 k 2k

+oo
= 1+ Z (—1)]C 2% com 2?2 < 1
k=1
+oo
= 1+Z(fl)kz2k, com —1l<z<1
k=1

Neste exemplo é mais complicado calcular a derivada de ordem n da fungao f (z) = Tlﬁ

Outra maneira de resolver esta questdo consiste em desenvolver em série a fungdo g (x) = HLI e, depois,

substituir x por z2.

1 n
glz) = 1+x:1*m+$27x3+~-+(71) "
“+oo
= 1+Z(—1)kxk,com—1<az<1.
k=1
Entao,
1422

o0
l—I-Z(—l)kx%, com —1<z?<1.
k=1

Logo, a série é convergente para —1 < x < 1.

Exemplo 142 Obtenha o desenvolvimento em série de MacLaurin da funcao f (x) =In (14 x), cujo dominio é
]—1,+00[. Para que valores de x a série é convergente?

Resolugao
fa)=sg=@E+)7", [f@=—@+)7",  f’@=2@+1)"
Entdo, £ (z) = (=1)" (n — 1)! (z +1)™", pelo que ™ (0) = (=1)" (n — 1)..
Logo,
(1 - S 1)+l " - 3 )+ xk
f(x) =1In( +$)—1’*7+§*z+“'+(*) 77“"—];1(*) &

+oo k
A série dos médulos é dada por > % Aplicando o critério de D’Alembert, temos
k=1

x|n+1 1
. 2" noy
lim = lim X —= | = |z

n—-—4o0o |x|

nS4o0 2" n-+1
n

Logo, a série é absolutamente convergente para —1 < x < 1.
_ n+1
Para z = 1, obtemos In2 =13 + 4 — 1 ... G 4

n
Esta série é simplesmente convergente (série harmonica alternada).
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Outra resolugao

—+o0
1
/ _ _ 2 3 n _n _ k Kk
f(ac)—x_’_l—l—:zc—l—x -+ +(-D)"x —|—-~-—Z(—1)x
k=0
Entao,
22 23 et Tl too . !
=C -4 1" . =C -1
fe)=Cho-—F+g -7+ +E0 3+ +;§( T

Mas, f(0) =1In1 =0, pelo que C' = 0. Entao,

22 g3 gt g+l
—In(1 — B T TV 1"
f(x)=In(1+2z) x 2+3 4+ +(-1) ol

+oo k+1 +o k
_ 1\ - k1T
- Z( 1) k+1_z( 1) k
k=0 k=1

Observe-se que, para x = 1, obtemos a série harménica alternada que é convergente.

~ too o k 1
Entao, > (-1)" ;37 =In2.
k=0

Exemplo 143 Obtenha a formula de MacLaurin para a funcao f (x) = tanz, usando poténcias de x de expoente
menor ou igual a 7.

4,
3¢,

Resolugao
Comecemos por observar que

— (tan"2) = ntan" 'z (sec’z) = ntan" 'z (1 +tan’z) = ntan" 'z + ntan" T 2
72
x
d2
e (tan"z) = n?tan" 2z +2n?tan"z —ntan" 2z 4+ ntan" 22z 4 ntan" 2z
x

= (n2 - n) tan™ 2 x + 2n%tan™ z + (n2 + n) tan" 2z

Entao,
4 (tanaﬁ) =1+tan’x

33 tan x & (tan?z) = (4 — 2) + Stan?x + (4 + 2)tantz = 2 + Stan? z + Gtan’
dw

4 (tanx 2 2+ 8tan®z + 6tan*z) = 8 (2 4 8tan®z + 6tan* =) + 6 (12tan® x + 32 tan* z + 20 tan® «
dw
Logo, d; (tan x) = 16 + 136 tan® z + 240 tan* 2 + 120 tan® 2.

d? 2

e (tanz) = 16 + 136 tan”  + 240 tan® z 4 120 tan® )

2
= 136 (2+8tan2x+6tan4x) + .-
= 272+ .-

Entao,
2 16 272
tanz =1+ —a® + —2° z’

3 5%+ = +0 (x )_1+1:z: P L, +0 (27

3 15 315

~ . o(a"
Na expressao anterior, O (3?7) é um infinitésimo com x, de ordem superior a 7, isto &, hm ( ) _ =0.

Observe-se que tanx é uma fungdo fmpar e, por isso, 0 mesmo acontece com as derlvadas de ordem par (2%,

6%,...), as quais se anulam no ponto 2 = 0. Logo, apenas interessa calcular as derivadas de ordem fmpar (1%,
5%....).

Exemplo 144 Obtenha o desenvolvimento em série de MacLaurin da funcao f(z) = /14 x, cujo dominio é
[-1,4+00[. Para que valores de x a série é convergente?
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Resolugao
_1 _3
£(0) =1, fll@)=301+2)2 = f(0)=1, ff@)=3(G-1) (142 = f"(0)=—1
5 5
f"@)=3G-1)G-2)0+2) 2=201+2)? = f"(0)=2
Lo(L-1)xx(L—

Entéo, f (z) = 1+x=1—&-%95—%><%—i—%x‘;—?—i—---—i—(é)x"—&—---,onde (é): bx(3 1)Xn!><(z "—H),com

n € N.
Logo, a série de MacLaurin de f (x) é:

14te Ly los DOy Top B e 38 0 4B s %$n+
Zr— =g S S — 5 _
2 8 16 128 256 1024 2048 32768 n
(,2,)a""
Calculemos lim )
n—-+oo 2 \gpm
1 n 1 n+1
. (n3y)2" " ) (30| % |l i
lim n = lim n
n—-+o0o (Z)xn n—-+oo (Z) ><|$|n
1l i _nt1 n
2(2 ) ((nz+1)| )2 ) X‘£E|
= lim
n—+o00 1(1-1)(3-n+1)
n!
o[BG GG
= o lim TZ-1) - (-n+1) (n+1)!
2 \2 2 :
1
=—n
= |z| lim (G-n) = |z
n—+oo| n+1

Logo, para —1 < x < 1, a série é absolutamente convergente.
Observagao 1

Mais geralmente, dado a € R, temos (&) = alazl)(a=ntl)

n!
Assim, por exemplo, (§) = a(O‘_lg),(O‘_2) = a(a_lg(a_2) =1a®—1a’+1ia
Observagao 2 '

w

Uma questao importante que nao referimos é a seguinte: Em que condi¢oes uma fungao é representada pela
sua série de MacLaurin?

Exemplo 145 (Este exemplo foi retirado do livro "Curso de Andlise Matemdtica"do professor Santos Guerreiro)

Consideremos a fungao definida por f (x) = { 67; = z#0

= . Determinemos a série de MacLaurin desta
— x2=0

funcao:

Resolucao

2$_3e_x <— x 7& 0
! _ —

f (:L') — . z—2 —t t
hr% thmel —hmP?—O <— =
T— —00 1 —o00 €

f//( ) 63656_4672_2 — 7é 0

) = —z
lim 22— =0 — o=
T—>
4(6x*—9z242) _ -2
f/// (.’L‘) _ ( 9 )6 x < X 7é 0

lim (~2rte ™) =0 = @=0

r—0
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E assim por diante, obtendo-se f (0) = f'(0) = f”(0) = f”(0) = --- = £ (0) = 0, para qualquer valor de
n. Entao, a série de MacLaurin desta fungao € a série identicamente nula, a qual, manifestamente, nao representa
a funcdo f (a ndo ser nos zeros de f).

Observagao

Seja x um nimero real diferente de zero. Entao:

Fla)=d(e) = Ze

L _62°
f” (33) _ i 932—36 7)) — 6§6+4
f///( ) — d (—6x2+4€—x72) _ 24;c4_396;c2+8€—x*2
dx x x
_ -2 _ 6 4_ 2 -2
FO () =4 (24x x?)ﬁx 48— ): 12020430027~ 1445716 ;—o
Py (z)

Suponhamos que f( (z) = e~ %, Entao,

3n

—x —T
x6n 23n+3

3P (x) + (2 - 3na?) P, (z) -
= £3n+3 ¢

£ () = 3" P! (z) — 3nz®" 1P, () o 2P, (z) _,—=

P, -
x;rnl—ff) e ", com Poyy (z) = 2P () + (2 — 3na®) P, ()

Suponhamos que o termo de maior grau de P, (z) ¢ (—1)"™" (n + 1)122"~2 = M, (), que o termo independente
de P, (z) € 2™ e que em P, (x) ndo ocorre nenhum termo de grau fmpar.
Termo de maior grau de P,y (x):

22 (=)™ (20 — 2) (n + D123 = 3na? (=1)"T! (n 4 1)1z 2

()" (20 = 2) (n 4 1)!2®™ — 3n (=1)" (n + 1)1z
(—1)™ ' 22 (n 4 1)! (2n — 2 — 3n)

= —(=D)" @ (n+ ) (n+2) = (=1)" 2" (n + 2)!

Mn+1 (37)

O termo independente de P, ;1 (z) é 2 x 27, ou seja, 211,

Os termos de P! (x) tém grau fmpar, pelo que os termos de 23 P/ (z) tém grau par. E o mesmo acontece com
(2 — 3na?) P, ().

Logo, todos os termos de P, 1 (z) tém grau par.

Entao, uma vez que as afirmagoes sao verdadeiras para n = 1, podemos concluir que todas sao validas para
qualquer nimero natural.

Suponhamos que f(™ (0) = 0. Entdo,

(n) — (@ (n) P, (z) _ >
(n+1) _ fi) (@) = £ (0) 1 " (z) 1 n\T) o
O = mm s Tt e
P, (1 B3P, (1
= lim 1(’5)e_t2 = lim — (t)
t—oo FETES | t—00 €
t3n+1
= hm( tz)thPn<)—0><2"—0
t—o0 e t—o00
Logo, por inducao, temos que f(™ (0) =0,V

n € N, uma vez que [’ (0) = 0.
Vejamos, agora, quais os valores de f (n+1) (1—10)

fla)y=e"

F' () ~ 7,440151 952 x 10~

[ (5) =~ 1,465709935 x 10737

[ (15) =~ 2,843030864 x 10734

1
F® (35) ~ 5,427546 208 x 10-3!
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f® (&) ~1,019351678 x 10~
£06) (#) ~1,882527019 x 10~
7 (35) ~ 3,416 959879 x 10~
f® (35) ~ 6,092424279 x 10718
O (&) ~ 1,066462928 x 10714
f30 (&) ~1,831649013 x 101
fOA (&) ~3,084570169 x 1078
F(12) (1_10) 5,089 731968 x 10~°
39 (&) ~ 8,222593672 x 1072
FO9 (&) ~ 129,948 8323
f(15) gl_log ~ 200718, 4591

1

fU9 (&) ~ 302702358, 4
Logo, hm f(”)( )——i—oo.

[

E 0 mesmo acontece com as sucessivas derivadas de f no ponto z = ﬁ:

I (355) = 2,270967 73 x 1074337
[ (165) ~ 4,54125417 x 10~4331
" (355) =~ 9,079 783451 x 104325
@ (155) ~ 1,815139428 x 104318
[ (355) ~ 3,628100362 x 104312
[ (355) ~ 7,250 757483 x 104306
S (1h5) ~ 1,448 846 034 x 10429
f® (355) ~ 2,894 648577 x 1074293
[ (1h5) ~ 5,782347563 x 104287
fO0 (5) ~ 1,154907 654 x 104280
fA09) (L) &~ 6,808 036 541 x 1073714
f200) () ~ 8,764 038096 x 10308
f<300> (165) ~ 2,325275963 x 102456
fU00) (115) &~ 1,217538 741 x 1071828
SO0 (115) ~ 1,201 356 965 x 101201
f55) (145) ~ 1,987608 147 x 107888
fO8) (1) ~ 1,376 661924 x 10770
Embor a a convergéncia seja muito lenta, hm f (%) = 400.

Proposigao 146 Se uma funcdo f admite derivadas de todas as ordens e existe wm nimero positivo k, tal que
numa vizinhanga de zero, todas as derivadas verificam a condi¢do |f(") (:c)| < k, entao [ ¢é representada pela sua
série de MacLaurin, nessa vizinhanga.

Observagao
A hipdtese da proposicao anterior é uma condicao suficiente para que f seja representada pela sua série de
MacLaurin, mas nao é necessdria.
1 (x) = 2cos (2z)
f" (z) = —4sin (2z) = 4sin (—2z) = 4 cos (22 + 3)
Seja f (z) = sin (2z). Entao, f”’ (J:) = —8cos (2z) = 8cos (2x + )
) (z) = 16sin (2z) = 16 cos (2z + 3F)
f(5) (x) = 32sin (22) = 16 cos (22 + 27)
Logo, f™ (z) = 2" cos (224 (n — 1) Z), como pode ser provado por indugdo em n.
Neste caso, as derivadas ndo sdo majoradas em médulo, como acontece com a fungao g (z) = sinz.
No entanto, se sinx é representada pela sua série de MacLaurin, entao sin (2z) também é (quando muito, o
raio de convergéncia vem reduzido a metade).
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Ora,
. 3 xd 27 @2l
sinx = x_§+ﬁ_ﬁ+...+(_1) m+
-3 e
—_ 1!
= (2k — 1)!
Entao,
. 83  322% 12827 gy 22 1gn=l
sin(20) = 2w et g s e ()T g e e
- io (—1)F+! 221 p2k—1
— (2k —1)!

Neste caso, o raio de convergéncia de ambas as séries é +oo.

Proposigao 147 Se uma funcao f admite derivadas de todas as ordens e existem dois nimeros positivos k e T,
tal que, numa vizinhanga de zero, todas as derivadas verificam a condi¢ao ‘f(") (ac)‘ < kr™, entdo f é representada
pela sua série de MacLaurin, nessa vizinhanca.

Observagao
A proposigao anterior € um caso particular desta (basta fazer r = 1). No entanto, a peniltima proposigao

implica a iltima:

E claro que se 0 < r < 1, temos que \f(") (:L’)| < k, para qualquer n.

Suponhamos que existem dois nimeros positivos k e r, tal que, numa vizinhanca de zero,
Seja, g (z) = f (£). Entao, ¢’ (z) = 1 f" (£), pelo que |¢ (z)] < k.

E, ¢" (z) = %= f" (£), pelo que |¢" (z)| < k.

Entao, numa vizinhanca de zero, todas as derivadas verificam a condicao | g™ (:E)| < k, pelo que g é repre-

iR (x)‘ < kr™.

sentada pela sua série de MacLaurin, nessa vizinhanca.

Mas se f (%) é representada pela sua série de MacLaurin, entdo f (z) também é (numa vizinhanga conveniente).

Exemplo 148 Obtenha o desenvolvimento em série de MacLaurin da fun¢io f(x) = V1 + x2, cujo dominio é

R. Para que valores de x a série é convergente?
Resolugao
A série de MacLaurin da funcéo g (z) =1+ é
11 1 5 7 21 33 429 1
I cp— 22 282 a5 6 7 _ 8 . ... 2\.n ..
TRTTRTRY TIw® Tame” T Tom” Tam” 3mwest U T\n)t T
Entéo, a série de MacLaurin da fungéo f (x) =1+ 22 é
1 1 1 5 7 21 33 429 i
14?2 2y 26 2 8, 0 10 2% a2 99 a4 229 a6 2)..2n
TR TRT TR Tiw® Tas6” 124" Ta0ast  32mest T \n)T T
A série anterior ¢ absolutamente para —1 < x < 1. Para x = +1, a série é simplesmente convergente.
Exemplo 149 Obtenha o desenvolvimento em série de MacLaurin da fungio f(xz) = ﬁ, cujo dominio é

]—1,4+00[. Para que valores de x a série é absolutamente convergente?

Resolugao

14z
f (@) =—4(1+a)}
fr@) =)t
17 (@) = =2 (14 2) 7
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Logo,
FO) =1
f0)=—3
17 (0) =4
15
f///(o) -~
f(n) (0) — (71)” % 1x3 X 2><(2n71)
Entéo, a série de Mac-Laurin de f (x) 11+z é
1 3 22 15 2® 105 2t Ix3x---x(2n—1)
= l—-=2+-X=—— X"+ x—=+--+(=1)"x
o (@) RS TS TR T TR ) on
1 3 5 35 1x3x---x(2n—-1) a"
= 1-2Z= Zp? o g3 g 1" 4.
T T Tt T on Pt
13 5 35 Ix3x- % (2n—1)
= 1-= % T3 Tt ()" noL.
e T st Tt ) xS m ¢
Ora,
1x3x--x(2n—1)x(2n+1) n+1 1x3x--X(2n—1)x (2n+1)
IXAX X (2n)X (21 +2) ||  TaXIx- X)X (2nt2)
Tx3xx(2n—1) | _n = 1x3xx(2n—1 ]
2Xx4X--+X(2n) ‘3?| 2X4%--%X(2n)

I1x3x--x(2n—1)x (2n+1) 2x 4%+ x(2n)

_ 2n—|—1| |
T a2

2n+1
2n+2

Entao, lim (
n—-+00

Exemplo 150 Obtenha o desenvolvimento em série de MacLaurin da funcdo f(r) = —=

Vi—z’
]—00,1[. Para que valores de x a série é absolutamente convergente?
Resolugao
Basta-nos, na série do exemplo anterior, substituir x por —z:
1 3 5 35 1x3x--x(2n-1)
—x)=14+2= S T3 Tty LT
ola) =14 ged gt g st Tt T @)

A série é absolutamente convergente para —1 < x < 1.

Exemplo 151 Obtenha o desenvolvimento em série de MacLaurin da funcio f(z) = \/1;_7,
]-1,1[. Para que valores de x a série é absolutamente convergente?

Resolugao
Basta-nos, na série correspondente a fungao f (z) = \/11+—I, substituir « por —z?:

1 3 5 35 1><3><-~-><(2n—1)
2 2 4 6 8 2n
o(— —1+_ + = + — + — + 4
( ZC) 2$ 8{E 16x 128x 2><4><-~><(2n) v

A série é absolutamente convergente para —1 < x < 1.

|x|> = |z|, pelo que a série é absolutamente convergente para —1 < x < 1.

Ixdx - x(2n) % (2n+2)  Ix3x--x(2n—1)

||
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cujo dominio é

cujo dominio é

Exemplo 152 Obtenha o desenvolvimento em série de MacLaurin da func¢ao f (x) = arcsinz, cujo dominio é

[—1,1]. Para que valores de x a série é absolutamente convergente?
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Resolugao
Ora, arcsinz = [ ﬁdw, tendo-se arcsin 0 = 0.
Primitivemos a série anterior:
1 1 3 5 5 I1x3x - x (2n—1) g2t
- dr=C g b T T 9
/\/1_x2 PO T T T T T Taxax o x@n) sl
E claro que C = 0, pelo que
112 1152 2x4x--x(2n) 2n+1

. _ - 3
arcsin x :E—|—6x +4O

A série é absolutamente convergente para —1 < x < 1.
1

Consideremos x = 1.
A série anterior d4 origem a
1+1+3+5+35 +1><3><-~><(2n—1)>< N
6 40 112 1152 2x4x---x(2n) 2n+1
Seja u,, = 1§izxxi2(§;)1) X 2n1+1. Entao,
unﬂ_1><3><---><(2n—1)><(2n—|—1)>< 1
w,  2x4x-x(2n) x (2n+2) 2n + 1
Calculemos a razao entre dois termos consecutivos da sucessao das parcelas da série anterior:
: Lx3xx@n-1)x@ntl) 1 2x4x---x(20)x (2n+1)
2x4x--x(2n) x (2n+2) 2n+3 1x3x---x(2n—1)

1x3x---x(2n—1)x(2n+1) «
2X4x---X(2n) X (2n+2) 2n+3

1x3%x---x(2n—1) % 1
2X4x---X(2n) 2n+1
(2n +1)°
(2n+2) (2n + 3)
Calculemos a razao entre dois termos consecutivos da ducessao de termo geral v,, = (n’é) o
ne
Unt1 (D 1)_% _(n+1 3
vn  n 3\ n
Entao.
w 3 ay 3
T B (2n 4 1)° n+1\73
ot (2n+2) (2n + 3) n
B (2n+1)° <n—|—1>4
(2n+2)* (2n + 3)° n
 (2n+ )®  n+41
8(2n+3)°* nt
64n” + 256n° + 432n° + 400n* + 22003 + 72n% + 13n + 1
64n” + 288n6 + 432n5 + 216n*

Ora, a diferenca entre o numerador e o denominador ¢ —32n8 + 184n* 4+ 220n3 4 72n2 4 13n + 1, cujo limite

Up 41

Un+41 3
) < 1, pelo que =2+ < 1.

é —00.
Entao, a partir de certa ordem, temos que (U—Z%
vn Un
< Un41

Un41
Un Un

Logo, a partir de certa ordem, temos
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“+o00
Como as duas séries sdo de termos positivos e a série > v € convergente, entdo a série Z v também é
k=1 k=1
convergente (critério de comparagao de razoes).

E claro que para z = —1, obtemos uma série convergente.

3 éri 1034 3,54 5 .74 35 .0 4 1X3xxX(@n-1)g2ntl
Entao, a série x + g2° + 52° + 552" + 13552° + -+ o Ix (@) aniT T é absolutamente convergente

para —1 <z < 1.

3.7 Séries de Taylor

As séries de MacLaurin sao um caso particular das séries de Taylor, pelo que podiamos ter comecado pelas séries
de Taylor e nao pelas séries de MacLaurin. No entanto, a série de Taylor duma funcao pode ser obtida da série
de MacLaurin duma fungao adequada.

Definicao 153 Se f é uma funcdo que admite derivadas de todas as ordens no ponto a, temos que a série de
Taylor da func¢ao f é dada por

(z —a)’ (x — a)

fla)+ (x—a) f' (a) + —— @)+ =" (a) +

desde que a série seja convergente.

Também aqui se poe a questao de saber em que condigoes a funcao f é representada pela sua
série de Taylor!

Exemplo 154 Obtenha o desenvolvimento em série de Taylor da funcao f(x) = %, no ponto x = 1. Para que

valores de x a série é convergente?

Resolugao

fle)=L=271 = fa)=-22 = [f'(z)=22"
Entdo, f (z) = (—=1)" nlz=""1, pelo que f™ (1) = (- )
Logo, a série de Taylor da fungao f (x) = %, no ponto x = 1 é

2 3 n
o) = rW+ -0+ E iy oy B gy 4

= 1-(@-D+@-1)2-@-1)°+ -+ (D" (z-1)"+--

Ou seja, ¢ (x) é uma série geométrica de razao 1 —z. Esta série é absolutamente convergente para |1 — x| < 1,
ou seja, |z — 1| < 1.

Logo, —1 <z —1 < 1, ou seja, 0 < & < 2. A série é absolutamente convergente em ]0, 2[.

Note-se que ILH =l—-a+a?2—a23+---+(=1)"2" + -, pelo que, substituindo = por x — 1, obtemos

1 n n

- —1—(z—-D+@-1)° -1+ 4+ ()" (@=1)"+ -

Exemplo 155 Obtenha o desenvolvimento em série de Taylor da funcdo f (x) = +/z, no ponto x = 1. Para que
valores de x a série é convergente?

Resolugao
f(z)=\x= 7 —> f(x)= %x_% = " (z)= _ix—% = [ (2) = %x_%
Logo, a série de Taylor é

1 1 1

o(z) = 1+§(x1)Zxa(xl)QJrgx?)l(xl)?’—x—.(z1)4+~'~+<
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Note-se que a série anterior pode ser obtida a partir da série de MacLaurin para a funcéo g (z) = /1 + z,
substituindo = por x — 1.
3 1

Ora, Vl—l—x:l—l-%x—%X“Q”—?—l—%><%—l—---—l—(f)x”+~-~,peloqueteremos

n
1

V1F _1_1_|_1( _1)_lxﬂ+§xﬂ+ +(2 (x—1)"+
rTaT AT 4 7] 8 3! n) "

Logo, para —1 <z — 1 < 1, a série é absolutamente convergente.
Ou seja, a série é absolutamente convergente para 0 < x < 2.

Exemplo 156 Obtenha o desenvolvimento em série de Taylor da fungdo f(x) = sinxz, no ponto x = 5. Para
que valores de x a série é convergente?

Resolugao

f(z)=sinz = f (z)=cosz A f"(z) = —sinz A f" (2) = —cosz A f*) (z) =sinz = f (z)
E, apartir daqui, tudo se repete. Entéo, a série de Taylor de f (z) é

L O R P C R T AR

2
D D R T ()

A série anterior é convergente para qualquer valor de z e, devido a proposigdo seguinte, representa f (x), ou
seja, f(z) = ¢ (z),Vz e R.

¢ (z)

Proposigao 157 Se uma funcio f admite derivadas de todas as ordens e existe um numero positivo k, tal que
numa vizinhanca de a, todas as derivadas verificam a condi¢cGo |f(”) (ac)| < k, entdo f é representada pela sua
série de Taylor, nessa vizinhanga.

Proposigao 158 Se uma funcao f admite derivadas de todas as ordens e existem dois niumeros positivos k e T,
tal que, numa vizinhanca de a, todas as derivadas verificam a condi¢do ’f(”) (x)| < kr™, entao f é representada
pela sua série de Taylor, nessa vizinhanga.



Capitulo 4

Equacoes de Pell-Fermat

Vejamos como resolver as equacoes 2 — 2y? = +1, com z,y € N.

Comecemos pela equacio z? — 2y? = —1. Como esta equacio admite a solucio zg = 1,50 = 1 e 2 nfo é
quadrado perfeito, entdo admite infinitas solucdes, o mesmo acontecendo com a equacdo z2 — 2y2 = 1, a qual
admite a solugao trivial = 1,y = 0. Para obtermos as solucoes das duas equagoes, procedemos do seguinte
modo:

Consideramos a matriz B = na qual by; = bag = 29 = 1,ba1 = yo = 1,b12 = 2yg = 2) e, ainda, as

2
i
duas sucessoes (2,,) e (yn) definidas por [x"ﬂ} = [1 2] [x”], com zg = 1,90 = 1.

yn+1 1 1 n
Entao: ) )
] [1 2] [wo] [T 2] (1] _[3
Y1 __1 1_ Yo __1 1_ _1___2
[zo] 1 2] [zi] 1 2] (3] 7
Y __1 1_ U1 __1 1_ _2___5
_1:3___1 2] _LUQ___I 2] _7___17
ys| |1 1] |y2| |1 1| [5] " |12

Se prestarmos atencdo, verificamos que, alternadamente, obtemos soluges de cada uma das equagoes. Se

pretendermos as solucdes da equacdo z2 — 2y = 1, multiplicamos a matriz A = B? = H ﬂ E ﬂ = B ;l]

por [(ﬂ , obtendo-se B} , depois multiplicamos B ;l] pela solugao g e assim sucessivamente. Se pretendermos
- .~ 9 - 3 4 1 7 . - ,

as solugoes da equagao z° — 2y° = —1, multiplicamos 9 3| Por || obtendo-se L depois multiplicamos

34 ela solucao 7 etc

2 3 p Q 5 ) N

. 1 2 . ~ .
Ao sistema B”H] = {1 J B"} ,ou a outro andlogo, chamamos um sistema de equacoes com diferencas.
n+1 n

Os célculos para obtencdo das solucoes da equacgio 22

—2y% =1, podem ser efectuados numa folha de cslculo:

n|0|1| 2] 3 4 5 6 7 8 9
x| 13|17 (99| 577 | 3363 | 19601 | 114243 | 665857 | 3880899
y | 0]2]12] 70| 408 | 2378 | 13860 | 80782 | 470832 | 2744210

E possivel encontrar o termo geral das solucdes das equacoes 22 — 2y% = —1 e 22 — 2y® = 1, determinando
a matriz A™, para o que procedemos a diagonalizacdo da matriz A. Os valores préprios de A sdo as raizes do
polinémio caracteristico A2 — 6A + 1 que séo 3 & 2v/2.

Os termos gerais das duas sucessoes que dio as solucoes da equacdo z2 — 2y? = 1 sdo

{ Ty =Cp (3 + 2\/§)n + co (3 — 2\/5)”
Yn = C3 (3 + 2\/5)11 +cy (3 — 2\/5)71

71
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com cy,Ca,c3,¢4 € R, constantes estas que podem ser obtidas a partir das condigoes iniciais.
Neste caso, temos ¢; = ¢y = %, c3 = 2—\1/5, cy = —2—\1/5, pelo que

(3+2v2)" + (3-2v2)"

~ (3+2v2)" 2 (3-2v2)"
Yn = 972

Tn

Também podemos definir as duas sucessoes anteriores, por meio de duas equacbes com diferencas, a dois
passos:
zo=1,21 =3,y =0,y1 =2
Tnt2 —6Tpg1 + 2, =0
Yn+2 — 6yn+1 + Yn = 0

n n
E obtinhamos, novamente, { In =0 <3 + Qﬁ)n te (3 - 2\/§)n
Yn = C3 (3—&—2\/5) + ¢y (3—2\/5)
De modo andlogo se encontram as solucdes da equacdo =2 — 2y? = —1.
As equacdes do tipo 22 — Ny? = 1, com N um nimero natural ndo quadrado perfeito, sdo conhecidas por
equagoes de Pell-Fermat e estao relacionadas com as Fracgdes Continuas, um outro tépico da Teoria dos Nimeros.

De qualquer modo, podemos adiantar que os termos gerais das solucdes da equacio z2 — Ny? = 1, com N nio
quadrado, sao dadas por

(:101 —l—yn/ﬁ)n + (x1 —y1\/N>n

(iﬁl -l-yn/N)nE (IE1 —y1\/N)n
Yn = 2\/N

onde 1 e y; 30 os menores inteiros positivos que satisfazem a condicao 2 — Ny? = 1 (a esse par de niimeros
chama-se solugao fundamental).

Exemplo 159 Determine os numeros triangulares que sdo quadrados perfeitos.

Resolucao
Numero triangular é um nimero da forma "(”;1), o que corresponde & soma 1+ 2+ --- + n. Entao devemos
ter 2D — 12 Ora;
5 . :
1
% =m? <= n*4n=2m% <= M’ +an+1=8m’+1 < (2n+1)°—8m? =1

Esta equacdo ¢ do tipo 22 — 8y2 = 1, mas pode ser resolvida a partir da equacio 22 — 2y?> = 1. Para isso,
basta observarmos que, em qualquer solugao desta 1ltima equagao, temos x fmpar e y par.

Entao, {m’“’l} = [3 4} {xk} = [3xk +4yk], com xg = 1,50 = 0.

Yk+1 2 3| |yk 2z, + 3y
9 1 Tk — 1 o — 1 0
— ’)’Lk = no = =
Como { nk_—; Tk temos m2  pelo que 0 y02
Yk = 2my meT mO:EZO

Yk+1 2z, + 3y 2mp4+1 T 2(2ng + 1) + 3(2my) dng + 6my + 2

Nk+41 _ Ing +4mg + 1
Mk41 2n; +3my + 1

De |:xk+1:| _ |:337k + 4yk} vem |:2nk+1 + 1] o {3 (2n, +1)+4 (ka)] _ {6711C + 8my, + 3]

2np41 + 1| |6ng +8my + 3
2mp+1 T |4ng + 6my + 2
Recorrendo a uma folha de cédlculo, vem:

E daqui obtemos, [ } , donde se conclui que {
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k n m m

0 0 0 0

1 1 1 1

2 8 6 36

3 49 35 1225

4 288 204 41616

5 1681 1189 1413721

6 | 9800 6930 48024900

7| 57121 | 40391 1631432881
8 | 332928 | 235416 | 554220693056

Vejamos como resolver a equacao z? — 8y2 = 1, directamente:
Esta equagdo admite a solugao trivial (1,0) e a solugao (3, 1), dita solugdo fundamental. Seja A = {3 8] .

1 3
- Tpt1| 3 8| |zn| _ |32n + 8YUn _ _
Entao, [ynﬂ} = [1 3] [yn] = {Cﬂn 43y, | com xg=1eyy=0.

Na tabela seguinte, indicam-se algumas solugoes da equacao:

x| 1| 3| 17|99 | 577 | 3363 | 19601 | 114243 | 665857
y|0]1] 6 |35]204 | 1189 | 6930 | 40391 | 235416

Oberve-se que a equacao z2 — 8y%2 = —1 ndo tem solucdes inteiras, uma vez que, se  é fmpar, entdo x> =
—1 (mod38).

Note-se, também, que obter a solucao fundamental duma equacio do tipo 2—Ny? = —1, com N nao quadrado,
pode ser bastante complicado, para quem nao conhecer o respectivo algoritmo. Uma terceira observagao é que a
equacdo z2 — Ny? = —1, com N nfo quadrado, ¢ impossivel sempre que N admita um divisor da forma 4n + 3,
ou que N seja muiltiplo de 4. Finalmente, registe-se que o facto da equacdoz? — Ny? = —1 ter ou nfo ter solucdes

inteiras depende do comprimento do periodo do desenvolvimento de v N em fraccdo continua ser impar ou ser
par. Mas, o que é uma fraccao continua?

Intuitivamente, diremos que fraccdo continua é uma expressao da forma ag + a++, com ag um
Tagr—2—
a3tar—
inteiro qualquer e aq, as, as, aq, . .. inteiros positivos.

As fracgbes continuas podem ser finitas (que representam nimeros racionais), infinitas periédicas (que rep-
resentam as chamadas irracionalidades quadraticas) ou infinitas nio periddicas (que representam os restantes
nimeros irracionais). Seguem-se dois exemplos da determinacao da fracgdo continua correspondente a um nimero
irracional:

Vejamos como obter a expansao de 3 — 2v/2, em fraccdo continua:

a=0ap=3—-2v2=0,17 --- Entdo, ag = 0.

a; = m =3+2V2=5,82.-- Entdo, a; = 5.

=gl = oo = HAE =452 =1,20- - Entdo, ay = 1.

a3 = % - = = ¢§2_1 =2+4+22=4,8... Entdo, a3 = 4.

=z =
_ 1 — 1 -2 — ... 3 =

a4—2+2\/§_4—2\/§_2—\/§_1—a2—1, 20 Entao, ay = 1.

A partir daqui, tudo se repete, obtendo-se uma fracgao continua periédica.Entao, g = 0 + 5++
T

4t

Logo, ag = (0,5,1,4,1,4,---) = (0,5,1,4)
Como exercicio, vejamos a maneira de obter a expansao de v/41, em fraccdo continua:
a=ag=+41 =6, 40--- Entdo, ag = 6.

= 1 =6/ _ 9 48... Entdo, a; = 2.

o (viT+)
1 _ 5 o 5(VAlw4)  g4yvam _ < _
ag—agﬁ_Q—\/ﬁ%— o === =2, 08--- Entao, ay = 2.
5(6++/41 -
a3:4+y}1—1_2:\/ﬁ_6: ( - )=6—|—\/41=12,4O---Entao,a3:12.

— 1 — 1 — — a =
4= AT T U S = 2,48 Entao, a; = 2.
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Logo, a = ap = (6,2,2,12,2,2,12,---) = (6,2,2,12)

Obtivemos, assim, uma fracgao continua periédica, cujo periodo tem comprimento 3.

Como 3 é impar, a equacio x> —41y? = —1 tem infinitas solucdes inteiras, o mesmo acontecendo com a equacao
DPn = GpPn—1 + Pn-2

Qn = anGn—1 + gn—2
¢—2=1p2=0,g-1=0,p2=1

2% — 41y? = 1. Essas solucdes estdo indicadas na seguinte tabela em que

n|—-2|-1[0 1 2 3 4 ) 6

an, 6 2 2 12 2 2 12

pn | O 1 (6] 13 | 32 397 826 2049 25414
an 1 0 |1 2 5 62 129 320 3969
’q’—: 616,5]6.4]|6,4032 | 6,4031 | 6, 403125 | 6, 403124

Como o perfodo tem comprimento 3, as solucdes das equacoes x2 —41y? = +1 aparecem nas colunas correspon-
dentes a n = —1,2,5,8,11,... Refira-se, ainda, que lim Z—: = /41 e que as fraccdes % chamamos convergentes.

Se o leitor quiser dar-se ao trabalho de obter a expansdo de /1609 em fraccio continua, ird verificar que,
mesmo para numeros razoavelmente pequenos como 1609, o trabalho poderd ser razoavelmente grande. Aqui,
uma folha de cdlculo nao é de grande utilidade (a menos que se saiba mais sobre frac¢oes continuas), mas podemos
utilizar a calculadora TT 92 ou outra que permita trabalhar com valores exactos de 1/1609.

Seguidamente, apresentamos os cdlculos para a determinacao da fracgao continua que representa +/1609.
Note-se que, dado = € R, |z| representa o maior nimero inteiro ndo superior a x.

ap = V1609 = ag = |V/1609] = 40

V + V +
1 1609 + 40 1609 + 40
V1609 — /1609 | 9 9
B 1 V1609 + 32 . _L\/1609+32J_1
VIG09 +40 L\/1609 + 40 | 65 2 65
9 9
1 V1609 + 33 V1609 + 33
Qz = = = a3=|——]=9
V1609 +32 L\/1609 132 | 8 )
65 65
1 V1609 + 39 V1609 + 39
g = = — gy = |— | =7
V1609 +33 L\/1609 + 33J 11 11
8 8
1 V1609 + 38 V1609 + 38
a5 = = =3 a5 = I\iJ — 5
VI609 +39 L\/1609+39J 15 15
11 11
1 V1609 + 37 V1609 + 37
Qg = = = ag=|—F7+] =4
V1609 +38 L\/1609 138 | 16 16
15 15
1 V1609 + 27 V1609 + 27
ar = = — o= " =1
V1609 +37 L\/1609 + 37J 55 55
16 16
1 V1609 + 28 V1609 + 28
ag = = = ag=|——] =4
VI609 +27 L\/1609+27J 15 15
55 55
1 V1609 + 32 V1609 + 32
g = = = ag=|——]|=1
V1609 +28 L\/1609 198 | 39 39
15 15
1 V1609 + 7 V1609 + 7
X0 = = = ap=|—F7>|=1
V1609 +32 /1609 + 32 40 40

39

d 39
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o 1 _\/T609 + 33 o L\/1609 £33
HTOVI609 + 7 L\/1609 £ 13 1 13
10 0
1 1609 + 32 V1609 + 32
Q1 = = = app=|——] =
V1609 +33 L\/1609 +33, 15 15
13 13
o 1  VT609 + 13 o L\/1609 £13)
PTV1600 +32 L\/1609 132 | 32 13 32
15 15
o 1 ~/I609 + 19 o L\/1609 £19)
M V1600 £ 13 L\/1609 13 | 39 1 39
32 32
. 1 ~/T609 + 20 o L\/1609+20J B
T VI609+19 L\/1609 + 19j 31 15 31
39 39
o 1 V1609 + 11 . ‘_L\/1609+11J_1
T VI609 +20 L\/1609 +20 | 48 16 48
31 31
1 V1609 + 37 V1609 + 37
ay; = - ayy = [ Y2 00— 15
VI609 + 11 L\/1609+11J 5 5
13 8
o 1 _\/I609 + 38 o L\/1609 +38)
T VI609 37 L\/1609 T 37J - 33 18 = 33 =
5 5
o 1 /1609 + 28 o L\/1609 +28)
P VI609 38 L\/1609 +38, 25 19 25
33 33
. 1 /1609 + 22 o L\/1609 +22
7 V1609 +28 L\/1609 128 | 45 20 15
25 2%
. 1 ~/I609 + 23 o L\/1609+23J B
ST VI609 +22 L«/1609 +22 | 2% 2 24
15 45
. 1 ~\/I609 + 25 o L\/1609 +25
7 V1609 +23 L\/1609 1923 | 41 22 1
24 24
. 1 ~V/I609 + 16 ro = | YIOOI 416,
V1609 +25 L\/1609 1925 | 33 23 33
a1 a1
o 1 ~/I609 + 17 o L\/1609 1T
T V1609 + 16 L\/1609 16 40 24 40
33 33
. 1 ~V/I609 + 31 o L\/1609 £31
T V1609 + 23 L\/1609 +23, 21 25 24
27 27
. 1  VT609 + 17 o L\/1609 1T
7 V1600 +31 L\/1609 131 | 55 2 55
24 24
1 V1609 + 38 V1609 + 38
Qo7 = = agy = |————| =26
VI609 + 17 /1609 + 17 3 3

(0]
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1 /1609 + 40 V1609 + 40

6 = = — = = 26
T V1609 38 Y1609+ 38 3 =5
3 3
1 /1609 + 38 v 1609 + 38
@20 = = = ay=|—F7F—]=1
v 1609 + 40 _ L\/ 1609 + 40J 55 55
3 3
1 V1609 + 17 V1609 + 17
30 = = = a3 = |——F—] =2
v 1609 + 38 _ L\/ 1609 + 38J 24 24
55 55
1 v/ 1609 + 31 v 1609 + 31
31 = = = a3 = |——F—] =2
v 1609 + 17 _ I_V 1609 + 17J 27 27
24 24
1 /1609 + 23 v 1609 + 23
32 = = = ap=|—7F7—]=1
v 1609 + 31 B L\/ 1609 + 31J 40 40
27 27
1 V1609 + 17 V1609 + 17
@33 = = = a3 =|——(r— ] =1
v 1609 + 23 B |~\/ 1609 + 23J 33 33
40 40
1 1v/1609 + 16 v 1609 + 16
*34 = = = apu=|—71—]=1
V1609 + 17 _ L\/ 1609 + 17J 41 41
33 33
1 v 1609 + 25 v 1609 + 25
ags = = = a3 = |————— ] =2
/1609 4+ 16 _ L\/ 1609 + 16J 24 24
41 41
1 /1609 + 23 v 1609 + 23
36 = = = aze=|—FH—] =1
v 1609 4 25 _ L\/ 1609 + 25J 45 45
24 24
1 /1609 + 22 v 1609 + 22
37 = = = ayr=|——F—] =2
v 1609 + 23 _ |~\/ 1609 + 23J 25 25
45 45
1 /1609 + 28 /1609 + 28
*38 = = = azp=|——(0 =2
v 1609 + 22 _ I_V 1609 + 22J 33 33
25 25
1 /1609 + 38 v/ 1609 + 38
Q39 = = = a39 = LiJ =15
v 1609 + 28 B L\/ 1609 + 28J 5 5
33 33
1 /1609 + 37 v 1609 + 37
Q40 = = = ap=|—p7—]=1
v 1609 + 38 B |~\/ 1609 + 38J 48 48
5 5
1 v/1609 + 11 v1609 + 11
41 = = = an=|—71—]=1
v 1609 + 37 _ L\/ 1609 + 37J 31 31
48 48
1 /1609 + 20 v 1609 + 20
Q42 = = = ap=|—Ffp—]=1
v1609 + 11 _ L\/16()9—‘y-11J 39 39
31 31
1 /1609 + 19 v 1609 + 19
43 = = = a3 =|—F7—] =1
v 1609 + 20 _ L\/ 1609 + 20J 32 32
39 39
1 v/ 1609 + 13 v 1609 + 13
gy = = = = |—p—]
v 1609 + 19 LV 1609 + 19 45 45

32 d 32 J
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o 1 ~\/T609 + 32 o L\/1609+32J .
PTVI600 +13 L\/1609 13 13 45 13
15 15
o 1 _ VIB09+33 7L\/1609+33J71
V16090 +32 L\/1609 132 | 40 46 10
13 13
o 1 _ V609 +T _L\/1609+7J_1
V1600 +33 L\/1609 £33 39 47 39
10 10
1 V1609 + 32 V1609 + 32
s = = = = |——F——] =4
VI609 +7 L\/1609 7 15 15
39 39
o 1 ~\/T609 + 28 o L\/1609+28J .
T VI600 +32 L\/1609 132 | 55 49 55
15 15
o 1 V1609 + 27 . _L\/W+27J_4
07T /1600 + 28 /1600 + 28 16 50 = 16 -
55 -1 55 J
o 1 ~\/T609 + 37 iy = | YOOI 43T
LT /1600 + 27 /1600 + 27 15 51 15
16 -1 16 J
e — 1 V1609 + 38 . _L\/W+38J_7
27 /1609 + 37 /1600 + 37, 11 52 = 11 =
15 -1 15 J
o 1 ~/T609 + 39 wg = (VIO H39,
P VI600 38 L\/1609 138 | 8 > 8
11 11
o 1 /1609 + 33 o L\/1609 €3
V1609 +39 L\/1609 +39, 65 54 65
8 8
o 1 ~/I609 + 32 o L\/1609+32J s
7T V1609433 L\/1609 133 | 9 % 9
65 65

s =
©T V1609 432 YI609 + 32
9

« = =
T /1609 + 40 — [/1600 + 40| 9

1

9 J
1 V1609 + 40

= — a57:a1:L

= /1609 + 40 = ase = | V1609 + 40| = 80

v1609 + 40

g 1=F

A partir daqui, tudo se repete, pelo que /1609 se escreve como uma fracgao continua periédica, tendo-se que
o periodo ¢é constituido por 56 nimeros.
Convém registar que o comprimento do periodo ndo tem nada a ver com a ordem de grandeza dos nimeros de
que estamos a achar a frac¢do continua. Vejamos a fracgao continua correspondente ao nimero /1613, nimero
este que é préximo de /1609:

Exemplo 160 Determine a expansao de /1613 em frac¢io continua.

Resolucao
By = V1613 = by = |V/1613] =40
1 1613 + 40
/Bl = = = bl = |_
V1613 — [v/1613] 13
8, = 1 V1613 + 38
° VI613+40 L\/1613 + 40J 13
13

13

V1613 4 40

13

= by

|=6

V1613 + 38
==

|=6
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1
- — V1613 +40 —> bg = | /1613 + 40| = 80
fs VIGI3 +38 L\/1613+38J 3= 1 |
13 13
5 1 _ VI6I3+40
\ -

T VI613 + 40— [V1613 +40] 13 fr
Entéo, /1613 = (40,6, 6,80) = 40 + 6++.

T — —
6
— T
[ ———
6+

Exemplo 161 Determine os Ternos Pitagdricos da forma (x,x + 1,y).

Resolugao
P+’ =y = 224+ +2u+1=9 —= 22 +2+1=y>
= Al 4dz+1=2P -1 —= (2z+1)°—2%=-1
Neste caso temos de resolver a equacao X2 —2Y?2 = —1.

Dos problemas anteriores ja sabemos que
Xny1| |3 4| [ Xn| _ |3X, +4Y, com Xo| |1
Yor1 | |2 3| |Ya|  |2X,+3Y,| Yo| — |1|

Logo,
2p41 + 1| (322, +1)+4yn| |6z, + 3+ 4y,
Yn+1 1222z + 1) +3yn]  |4an + 24 3yn

Tppr| _ [BTn 42y + 11 Hwo| |0
Yn+1 dx, + 3y, + 2| Yo 1
Também podemos calcular directamente os valores de X e Y e, depois, os valores de x, como se indica na
tabela seguinte:

Entao,

n X Y T z+1 Y

0 1 1 0 1 1

1 7 5 3 4 5

2 41 29 20 21 29

3 239 169 119 120 169

4 1393 985 696 697 985

5 8119 5741 4059 4060 5741

6 47321 33461 23660 23661 33461

7 275807 195025 137903 137904 195025
8 1607521 1136689 803760 803761 1136689
9 9369319 6625109 4684659 4684660 6625109
10 | 54608393 | 38613965 | 27304196 | 27304197 | 38613965
11 | 318281039 | 225058681 | 159140519 | 159140520 | 225058681

Neste ponto, ¢ muito natural que achemos que o problema estd resolvido e queiramos ficar por aqui. Mas,
também pode acontecer que achemos que pode haver mais para descobrir.

Se nos lembrarmos da sucessao de Fibonnaci e das suas propriedades, talvez nos apeteca calcular o quadrado
dum termo da sucessao que nos d4 os valores de y e comparar o resultado com o produto dos termos "adjacentes".

Assim, 52 =29 x 1 — 4,292 =169 x 5 — 4,169% = 985 x 29 — 4, ...

E natural supor que, para todo o nimero natural n, tenhamos Ynt2 =
qualquer termo, conhecidos os dois primeiros.

4+31721+1

s, 0 que nos permite calcular
n

Mas, se estivermos fora de contexto e olharmos para a sucessao definida por y, 42 =
y1 = 5, uma divida nos surgird: Serao todos os termos desta sucessao nimeros inteiros?

Uma propriedade curiosa desta sucessao é a seguinte:

5=22412,29 =52 +22 169 = 122 4 52,985 = 292 + 122, ...

a4yl
— 0, com yo = le
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Uy = ]., V1 = 2
Com alguma intuigao, consideramos as sucessoes (uy,) € (v, ) definidas por ¢ Upy1 = Uy + 20, ,
Up41 = 2Up41 + Uy = 2uy, + vy,
cujos primeiros termos (a partir do terceiro) estdo indicados na seguinte tabela:

n | 3 4 5 6 7 8 9 10
Uup | 29| 169 | 985 | 5741 | 33461 | 195025 | 1136689 | 6625109
vy, | 70 | 408 | 2378 | 13860 | 80782 | 470832 | 2744210 | 15994428

Os valores de u sao os valores de y. Mas, como obter os valores de 7
A resposta estd neste quadro:

U 115 29 [169 | 985 | 5741 | 33461 195025 | 1136689

v 2112 | 70 | 408 | 2378 | 13860 | 80782 | 470832 | 2744210
3120 | 119 | 696 | 4059 | 23660 | 137903 | 803760 | 4684659

r+1 421|120 | 697 | 4060 | 23661 | 137904 | 803761 | 4684660
Ui 5129 | 169 | 985 | 5741 | 33461 | 195025 | 1136689 | 6625109

Os elementos da ultima linha da tabela anterior sdo os da primeira linha, eliminando o 1° elemento (1) e
deslocando os restantes uma casa para a esquerda. O primeiro elemento da terceira linha (3) é a soma de 1 com
2. O segundo elemento da terceira linha (20) é a soma dos nimeros 1, 2, 5 e 12, ou dos ntimeros 3, 5 e 12. O
terceiro elemento da terceira linha (119) é a soma dos nimeros 20, 29 e 70, ...

E os trés dltimos elementos de cada coluna dao-nos os sucessivos ternos Pitagéricos que pretendiamos. Mas
h& mais:

Cada elemento da 2% linha é o dobro da soma dos elementos da 1¢ linha até & respectiva coluna:

2=2x1,12=2x(145),70=2x (14+5+29),...

Cada elemento da 1% linha (com excep¢ao do 1°) é a soma de 1 com o dobro da soma dos elementos da 2%
linha que estao nas colunas anteriores:

5=142x229=14+2x(2+12),169=1+2x (24124 70),...

Mas voltemos as sucessoes definidas por

Xo] 3 4] [X,] _ [3X, +4Y, X [
Yorr |~ (2 3| | Y| T [2Xn 43V, M [ vo| T 1

Tn+1 _ 3$n+2yn+1 , com Zo — 0
Yn+1 4z + 3yn + 2 Yo 1
| Xn+2 - 6Xn+1 +X,=0
E fécil verificar que ¢ Ynt2 — 6Ynt+1 +yn =0 , pelo que é possivel obter o termo geral das trés sucessoes,
Tn+2 — 6-Tn+1 +z, =2
se tivermos alguns conhecimentos de equagoes com diferengas. Refira-se que as duas primeiras sdo equagoes
lineares homogéneas, enquanto que a terceira é uma equagdo linear ndo homogénea. A equacdo caracteristica,
N —6A+1= 0, & a mesma para as trés equacoes. As raizes da equacio caracteristica sdo 3 + 2v/2, ou seja,
2
(1£v2)".

Sejaoz:ozozl—i—ﬂ. Com02<1+\/§<3, temos ag = 2. Entao,
1 1
alz =
1+v2-2 V2-1

Entdo, « = 14+v2 = (2,2,2,2,2,...) = (2).
Se o leitor estd familiarizado com fracgbes continuas, sabe preencher a seguinte tabela, cujas duas tltimas
linhas sao bastante curiosas, pois nela aparecem os valores de u e de v, alternadamente:

:1—1—\/5:0[0

n|-2|-1]10]1]23]| 4] 5 6 7 8 9
Gp | == |- |0 22 2| 2] 2 2 2 2 2
pn | O 1 0|1 ]|2] 5 [12|29| 70 | 169 | 408 | 985
gn | 1 0 [1]2]5]12]29| 70| 169 | 408 | 985 | 2378
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Vejamos como obter os termos gerais dalgumas das sucessoes envolvidas.
X, =C1(34+2v2) +Cs (3-2V2)

Xo=1 Ci+C =1 Co=1-C4
{X1:7 - {01(3+2\/§)+02(3—2\/§):7 :‘{01(3+2ﬁ)+(1—01)(3—2\/§):7

—
V)

— 02:1—01 — 02: 2
Cr (3+2v2-3+2V2) =7-3+2/2 Oy = L2027 = 10

2
V2
Entao,
_1+\/§ n 1_\/§ n
Xo=— (3+2\/§)+ > (3—2\/5) Vn € Np
yn =Cs (3+2V2)" +Cy (3-2v2)"
{?Jo:l - {C1+02=1 :>{C'2:1—Cl
y1 =5 Cr(3+2v2)+C2(3-2V2) =5 Cr(3+2v2)+(1—-C1) (3—2V2) =
_ _ 22
- {22_31_2% 34+2v2) =5—-3+2V2 :>{02_2+422 242
1 (3+2v2-3+2v2) =5-3+ Cr=HZ2 = 2
Entao,
_2+\/§ n 2_\/5 n
hn = (3+2\/§)+ - (3—2\/5) Wn e Ny
on=Cs (3+2v2)" +Cs (3-2v2)" — 1
o =0 — C5+C6—%=O . 06:%_05
x1 =3 C5(3+2v2)+Cs (3-2v2) — 3 =3 C5(3+2v2)+ (3 -C5) (3-2v2) =1
= {06:%_05 — 06:1_4ﬁ
Cs(3+2v2-3+22)=1-312 Co =22 = 242V _ 14/
Entao,
_1+42 no1-4/2 no1
Tn = — (3+2\/§)+ - (3—2\/5) ~ 5" eN,

Exemplo 162 Determine as unidades do Anel Z (\/5) = {a + V2 a,be Z}

Resolugao
Relembramos que unidade dum anel com identidade ¢ um elemento invertivel. Calculemos o inverso de a+bv/2:

1 a—b/2 afb\/i_ a b NG

a+bv/2  (a+bv2) (a—bv2) a®—202  a®>—202 a® — 22

Entdo, a® — 2b2 tem de dividir a e b. Entao, a® — 2b? tem de dividir o méximo divisor comum entre a e b.

Por outro lado, o méximo divisor comum entre a e b divide a? — 2b%, pelo que a? — 2b% = +1.

E, assim, fomos conduzidos as equagoes x2 — 2y? = +1, com x,y € Z, o que (como ji sabemos) mostra que
hé infinitas unidades no Anel considerado.

Como curiosidade, note-se que uma das unidades é 1 4+ v/2, a partir da qual obtemos outras unidades, como
por exemplo, (1 + \/5)2 =3+ 2\/5, (1 + \/5)3 =74+ 5\/5, (1 + \/5)4 =17+ 12\/5, obtendo-se, também, as
solugoes (inteiras e positivas) das equagdes #2 — 2y?> = +1. As outras unidades obtém-se através dos conjugados
e dos simétricos das unidades acima referidas.

Exemplo 163 Na minha Rua, sé hd casas num dos lados. As casas estao numeradas (1, 2, 3,...) e verifica-se
um facto curioso: a soma dos niumeros das casas que estao antes da minha é exactamente igual ¢ soma dos
nimeros das casas que estao depois da minha. Em que nimero moro e quantas casas tem a minha Rua?
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Resolugao
Suponhamos que moro na casa nimero n e que hé k casas depois da minha. Entao:

n(n—1) (n+1+n+k)k
2 2

n*—n=2mnk+k*+k < n*—(1+2k)n— (*+k)=0

L4 2k £ /(14 2k)° + 4 (k2 + B) 142k + VB2 8k 1 1
5 < n = B)

— n=

Neste problema, apenas interessa a solucdo positiva, com a condicdo de 8k% 4 8k + 1 ser um quadrado perfeito.
Entdo 8k% + 8k + 1 = 22, para certo inteiro .

82 +8k+1=a? <= 2(dk? +4k+1) =2’ +1 <= 2(2k+1)° —2? =1 <= 22 -2(2k+ 1)’ = -1

E, mais uma vez, obtivemos a equacio de Pell-Fermat 22 —2y? = —1, com y = 2k+1. Note-se que n = W
com x um inteiro positivo ou nulo.

Na tabela seguinte, apresentam-se algumas solugoes da equacao e onde estao indicadas algumas solucoes do
problema proposto:

)

x 1| 7] 41 ) 239 | 1393 | 8119 | 47321 | 275807 | 1607521
Ui 115]29] 169 | 985 | 5741 | 33461 | 195025 | 1136689
k 02|14 84 | 492 | 2870 | 16730 | 97512 | 568344
n 1]6]35] 204 | 1189 | 6930 | 40391 | 235416 | 1372105
n+k | 1|8]49 | 288 | 1681 | 9800 | 57121 | 332928 | 1940449

Exemplo 164 Moro numa Rua onde hd casas nos dois lados. Num dos lados, as casas tém nmimeros pares e
no outro numeros impares; euw moro numa casa de nimero par, enquanto o meu tio mora numa casa de numero
impar que, por sinal, € o niumero a sequir ao meu. Além disso, verifica-se que a soma dos nimeros das casas
pares que nao estao depois da minha é igual & soma dos niumeros das casas impares que nao estao antes da casa
do meu tio. Qual o nimero da minha casa?

Resolugao
Suponhamos que moro na casa nimero 2n e que hd k casas de nimero impar que nao estao antes da casa do
meu tio.
Entio 2+4+---+2n=n(n+1)
"L @n+1)+ e+ (2n 42k — 1) = 2oElEZnigked o — (2 + k) k = 2nk + k2

Logo:

2k — 1+ /4k? — 4k + 1 + 4k?
nn=2nk+k <<= n*+(1-2k)n—k*=0 = n= v 5 Tt

n_2k—1i\/8k2—4k+1
B 2

Entao 8k% — 4k + 1 = y2, para certo inteiro y.

8k —dk+1=y% < 16k> —8k+1=22 -1 — (4k—1) —2°> = -1

E mais uma vez obtivemos z? — 2y?> = —1, agora com z = 4k — 1.
Na tabela seguinte apresentam-se algumas solucoes da equagao que resolve o problema proposto:

x 1 | 7| 41 | 239 | 1393 | 8119 | 47321 | 275807
Y 1 | 5] 29 | 169 | 985 | 5741 | 33461 | 195025
k 10,5]2]|10,5| 60 | 348,5 | 2030 | 11830,5 | 68952
n | 0,54 24,5 | 144 | 840,5 | 4900 | 28560,5 | 166464
2n | 1 | 8| 49 | 288 | 1681 | 9800 | 57121 | 332928
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Observe-se que n tem de ser um nimero inteiro e x deve ser da forma 4k — 1, pelo que as solugoes do problema
(8,288,9800, 332928, .. .) aparecem em colunas alternadas.

Exemplo 165 FE fdcil verificar que a soma de dois niimeros triangulares consecutivos é um quadrado. Determine
0s quadrados que sao soma de quatro niumeros triangulares consecutivos.

Resolucao ) )
Seja f (TL) _ n(n2+1) + (n+1)2(n+2) + (n+2)2(n+d) + (n+d)2(n+4)' Entdo,

fo) = (n+1)é2n+2)+(n+3)é2n+6):2(n;—1) +2(n2+3)

2n? +4n+2+42n% + 120+ 18  4n® + 161+ 20
2 B 2

=2n% 4+ 8n+ 10

Entdo, 2n? + 8n + 10 = t? = 4y?, com t = 2y.

M2+ 8n+10=4y% = n>+4an+4+1=27 — (n+2)°>-2°=-1

E, mais uma vez, obtivemos a equacdo z2—2y? = —1, tendo-se que uma das solucdes do problema é constituida
pelos quatro nimeros 15, 21, 28 e 36 cuja soma é 100.

T 7 41 239 1393 8119 47321

Y ) 29 169 985 5741 33461

n ) 39 237 1391 8117 47319
nintl) 15 | 780 | 28203 | 968136 | 32946903 | 1119567540

@ 21 | 820 | 28441 | 969528 | 32955021 | 1119614860
(t2)nt3) | 28 | 861 | 28680 | 970921 | 32963140 | 1119662181
B0t | 36 [ 903 | 28920 | 972315 | 32971260 | 1119709503
2n” 1 8n + 10 | 100 | 3364 | 114244 | 3880900 | 131836324 | 4478554084

Exemplo 166 Determine os numeros triangulares que sao dados pela soma de dois nimeros triangulares con-

secutivos.

Resolugao

n(n+1) N (n+1)(n+2) _ m(m+ 1) PN (n+1)2:m(m+1)

2 2 2 2
Entao, basta-nos determinar os nimeros triangulares que sdo quadrados, o que foi feito num dos exemplos
anteriores.

Exemplo 167 Seja n um quadrado, tal que a soma dos primeiros n nimeros naturais (positivos) é outro
quadrado. Determine os dois quadrados.

Resolugao

o z2 <w2+1) ~

Z k=—5—= t2, pelo que temos de resolver a equacdo 2 (a:2 + 1) = 2t2.
k=1

Suponhamos, por absurdo, que 22 é par. Entdo o factor primo 2 ocorre, no primeiro membro, um nimero par
de vezes e, no segundo membro, um nimero fmpar de vezes. Logo, z? é fmpar.

Entao, mdc (z,2) = 1 = mdc (xQ, 2), pelo que z? divide t? e daqui se conclui que z divide ¢, pelo que ¢t = yz,
para certo natural y.

Logo, =2 (x2 + 1) = 2222, pelo que 22 + 1 = 2y?, ou seja, 22 — 2y = —1.

E, mais uma vez, obtivemos a equacdo 2% — 2y = —1.

Na seguinte tabela, apresentam-se algumas solugoes do problema:
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z 1] 7 a1 239 1393

y |1] 5 29 169 985
t=ay | 1] 35 | 1189 10391 1372105
n=z° | 1| 49 | 1681 57121 1940449
2t 17 | 1225 | 1413721 | 1631432881 | 1882672131025

2 | 1] 1225 | 1413721 | 1631432881 | 1882672131025

Exemplo 168 Resolva a equag¢ao (2562 + 1)2 —8t2=1, com z,t €NN.

Resolucao

(20 +1)° =82 =1 <= da' 442’ +1-82 =1 « 4o’ +42° = 8> « ' 427 = ¢?
= xQ(xQ—i—l) =2
E obtivemos a equagao do problema anterior.
Exemplo 169 Determine os nimeros hexagonais que sao niumeros triangulares.
Resolugao
(k=2)n+4—k)n
2

, ou seja, da forma (2n — 1) n. Logo:

. Entao, para k = 6,

Recordamos que numero k-gonal é um nimero natural da forma
(4n—2)n
2

vem que nimero hexagonal é um nimero da forma

m(m+1)

5 an? —2n=m?2+m < 16n% — 8n =4m>+4m

m?—n=
16n% —8n+1=4m? +4m+1 < (4n—1)° = (2m+1)*
dn—1=2m+1Vidn—-1=-2m—-1 < 4n=2m+2Vin = —2m
m=2n+1Vm=—-2n

rre

E claro que sé interessam as solugoes positivas, pelo que m = 2n + 1, ou seja, m pode ser qualquer nimero
natural, pelo que todo o nimero hexagonal é um nimero triangular.

Exemplo 170 A soma dos primeiros n nimeros triangulares positivos é igual ao produto de n por um quadrado.
Determine n e o tal quadrado.

Resolugao

“k(k+1) ) I, 1 ) nn+1)2n+1) n(n+1) )
ZTZM — §Zk +§Zk:nt — D t— =t
k=1 k=1 k=1

— nn+1)(2n+1+3):nt2<:>n(n+1)(n+2):nt2

12 6
1 2
= %:t2<:>n2+3n+2:6t2<:>4n2+12n+8=24t2
= P+ 12m+9=24+1 < (2n+3)°—24t> =1

O problema consiste na resolucao da equacao X2 —24Y?2 = 1, equacao esta que admite a solucao fundamental
(5,1).
Xep+1| |9 24| | Xi| _ |5 Xy +24Y; com Xo| |1
Y| |1 5] [ Ya| | Xp+5Y% | Yo| |0]
2np41 + 3| |5 24| |2ng + 3| [10ng + 24t + 15 m ™ 1
Trt1 I tr o 2ng, + 5t +3 |’
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- 2Nk . 10ng + 24t + 12 Ngr1| 5ng + 12t + 6 ny| 1
Entao, { } = [ ten | = | 2np + 5tk +3 | com t =1l

trs oy + 5ty + 3 ] , donde vem

| ——

Nk+1 5 12| |ng 6 ni 1
tono. |3 = 3 5[]+ s oom 2] = )
Entao: ) )
ne|  [5 12 [m] . [6] [5 12][1] . [6] _ [23
I I RS i R I R M
s[5 12] 23]  [6] _ [241
] "2 5 _10] * M = {99}
fna] [5 12] [241] [6] _ [2399]

_t4___2 5_ _99} {3]_{980_

Exemplo 171 Determine os nimeros pentagonais que sao quadrados.

Resolugao
Numero pentagonal é um nimero da forma w Entao:
3n—1
w:tz = 32 —n =22 < 3602 —12n+1 =242 11 & (6n— 1) — 2442 =1
_Xk+1 |5 24| | Xk| |5 Xk +24Y; Xo| |1
Yier) |1 5| Ye] | Xty M Yo T o)
[6nk1 — 1] _ [5 24] [6ng — 1] _ [30n; + 24t — 5 com nl
i trt1 {1 5 tr __6nk+5tk—1 ’ tl__ 1|
~ 671%4.1 _ 30nk + 24tk —4
Entéao, [ bein } = [ 6y, + 5t — 1 }, donde vem
Nk+1 _ 57Lk+4tk—% _ 5 4 ng . % com ny _ ]_.
_tk+1 6ng + 5t — 1 6 5 _tk 1’ t1 1_

E temos um problema: Para que valores de k, n; é inteiro?

i) = Bl - [
= L5l s[5 oL

~[49 40] [ng 8| _ | 49nk + 40t — 8
|60 49] |tk 10| |60n + 49t — 10

O Ot

D Ot

Logo, nj é inteiro, quando k é fmpar.
(nsg] 49 40] [1 81 [81]
t3 60 49 _1] B {10_ - {99_
[ns ] [49 40] [81 81 7921
ts 60 49 _99} B {10} - [9701]
(1] _ (49 40] [7921 8 _ (776 161
tr 160 49] 9701 - |10 a 1950599

g [49 40] [776161 8| | 76055841

| o | 160 49| _950599} N {10} [93 149001}

Os niimeros pentagonais e quadrados sdo, 1,992,97012,950 5992, 93 1490012, ...

E claro que s6 nos interessa conhecer os valores de tj e de t2, com k fmpar.

th41 = 6ng + 5t — 1 10tg41 = 60ny + 50t — 10
{ k+1 k k { k+1 k k — thpo = 10ttt

ti+o = 600y + 49t — 10 ti+o = 60ng 4+ 49t — 10

2 3 -18
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[99 —10] [1] _ [99
10 —1] |o] = |10
(99 —10] '99] B {9701}

10 —1] [10] ~ | 980
(99 —10] [9701] _ [950599
10 —1] _980} - [96030
(99 —10] [950599] _ [93149001
10 -1 96030] - [9409960]

(99 —10] [93149001]  [9127 651499
10 -1 9409960} - [922 080050]
Resposta: 12,992,97012,950 5992, 93 149 0012, 9127 651 4992, . ..

12=1,  992=9801, 97012 =94109401, 9505992 = 903 638 458 801
931490012 = 8676736 387298001, 9127651 4992 = 83314021 887 196 947 001

Exemplo 172 Determine os nimeros pentagonais que sdo numeros triangulares.

Resolucao
2 1 1
(8n + ;(TH ):m(m; ) sisn42=m2im

< 36n° +20n+24 = 12m* + 12m
< 36n%+20n+25 = 12m* + 12m + 1
= (6n+5)°=3(4m*+4m+1) -2
— (6n+5)7°—-32m+1)°>=-2

A resolucio desta equagao implica o estudo prévio da equacdo x? — 3y? = —2, a qual admite a solugao (1,1).

A solugao fundamental da equagao 2 —3y? =1 é (2,1). Seja A = E 2] '

Entao, {xkﬂ} = 2 3} {xk}, com [mo} = [1}
Yk+1 1 2] {uk Yo 1

[21] _ 2 3] [1] |5

vl |1 2| (1] |3

[zo]  [2 3] [5] _[19

Y2 | 12 13 11

[zg]  [2 3] [19] [71

ys| |1 2| [11| — |41

Vejamos como obter os valores de m e n:

|:6'I’Lk+1 —&—5] B {2 3} {Gnk—&—f)] B {12nk+6mk+13

2mpar + 1| |1 2] |2mp +1 6ng +4my + 7

Ng41 = 2ng + my +%

6nK+1 = 12n, + 6my + 8
ME4+1 = Nk +2my + 3

2mpg41 = 6ng + 4myg + 6

4
Mgt = 21 + Mgr1 + 3
Mgt = INk+1 + 2Mmpy1 + 3

Npy2 = 4ng + 2me + § + 3ng 4+ 2my + 3+ 3
Mpyo = 6Nk + 3myg +4 + 6ng +4my +6+ 3

Ngyo = Tk +4my + 7
Mit2 = 120, + Tmy, + 13

7oA ] [7] [ ot At T
12 7] |me| T [13] T |120p + T + 13

bbb

Entao,

N+2
M2
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172 3_ _(1) * 173 —lp| o B =210

_172 3_ ;(1)] + [173] = Bga . BRI = 40755
PR

o 1) fsoro)  lia]  [raam] s oo

Resposta: 1,210, 40 755, 7906 276, 1533 776 805, . . .
Exemplo 173 Determine os nimeros octogonais que sao quadrados.

Resolugao

) . . 6n—4
Numero octogonal é um nimero da forma %

~. Entao:
Bn—2)n=m? < 3> —2n=m? <= > —6n+1=3m>+1 < Bn—-1>-3m>=1
Neste caso, temos de resolver a equagio z2 — 3y? = 1, equacio esta que tem a solugao fundamental (2, 1).

2 BRY

L 3 < Tk _ |20 3| |k
Seja A = {1 2} Entao, {ykﬂ} = [1 2} L/J, com

Tt | _ 211 + 3y — [Bnpyr — 1] 2 (3ny, — 1) 4+ 3my,
Yr+1 Tk + 2y M1 3ng — 14 2my,

_3nk+1 —1] . 6ng + 3myg — 2
= me+1 | [3ng +2my — 1
(g | [ 20 + my — %
= _mk+1:| - _3TLk +2my, — 1

Entao,

['ﬂk+2:| _ [2nk+1 + Mp41 —%:| . 4nk+2mk—§+3nk—|—2mk—1—%

| Ty +4my, — 2
| 6ng +3my —1+6n, +4my, —2—-1|

M2 Inpy1 +2mpq1 — 1 12ng + Tmy, — 4
(7 41 2] [9 ,
7491 [2] _ 121 )
[7 4] [121] [2] _ [1681 -
12 7] _209] T4 T {2911} ) ...2911% = 8473921
(7 4] [1681] [2] _ [23409 -
112 7] _2911} B _4] - {40 545} ,...40545% = 1643897025

Exemplo 174 Determine os nimeros pentagonais que sao numeros decagonais.

Resolucao
Numero decagonal é um nimero da forma Smgﬁ | enquanto que um nimero pentagonal é da forma £3"—;1M
Entao:
Bn—1)n=Bm—-6)m <= 3n®>—n=28m>-6m

< 144n® — 48n = 384m> — 288m
< 144n® — 48n + 4 = 384m> — 288m + 54 — 50
= (12n—2)° =6 (64m> — 48m +9) — 50
— (12n—2)> —6(8m —3)> = =50
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Uma maneira de obter solucdes da equacdo anterior é resolver a equacdo x2 — 6y?> = —2 e multiplicar essas
solugoes por 5.

Neste caso, s6 interessam as solugoes em que 12n — 2 e 8m — 3 sejam muiltiplos de 5, correspondendo a m e n
numeros inteiros positivos. Isto significa que n = 5s+ 1 e m = 5t + 1, para certos inteiros s e t. Logo:

(60s +12 — 2)* — 6 (40t + 8 — 3)> = =50 <= (60s + 10)> — 6 (40t 4 5)* = —50
= (125427 —6(8t+1)* =2
E obtivemos, assim, uma equacio do tipo z2 — 6y = —2. Como resolvé-la?

E imediato verificar que a equacio anterior admite a solucio (2,1), pelo que a equagdo ndo é impossivel. Por
outro lado, a equacdo x2 — 632 = 1 admite a solugdo fundamental (5, 2).

Consideremos a dupla sucessao definida por [wk"'l} = [5 12} [m’f} = [5‘% * 12%}, com [‘To] = [2}

Yk+1 2 5 |k 22 + Sy Yo 1
Vamos provar, por indugdo, que z2 — 6y2 = —2,Vn € Np:
Para n = 0, temos 22 — 6 x 12 = —2, o que é verdade.
Suponhamos que 2 — 6y2 = —2, para certo n € Ny. Entdo,
22— 6y = (5x, +12y,)% — 6 (22, + 5y,)’
= 2522 +120z,y, + 144y — 2422 — 120z,y, — 150y2
= ap — by, = -2

Logo, 2 — 6y2 = —2,Vn € Ny.
[mskﬂ n 2] B {5 (125 +2) + 12 (8¢5 + 1)]

|:608k + 96t + 22:|

8tp+1 +1 2(12s, +2) + 5 (8t + 1) 24s, + 40t +9
- [12s41] _ [60sy + 96t + 20 : Skt1] _ [k + 8tk + 3
Entao, 8511 } = [245k A0t + 8 | donde se conclui que ten| = |38k + 5tk +1|°
Entao,

skr2] _ [5skyr + 8tk + 2] _ [5 (s + 8tk + 3) +8(3sk +5tp + 1) + 5
thto 3sk41 + tpy1 + 1 3 (5sk + 8tk +2) +5 (3sk + 5t +1) + 1
2555, + 40t + 2 + 245y, + 40t + 8+ 3] _ [49s; + 80tx + 18
155y, + 24t + 5+ 1555 + 2565 + 5+ 1 |~ [30sy, + 49, + 11

Partindo da solugao sp = to = 0, vem:

:rlz?) =9 8} + m = m — mAm—3)=1

s1] _ [49 80] '0} N [18} _ [18]
]~ [30 49| o] T [11] T |11
:111 =5 ﬂ + E = Eé} — m(4m — 3) = 12376
sa]  [49 80] 153] [18] B {1780}
to] — 30 49] |11] T [11] T [1090
ny | [1780] '1} B [8901

| = 5 1090 14 5451} = m(4m — 3) = 118837251
s3] (49 80] [1780 18|  |174438
ts] ~ [30 49 1090} {11} - [106 821}
:;] =5 Egéggﬂ + H = [ggi}gé} — m(4m — 3) = 1141075 274 626
Entao, 1, 12376, 118837251, 1141075274626 sdo alguns dos infinitos nimeros que sdo, simultaneamente,
nimeros pentagonais e nimeros decagonais.

Mas pode colocar-se a questdo: Nao ha outros nimeros simultaneamente, pentagonais e decagonais?
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Ou, de outro modo, todas as solucdes da equacao x2 — 6y? = —50 resultam de multiplicar por 5 as solucdes da
equacdo 2 — 6y? = —2? E claro que nao, uma vez que x = 2,y = 3 satisfazem a condicio x2 — 6y? = —50. Logo,
h4 infinitas solugbes que ndo sdo multiplos de 5. Mas, isto ndo significa que o problema tenha mais solugdes, uma

vez que é necessario que n = ””1—';2 em= %"3 sejam nimeros inteiros.

ng = %3
"0 = 3
(12001 — 2] [5 12] [12n4 — 2] _ [60nk + 96my — 46
| 8Mk+1 — 3} a [2 5} [Smk — 3} a [24nk + 40my, — 19]
_12nk+1] . |:60Tbk + 96my, — 44:| . |:3Tbk+1] _ |:15le + 24my, — 11]
_8mk+1 24ny. + 40my — 16 Amy41 12n; + 20my, — 8

Sejam { Z: ;Z)ZLZ , com { Z(()) ;; . Entao, Z:ii] _ {54?];:-6517:]{__181] , donde vem que ay, e by, sao ntiimeros
inteiros, para todo o valor natural de k. Além disso, temos que se b é fmpar, entao by = 4ay, + dby, — 8 é impar,
pelo que b, é impar, para todo o nimero natural n, porque by = 3. Entio, mj; = % nunca é um nimero natural.

4
Mas a questao colocada permanece sem resposta, uma vez que hé outras solucdes para a equacao 2 —6y? = —50
que nao resultam da solucdo = = 2,y = 3, (por exemplo, x = 26,y = 11).
o _ 28 _ 7
no=1273
mo = 7

120441 — 2] [5 12] [12n —2] _ [60ny + 96m;, — 46
| 8mpsr — 3 2 5| |8my—3| " [24ns +40my —19
_12nk+1] . {6071;@ + 96my — 44:| |:3TL1€+1] . |:15’I’Lk + 24my, — 11:|

_8mk+1 24n + 40my, — 16 AMmg41 12ng 4+ 20my — 8
. ar = 3ny ag =17 - ak+1| _ |9ap +6b, — 11 - 3
Sejam b, = dmy, com bo=T7 ° Entao, [ka] = {4% 45 —8 |’ donde vem que aj, e by sao nimeros

inteiros, para todo o valor natural de k. Além disso, temos que se by é fmpar, entao by = 4ay + 5by, — 8 é impar,

pelo que b,, é impar, para todo o nimero natural n, porque by = 7. Entao, my = %’“ nunca é um nimero natural.

Logo, o problema dado ndo tem mais solucdes, se ndo houver mais solucdes da equacio 22 — 6y2 = —50 que
nao resultem das anteriores.



Capitulo 5

Construcao do Poligono Regular de
Dezassete Lados

E claro que construir um poligono regular de 17 lados, consiste em dividir uma circunferéncia em 17 partes iguais,

. . ~ ™ .
ou seja, construir um angulo de 7 radianos.

Este problema estd, manifestamente, relacionado com a determinacao das raizes de indice n da unidade, ou
seja, com a resolugao, em C, da equacao 2™ = 1, cujas solugoes sao
2km . 2km j2kx

2km . i
zk:cosv—&—zsml—?:msvze ,
onde ¢ representa a unidade imagindria e k é um nimero inteiro que varia de 0 a 16.
No que se segue, a = ?—777, pelo que as igualdades onde aparece « referem-se a este caso particular (o = ?—777) e
nao a um « qualquer.

Por outro lado, refira-se que a equagdo 217 —1 = 0 é equivalente & equagdo (z — 1) (216 +25 42 1) =0,
sendo 1, uma das solugoes da equagao. As restantes solugoes da equagao anterior sao as raizes do polinémio
A Rl

Vamos, agora, referir algumas das propriedades dos nidmeros complexos, partindo do principio que o leitor
conhece a forma algébrica e a forma trigonométrica dum complexo, bem como as férmulas de Moivre, para a
multiplicacdo, divisdo e potenciacido. Depois, voltaremos a equacio z'!7 — 1 = 0.

- . . . ) . . 2km
Proposigao 175 Seja n um nidmero natural. Entdo, as raizes de indice n da unidade sao dadas por cis —,
n

onde k assume os valores 0,1,...,n— 1.

Proposigao 176 Sejam n um nimero natural maior ou igual a 2 e z um nimero complexo. Entdo, a soma das
n raizes de indice n de z é zero.

Demonstracao

A afirmacao é verdadeira para z = 0, porque todas as raizes sdo nulas. Se z # 0, entdo z = pcisf, com p
um ntimero real positivo e # um nimero real que pode ser escolhido no intervalo [0, 27r[. Determinar as raizes de
indice n de z é resolver a equagao w™ = z. Seja w = rcis 3, com r um nimero real positivo e § um nidmero real.

Entao, pcisf = r"cis(nf), donde se conclui que ™ = p e n8 = 0 + 2kw, com k € Z. Daqui se conclui
que T = /peque = %, tendo-se que as solucoes distintas sao obtidas, atribuindo a k, n valores inteiros
consecutivos (habitualmente 0,1,...,n —1)..

Seja wy = y/pcis %. Entao,
Wk+1 ¥/pcis —0+2(i+1)7r . (04 2kw 4+ 27— 0 — 2knw .27
= = cis = cis —
Wk {/pcis % n n
Logo, a sucessdo (wy) é uma progressao geométrica de razao cis 27”, pelo que
1 — (cis 2—”)” 1 — cis (2n)
wotwi+ - Fwp1=wg X ——SF— =wy X —— =0
0 ! nt 0 1 —cis 2t 0 1 —cis2z

n n

89
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Em particular, se n > 2, a soma das raizes de indice n da unidade é zero.
Observe-se que do facto da soma das raizes de indice n de um complexo ser zero, concluimos que a soma das
partes reais e a soma das partes imagindrias das raizes de indice n de um complexo sao ambas iguais a zero.

Proposicao 177 Sejam k € Z e a = 2Z. Entdo, cis (ka) + cis ((17 — k) ) = 2 cos (ka).

7"
Demonstracao
2kw (17— k) 2w 2km 2km
. (17 — — . . _ . s 27 —
cos (ka) + cos (17 — k) « cos — + cos T7 cos - —|—cos( 7 )
_ 2km n _ 2km\ _ 2km n 2km 9 2km
= cos - +cos | —— | = cos T +cos —— = 2cos ——
. . . 2kn . (1T—k)2rm . 2km 2km
sin (ko) +sin (17— k) = sin T3 + sin 1y =sino— + sin (27r - 1—7)
_ 2km 2km 0
sin = — sin ——

Entdo, cis (ka) + cis (17 — k) o) = 2cos ZZ = 2 cos (ka).
Proposic¢ao 178 Sejam a,b € R. Entdo, cos(a +b) + cos (a — b) = 2cosacosb.

Demonstracao

cos(a+b) + cos(a—b) =cosacosb—sinasinb + cosacosb + sinasinb = 2cosacosb

Alguns resultados preliminares

Como 17 é um nimero primo, existe raiz primitiva de 17. Uma das raizes primitivas de 17 é 3. Consideremos
os nimeros 3°,3%,32,...,314 315,

Estas 16 poténcias de 3, sdo congruentes, médulo 17 e por alguma ordem, com os nimeros 1,2,3,...15,16. E
isso que estd indicado na seguinte tabela:

z|0]1|2] 3|4 |56 (7|8 |9 (10|11 |12|13] 14|15
(1139101351511 |16 |14 8| 7| 4 |[12] 2| 6

Por exemplo, 2 nao é raiz primitiva de 17, porque, ao construirmos uma tabela andloga & anterior, mas com
poténcias de 2, nao aparecem todos os nimeros de 1 a 16, aparecendo alguns deles mais do que uma vez:

z |0]|1f2|3| 4|56 [7]|8]9|10|11]12]13| 14|15
2711 (2481615139124 |8 |16]|15[13| 9

Sejam zj, = cis 21’“—7” = cis (ka), com k= 0,1,...,15, as 16 raizes de indice 17 da unidade que séo diferentes de

1 (estes dezasseis niimeros sdo as raizes da equacao 2'6 + 2 + ... + 2+ 1 = 0). Sejam:

7
X1 =21 +29+ 213+ 215 + 216 + 28 + 24 + 22 = E Z232m
m=0
7

To = 23+ 210 + 25 + 211 + 214 + 27 + 212 + 26 = E Z32m+1

m=0
3

Y1 =21+ 213 + 216 + 24 = E Zgam

m=0

3
Yo =29+ 215 + 28 + 220 = E Z3am+2
m=0
3
Ys =23+ 25 + 214 + 212 = E Z34m+1

m=0
3

Ya = 210 + 211 + 27 + 26 = E Z34m+3

m=0




Proposigao 179 Nas condigoes acima referidas, temos:
1. x1 =2cosa + 2cos (2a) + 2 cos (4dar) + 2 cos (8a)

29 = 2cos (3a) + 2 cos (bar) + 2 cos (6a) + 2 cos (Ta)

T+ a0 =—1, 2129 = —4

y1 = 2cos o + 2 cos (4ar)

y2 = 2 cos (2ar) + 2 cos (8av)

y3 = 2cos (3a) + 2 cos (5a)

Y4 = 2cos (6ar) + 2 cos (Tax)

Y1 +y2 = 21,192 = —1

© % RS &

Ys +ya = T2,ysys = —1
10. y3 = 2cos (ba) + 2 cos (3a) = 4 cos (4a) + 2 cos

Demonstragao
1.
Ty = 21 +29+ 213+ 215 +216 28+ 24+ 2
(21 4 z16) + (22 + 215) + (24 + 213) + (25 + 29)
9 27r+2 47rJr2 87T+2 167
= 2cos — oS — coS — CoS —
17 17 17 17
= 2cosa+ 2cos (2a) + 2 cos (4da) + 2 cos (8av)
2.

Ta = zz+2zi0t+zt+z11+ 214+ 27+ 212+ %6
= (234 214) + (25 + 212) + (26 + 211) + (27 + 210)
2 cos (3a) + 2 cos (bar) + 2 cos (6cr) + 2 cos (Tax)

91

3. Como a soma das 17 raizes de indice n da unidade é zero e uma dessas raizes é 1, entao a soma das outras

dezasseis rafzes ¢ —1. Logo, 1 + o = —1. Esta iltima igualdade implica que a soma das partes reais das
16

solucdes da equacao z'6 + 2% + ... 4+ 24+1=0¢ —1, ou seja, Zcos (ka) = —1.
k=1

Por outro lado:
T1T2
2

= 2cosacos (3a) + 2cos acos (5ar) + 2 cos acos (6ar) + 2 cos avcos (Tar) +

+2 cos (2a) cos (3a) + 2 cos (2a) cos (bar) + 2 cos (2cx) cos (6ar) + 2 cos (2ar) cos ()

+2 cos (4a) cos (3a) + 2 cos (4ax) cos (bar) + 2 cos (4ar) cos (6ar) + 2 cos (4ar) cos (Tar)

+2 cos (8ar) cos (3ar) + 2 cos (8c) cos (bar) + 2 cos (8ar) cos (6cr) + 2 cos (8av) cos (Tar)
= cos (4a) + cos (2a) + cos (6ar) + cos (4a) + cos (Ta) 4 cos (5ar) + cos (8ar) + cos (6cx) +

+ cos (ba) + cos a + cos (Tar) + cos (3ar) + cos (8a) + cos (4a) + cos (9a) + cos (bar) +

+ cos (Tar) + cos a + cos (9ax) + cos o + cos (10) + cos (2ar) + cos (11a) + cos (3a) +

+ cos (11a) + cos (5ar) + cos (13a) 4 cos (3ar) + cos (14a) + cos (2a) 4 cos (15a) + cos
= 2cosa+ 2cos (2a) + 2 cos (3ar) + 2 cos (4ar) + 2 cos (5ar) + 2 cos (6ar) + 2 cos (Tar) +

+2 cos (8a) + 2 cos (9a) + 2 cos (11a) + 2 cos (16a) + 2 cos (13a) + 2 cos (12a) +

+2 cos (14a) + 2 cos (15a) + 2 cos (10c)
= -2

= (2cosa+2cos (2a) + 2 cos (4ar) + 2 cos (8cx)) (cos (3a) + cos (5ar) + cos (6cx) + cos (7))
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Entao, x1x2 = —4, como se pretendia.
4.
y1 =21+ 213+ 216 + 24 = 21 + 216 + 24 + 213 = 2cos @ + 2 cos (4a)
5.
Yo = 29 + 215 + 28 + 22 = 22 + 215 + 28 + 29 = 2 cos (2a) + 2 cos (8av)
6.
Yz = 23 + 214 + 25 + 212 = 2cos (3a) + 2 cos (5a)
7.
Y4 = 26 + 211 + 27 + 210 = 2 cos (6ar) + 2 cos (Tar)
8.
y1+y2 = 2cosa+ 2cos(da) + 2cos (2a) + 2 cos (8a) = 21
Y1Y2 (2cosa+ 2 cos (4a)) (2 cos (2ar) + 2 cos (8av))
= 4cosacos(2a) + 4 cos acos (8a) + 4 cos (4ar) cos (2a)) + 4 cos (4av) cos (8a)
= 2cos (3a) 4+ 2cosa + 2cos (9a) + 2 cos (Tar) + 2 cos (6cr) + 2 cos (2ar) + 2 cos (12a) + 2 cos (4a)
= cos(3a) + cos (14a) + cos o + cos (16a) + cos (8cr) + cos (9a) + cos (Tar) + cos (10ar) +
+ cos (6a) + cos (11ar) + cos (2a) + cos (15a) + cos (5ar) + cos (12a) + cos (4a) + cos (13a)
= -1
9.
Y3 + Ys 2 cos (3ar) + 2 cos (bar) + 2 cos (6cr) + 2 cos (Tar) = o
ysys = (2cos(3a)+ 2cos (b)) (2cos (6a) + 2 cos (Tar))
= 4cos (3a)cos (6a) + 4 cos (3a) cos (Tar) 4+ 4 cos (5er) cos (6ar) + 4 cos (bar) cos (Tax)
= 2cos (9a) + 2cos (3a) + 2 cos (10a) + 2 cos (4a) + 2 cos (11a) + 2 cos a + 2 cos (12a;) + 2 cos (2a)
cos (8a) + cos (9ar) + cos (3a) + cos (14a) + cos (Tar) + cos (10a) + cos (4a) + cos (13ar) +
+ cos (6a) + cos (11a) + cos a + cos (16cr) + cos (5ar) + cos (12a) + cos (2ar) + cos (15a)
= -1
10.
y3 = 2cos (3a) + 2 cos (ba) = 4 cos (4dav) cos «
Lema 180 Nas condicdes anteriores, temos x1 = *1+2 1T ¢ gy = *1*2‘/ﬁ.
Demonstragao
Como 1 + 22 = —1 e x129 = —4, entdo 1 e x5 sdo as solugoes (reais) da equagao 22 +x —4 =0, as quais
sa0 _1+2‘/ﬁ e _1+2‘/ﬁ, faltando-nos descobrir o sinal de z1 (ou o sinal de z3), para sabermos quais os valores de
Ir1 € Xa.

C0m00<a:?—§<§60<2a:‘i—§<%,vem

2
cos a + cos (2a) > £ +

R

[

Mas, 0 < 4a = ?—;r < 3, pelo que cos (4a) > 0.
E claro que cos (8a) > —v/2. Entdo, 1 = cos o + cos (2a) 4 cos (4a) + cos (8a) > v2 — /2 = 0.
Entao, x; é a raiz positiva e x5 é a raiz negativa.

Logo, z1 = iu; LT ey = il} 17,

Observe-se que podemos construir, com régua e compasso, um segmento de recta de comprimento 5, ou

se preferirmos, determinar, num eixo, os pontos de abcissa

—1+V/17

1417 . —1-/1T
2 e 2
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Lema 181 Nas condicdes anteriores, temos

—1+ V174 /34 — 217 vy — —1+V17— /34— 2/17
4 R 4

Y1 =
Demonstracao
Como y1 +y2 = 71 € Y192 = —1, entdo y; e Yy sdo as raizes (reais) da equagio y? — z1y — 1 = 0, tendo-se
y1 = 2cos (2a) + 2 cos (4a) > 0, pelo que yo < 0.
Entao,
2
—1+17 —1+/17
) 1+ /2 +4 > * ( 2 ) i
Y —rny—1=0 < y:f@y: 5
—1+/17 14+17-2/17 —1+/17 34—217
_ 3+ V 1 +4 _ 3+ 4
Y 2 — Y 2
=1+ V1T 34 - 2V/17
- 4
Entao,
Sl VIT+H V34 =-2v1T =14+ V1T — 34 = 2y17
Y1 = 1 yY2 = 1
Lema 182 Nas condicoes anteriores, temos:
w4+ a3  xp— 4+ a3
- 4 yYs = 4
Demonstracao
Como y3 + Y4 = T2 € ysys = —1, temos que y3 e 14 sdo as raizes da equacio y2 — xoy — 1 = 0.

Como y3 = 2 cos (3a) + 2 cos (bar) = 4 cos (4a) cos a > 0, entdo y4 < 0.

Entao,
@+ /A + a3 ” _ my— 4+ a3
4 y Y4 —

N 4

Lema 183 Nas condicoes anteriores, temos:

Y1t VY —4ys yl dys

— 2_ Y
coso = , cos (4a) U VI T
Demonstragao
Como se verificam as duas condigdes 2 cos a+2 cos (4da) = y; e 2 cos (4da)) x 2 cos a = 2 cos (5a) +2 cos (3a) = ys,
entdo 2cosa e 2cos (4a) sdo as rafzes da equacio t2 — yt + y3 = 0.
Como cos « > cos (4a), temos que

1+\/y1

271
cosa = ,cos (4a) = NoVH —

4

Observe-se que aquilo que foi feito, até agora, significa que se pode obter cos @ com régua e compasso, sendo
que o valor de cos o envolve, apenas, as operagoes béasicas e radicais quadrdticos, embora nao apresentemos aqui
esse valor.

2
Construgao geométrica do dngulo de 1—7; radianos:

Seja 8 o menor angulo positivo tal que tan (48) = 1. Entdo, os angulos 3, 23, e 45 sdo todos do primeiro
quadrante.
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Verifiquemos, agora, que as solugdes da equacio 22 + z — 4 = 0 sdo 2tan (23) e —2cot (23):

2sin(28)  2cos(28) _ 2sin? (23) — 2cos? (23)

2tan (28) — 2 cot (20)

cos (2f3) sin (23) sin (25) cos (26)
_ —4(cos?(28) —sin® (28))  —4dcos(48) _
N 2sin (20) cos (20) T sin(48) cot (45) = —1

Além disso, 2tan (28) x (—2cot (28)) = —4.

Das duas igualdades anteriores vem que 2tan (23) e —2cot (23) sdo as solugoes da equagao x? + x — 4 = 0.
Mas, ja tinhamos visto que as solucdes da equacio x? + 2 — 4 = 0 eram x; e .

Como z1 > 0 e tan (28) > 0, entdo 1 = 2tan (26) e x2 = —2cot (203).

De y? — 21y — 1 = 0, obtemos y? — 2y tan (23) — 1 = 0, donde vem:

y = tan (26) & 1/tan? (28) + 1 <= y = tan (283) £ sec (283)

Logo,
B _ sin(26) 1 ~ 1+sin(28)  cos? B+ sin’ B + 2sin 5 cos B
y1 = tan(28) +sec(28) = cos (28) + cos(28) ~ cos(28) c0s? B — sin 8
B (cosﬁ—l—sinﬁ)2 _cosfB+sinf ﬂcos(ﬁ—%)
~ (cosfB3+sinfB)(cos—sinfB) cosB—sinfB  \/2cos (B+1)

_cos(§5-p8) sin(§+8) L
N cos(ﬁ—l—%) _cos(ﬁ—i—g) —tan(ﬁ—|—4)

Como o produto das raizes é —1, entao
= (5 3) = (5) = (-

De y? — 29y — 1 = 0, vem 32 + 2y cot (28) — 1 = 0. Entao:

y = —cot (28) £ 4/1+cot? (28) <= y = —cot (28) % csc(2/)

Entéo, y3 e y4 sdo dados pela expressao y = — cot (283) % csc (2/3), faltando saber "qual é qual”.
Como y3 > 0, entdo y3 = — cot (28) + csc (28). Ora:

cos (20) 1 1—cos(28)  2sin®B
sin (25) * sin(28)  2sinfBcosf  2sinficosf

y3 = —cot (28) +csc (28) = — tan 3

Como o produto das raizes é —1, entao y4 = — cot .

E, finalmente:

2 cos (3a) + 2 cos (ba) = y3 = tan
2 cos (3a) x 2 cos (5ar) = 2cos (8a) + 2cos (2a) = yo = tan (B — T)
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Descricao da construgao geomeétrica

10.

11.

12.

I! Ild

,,/"EE rﬁ_—_—N\ P3

Pz

P

\

N3 l_ﬂ,

=
n

N5 Fk

. Marcamos dois pontos O e A.

Desenhamos uma cicunferéncia de centro O e que passa por A.

Construimos, pelo ponto A, uma perpendicular a OA.

. Seja B, um dos pontos de intersecgdo da perpendicular anterior com a circunferéncia.

— —_—
Divide-se o segmento OB em quatro partes iguais, obtendo-se o ponto I, de modo que OI = %OB.

Divide-se o angulo OI A em quatro angulos iguais, obtendo-se sobre O A, o ponto E, tal que LOIFE = iKOI A

. Sobre a semi-recta AO (de origem em A), marca-se um ponto F, de modo que o angulo OIF tenha uma

amplitude de 7.
Desenha-se uma circunferéncia de didmetro [AF], a qual intersecta o segmento de recta no ponto K.

Desenha-se uma circunferéncia de centro E e que passa por K. Esta circunferéncia intersecta a recta OA
nos pontos N3 e N5, sendo N3 pertencente & semi-recta OA.

Por N3 e Nj, tracam-se perpendiculares a recta O A, as quais intersectam a circunferéncia inicial nos pontos
Ps e Ps, respectivamente (ambos acima de OA).

O arco P3P5; mede 2a, enquanto que o arco P3A mede 3a.. Para obter Py, basta desenhar uma circunferéncia
de centro P3 e que passa por P5 (ver figura).

E, agora, ¢é fécil de obter os restantes vértices do poligono regular de 17 lados.
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Justificacao da construgao
Seja LOIE = . Entdo, £OIA = 45. Além disso,

~ ~ — OFE + EN3; — (EN5 — OF
2cos AOP; +2cos AOP; = 2><M:2x + 3_( )
OA OA
_ 2XO—E+EN3—EN5+OE X_E+—E
- OA - OA
= 4><O=E:£_tanﬁ
@) 1
e, ainda
2cosA5P3XQCosA5P5 = —4x M:—élx O_KQ:—4><OFTX20A
OA OA OA
OF OF
= —4Xﬁ——ﬁ—tan(ﬁ—4>

/—\

J& vimos que 2cos (3ar) + 2 cos (5ar) = tan B e 2cos (3ar) x 2cos (5ar) = tan (8 — F).

Entao, AOP3 =3ae AOP5 = ba.

Entao, achando a diferenca, temos um angulo de amplitude 2«, d4ngulo este que pode ser bissectado, originando
um angulo de amplitude «, ou seja, um angulo de ?—7; radianos. Observe-se que todas estas construgoes podem
ser feitas com régua e compasso.

Estd, assim, resolvido o problema.



Capitulo 6

Equacoes com Diferencas

6.1 O papel central da sucessao v, = a"

Consideremos a sucessdo de termo geral v, = a”, com a € R. Entao:

{ Upy1 = a" ™ =a xa®

Unyo = a2 =a? x a”

. . =1 =2
Suponhamos que se pretende encontrar o termo geral da sucessao definida por { b > U2

Fagamos u,, = a”. Entao,

n+2 2 2

Upp1 = a" T =a x a" = au,
=a° X a" = a“u,

Up42 = Q
Logo,
a’u, = 2au, + 3up,,Vn € N

E daqui se conclui que

(a2 72a73) u, = 0,Yn € N
Se tivermos a? — 2a + 3 = 0, entdo a igualdade anterior é verificada obrigatoriamente.
Resolvendo a equacao a2 —2a — 3 =0, obtemos a = —1V a = 3.
Logo, as duas sucessoes (—1)" e 3" satisfazem a condi¢ao 12 = 2up41 + 3uy,, Vn € N.
A importancia das duas sucessoes (—1)" e 3" resulta do seguinte:

Upt2 = 2Up41 + Uy, VR € N 7

Qualquer combinagao linear das duas sucessoes anteriores satisfaz a condigao uyy2 = 2upt1 + 3upn, ¥n €N, 0

que nos permite encontrar o termo geral da sucessao dada.
Seja u, = C; x (—1)" + Cy x 3™.

Entio Uy = Cl X (71) + CQ X 3= *C1 + 302
’ ’LL2201X(—1)2+02X32:C1+902 '
. —C1+3C,=1
E, agora, basta-nos resolver o sistema { Oy +9C, — 2
—C1+3C,=1 12Cy =3 02:%
{Cl+902:2 {01:2_9(}2 o =-1
Entdo, u, = —1 x (—1)" + 1 x 3", Vn e N.

Terminologia

A equacao Un 4o = 2uUn4+1+3u, chama-se equagao com diferengas, sendo usual escrever 42 —2uy,+1 —3u, = 0.
No primeiro membro da iltima equagao, apenas estao termos da sucessao multiplicados por constantes, pelo

que esta equagdo com diferengas se diz de coeficientes constantes.
O segundo membro da equagdo com diferengas é zero, neste caso, pelo que a equagao se diz homogénea.

Como na equacao com diferencas dada, o maior indice dos termos da sucessao é n+ 2 e o menor é n, dizemos

que temos uma equagao a dois passos (n + 2 —n = 2).
A equacdo a? — 2a — 3 = 0, que costuma ser escrita AN —2)—3= 0, chamamos equagao caracteristica.
A sucessao u,, = C; x (—1)" + O3 x 3", chamamos solucao geral da equagao homogénea .
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6.2 Resolucao de equacgoes com diferencgas

~ . . Uy = 1 Uy = 2
E lo 184 ’
xemplo 184 Resolver a equac¢do com diferencas definida por { Upag — 2Upi1 — Uy = 3n + 2" + 3", Vn € N
Resolugao
Consideremos a equagao homogénea 12 — 2Up41 — 3uy, = 0.
A equacio caracteristica € A2 — 2\ — 3 = 0, cujas solucdes sdo —1 e 3.
A solugao geral da equacao homogénea é:

(un)gh =(C x (_1)n + Cy x 3"

Com base na expressao 3n + 2" 4+ 3" (segundo membro da equagdo com diferencas), procuramos uma solugao
particular da equacdo dada (equagdo completa).

Neste caso, a solucao particular é do tipo (un)p = An+ B+ C2" + Dn3™.

A parcela An + B corresponde & expressao 3n (polinémio de 1° grau), a parcela C2" corresponde & expressao
2" e, finalmente, Dn3™ corresponde a 3™. O facto de aparecer Dn3™ e nao D3"™, resulta do facto de 3 ser solugao
da equagao homogénea, pelo que temos de multiplicar D3™ por n. Se 3 fosse raiz dupla da equagao caracteristica,
terfamos de multiplicar D3" por n?, etc..

Para evitar erros nos cédlculos, podemos dividir a solugao (un)p = An + B + C2" + Dn3™ em trés sucessoes
(parcelas):

(un),, = An+ B, (un),, = C2", (un),, = Dn3"

(un),, = An+ B, Upy1 =An+1)+B=An+ A+ B, Upio =A(n+2)+B=An+2A+ B

Entao:
Upto — 2Upt1 —3u, = An+2A+B—-2(An+ A+ B)—3(An+ B)
= An+2A+ B —2An—2A—2B —3An—3B = —4An — 4B
Comparando com 3n, temos A = —%, B = 0. Entao, (un)p1 = —%n.

De (uy),, = C2", vem up41 = C2" Tt = 202" € Uy 9 = C27F2 = 402", Logo:
Unto — 2Upt1 — u, = 402" — 2 x 202" — 3 x C2" = 4C2" — 4C2" — 3C2" = -3C2"

Logo, —3C2™ = 2™, ou seja, C' = —%. Entao, (u,), = —% x 2™,

p2
De (uy),. = Dn3"™, vem

p3

Upt1 =D (n+1)3"" = (3Dn +3D) 3"
Upto = D (n+2)3""2 = (9Dn + 18D) 3"

Entao,

Upto — 2Upt1 — 3u, = (9Dn+18D)3" —2(3Dn+ 3D) 3" —3Dn3"
(9Dn + 18D — 6Dn — 6D — 3Dn) 3" = 12D3"

Entdo, 12D = 1, donde vem D = 55. Logo, (Un),, = 15 x 3™
Entdo, (un), = =31 — £ x 2" + {5 x 3"
Logo, a solucao geral da equagao completa é dada por:

(Un>gczcl><(—l> +02X3n—1n—§><2n+ﬁ><3n
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E, agora, determinamos as constantes C; e C5, de modo que se tenha u; =1 e us = 2.

u; = —Ch +3Cy —
u2:C1+902*%

E, por fim, temos

_ 1
Un = "oy

—C1 + 30y —
C1 +9C5 — %

—12C; +36C — 9 —8 +
3C1 +27C3 —4=6

—6C7 +18C, =13
6C1 4+ 54C5 =20

{
{
{ 72C, = 33
{
{

C =

3C1 +27C, =10

=10

el

.11 301
(—1)"+ = x3"—p—=x2"+

n n
24 "3 %3

12

Exemplo 185 Resolva a equag¢do com diferencas definida por tp1o—2Upt1+u, = 3n+5+sinn+nx2" Vn € N

Resolugao

Consideremos a equagao homogénea uy+2 — 2Up41 + Uy = 0.

A equacio caracteristica ¢ A2 — 2\ +1 = 0, a qual tem a raiz dupla 1.
A solucao geral da equagao homogénea é:

(un)gh:(01+02Xn)xln201+02><n

Sejam (uy), = (An+ B)n* = An® + Bn?,
Entéao, no caso de (u,),, , temos

(un),, = Csinn+ Dcosn,

A(n+1)° +B(n+1)°

(un),, = (En+ F)2".

Un+1
= An®+3An* +3An+ A+ Bn®+2Bn+ B
An® + (BA+B)n*+ (3A+2B)n+ A+ B
Un 42 A(n+2)>°+B(n+2)°

An® 4+ 6An% + 124n + 84 + Bn? + 4Bn + 4B
An® + (6A+ B)n® + (12A+4B)n +8A + 4B

E podemos formar o seguinte quadro para facilitar os calculos:

n’ n n 1
A 6A+ B 12A+4B | 8A+4B
—2A | -6A—-2B | -6A—4B | —2A-2B
A B
0 0 6A 6A+ 2B
1
Entao, { SQISB _p5 o 0u seja, { g;% . Logo, (un),, = ind +n?.
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No caso de (uy,),. = C'sinn + D cosn, temos

P2
Uny1 = Csin(n+1)+ Dcos(n+1)
= C('sinncosl+ Csinlcosn+ Dcosncosl — Dsinnsinl
= (Ccosl—Dsinl)sinn+ (Csinl+ Dcos1)cosn
Untz = Csin(n+2)+ Dcos(n+2)

= (Csinncos2+ Csin2cosn + D cosncos2 — D sinnsin 2
= (Ccos2— Dsin2)sinn + (Csin2 4+ D cos2) cosn

Entao, temos o seguinte quadro:

sinn cosn
Ccos2 — Dsin?2 Csin2 + D cos 2
—2Ccos1+2Dsinl | —2C'sinl — 2D cos 1
C D

C(1—2cosl+cos2)+ D (2sinl —sin2) =1
C(sin2—2sin1)+ D (1 —2cos1+cos2)=0

C = D(1—2cos 1+cos 2) C = D(1—2 cos 14cos 2)
D(lfQCOSZTrCi;;l)g 2+ D(2sinl —sin2) = 1 — D(172cosszc];3g;1)giD(25in 1—sin2)? 1
2sin1—sin 2 Si s - 2sin1—sin2 -

D(1—2cos 14cos2)
2sin1—sin 2

c

D(1—2cosl+cos2)®+ D (2sinl —sin2)” =2sinl —sin2
C = D(1—2cos 14cos 2)
D

Logo, TR o
~ (1—2cos 14-cos 2)%2+(2sin 1—sin 2)?
Mas,
(1—2cos1+cos2)® =1+4cos?1+cos?2—4cosl+2cos2 — 4cos 1 cos?2
(2sin1 —sin2)® = 4sin?1 — 4sin 1sin 2 + sin’ 2
Entao
(1—2cosl+cos2)” + (2sinl —sin2)® = 1+4+1—4coslcos2—4sinlsin2—4cosl+ 2cos2
= 6—4cos(2—1)—4cosl+2cos2=06—8cos1+ 2cos2
_ 1—2cosl+tcos2 X 2sin1—sin?2 _ _1—2cosltcos?2
LOgO, { QQSL?nll_—SierianQ 6—8 cos 142 cos 2 6—8 cos 142 cos 2
D = 678\005 1J;2 cos 2

~ _ 1—2cosl4cos2 _: 2sin1—sin 2
Entao, (U")pz " 6—8cos1+2cos?2 smn + 6—8cos 142 cos?2

Finalmente, temos (u,),, = (En + F) 2". Entao:

Unt1 = (En+ E+ F)2" x 2= (2En+2E +2F)2"
{ Upto = (En+2E+ F)2" x4 = (4En+ 8FE + 4F) 2"
Entao, temos o seguinte quadro:

cosn.

n2" A

4F 8E +4F

—4F | —AE — 4F
E F

1

E=1 E
Logo, { donde vem { F—_4 -

AE+F=0"
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Entéao, (un) ps = (n —4) 2", pelo que uma solugao particular da equagao dada é:

1
(un)p = —TL3 + TL2 +

2

1—2cosl+cos2 . 2sinl —sin 2

—4)2n
6 Bcosl 1 2c0s2 " T 6 Beos T+ 2cos2 BT 1Y

E a solucao geral da equagao completa é:

(un)gc = Cl + CQn + (u’n«)p

Exemplo 186 Resolva a seguinte equag¢ao:

n

Up42 — 2Upt1 + 2Up =n?4+3+3"+2" + cos I,VneN

Resolugao

Consideremos a equagao homogénea 42 — 2Un41 + 2u, = 0.
A equacdo caracterfstica ¢ A> —2A+2 = 0, a qual tem as rafzes complexas 1414 e 1 —i. Ora, 1+i = /2cis .

Entao, a solugao geral da equacao homogénea é:

(tn) g, = (\/5)" (Cl cos % + Cysin %)

Seja (un),, = An? + Bn + C. Entao:
Uni1 An+1P24+Bn+1)+C=An>+24An+ A+ Bn+B+C
An*+ (2A+B)n+A+B+C
Un o An+22+B(n+2)+C=An’>+4An+4A+ Bn+2B+C
An* + (4A+B)n+4A+2B+C
n? n 1
A 4A+ B 4A+2B+C
94| 44— 2B | 24— 2B —2C
2A 2B 2C
A B 244+ C
Logo, B=0 , donde se conclui B=0.
2A+C =3 c=1
Entdo, (un),, = n? + 1.
. o Upgq = 3D3" 4+ 2E2"
Seja (un),, = D3™ + E2". Entdo, { U s = OD3" + 42"

2E =1
gn | gn

Logo, { D=1 , donde vem {
Jr

EHtéO, (Un) =5 5

b2

3Tl 277,
9D 4F
—6D | —4F
2D 2F
5D 2F
D=1
p=1
2
_ 3" n—
=542 1
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Seja (un),, = Fcos %t + G'sin %F. Entao:

Untl = Fcos(%—&-%)—i—Gsin(%—k%)
= F(cos%cos%—sm%sm4)+G(sin%cos%+sin%cos%)
FV2 nwo .o GvV?2 nn
"74%7‘54)“74m7+%7)
_ FOVE r (G-D)E
Un+2 = FCOS(%*%)JFGSiH(%Jrg):Fsin(—%ﬂ)Jchos(—%)
= GCOS%T—FsinTiT7T
cos 7" sin 2%
G —F
—FV2-GV2 FV2-GV2
2F 2G
2-V2)F+(1-Vv2)G | (V2-1)F+(2-V2)G

2-V2)F+(1-v2)G=1
Logo,{ E\/ﬁlgF+E2\/§gG—0 , donde vem:

{wﬂ)m(lﬁm—l {(2_@«3*(16&&
2—v2)G <= _ (2-v2)(1+v2
-3 == ©
{(2— 2)F+(1-v2)G=1
— F:2+2‘/§:1\/§_2G
—GV2(2-V2)+ (1-v2)G=1
R LRI
—2GvV2+2G+ (1-V2)G=1
— {F:—Gﬁ (
“2/24+2+4+1-V2)G=1
= {EV:—G\/Q )
G == éﬁzdtisé/i_ —1g\/:7
= F=2:L3‘/§
Entao, (us),, = 2+\/_ cos °F — 1+\/_ sin “.
Entao,

2+ \/5 nt 14+ \/5 .onm
cos sin
3 P 3 4

3n
(un)p:n2+1+?+2nil+

A solucao geral da equacao completa é:

(U’n)gc = (\/i)n (C’l cos %ﬂ- + Cysin %r) + (un)p

Exemplo 187 Resolva a equagao:

Upt2 — 2Upy1 + 2uy, = (\/5) cos %,Vn eN
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Resolugao
Pelo exemplo anterior, a solugao geral da equacao homogénea é:

(un)gh = (\/5)” (01 cos % + Cysin e

E uma solugao particular da equacao completa é do tipo

(un), =n (\/i)n (Acos % + Bsin E)

7)

4
Entao:
Upt1 = (n+1) (\/§)nJrl (Acos (%T + %) + Bsin (%T + %))
= M (\/i)n—H (A (cos % — sin %ﬂ) + B (Sin% + cos
= (n+1) (\/i)n ((A—l—B)cos@ + (B — A)sin —W>
Upnta = (n+2) (\/i)n—i_2 (Acos (%T + g) + Bsin (%T + g))
= 2(n+2) (\/§>n (Asin (f—) + Bcos (f—))
= (2n+4) (\/i)n (B cos % — Asin %)
n (\/5) cos % n (\/5) "sin "T” (\/5) " cos 737” (\/E) " sin %
2B —2A 4B —4A
—2A—-2B 2A —2B —2A —-2B 2A — 2B
2A 2B
0 0 —2A+2B —2A - 2B
Entao, :;ﬁ i_ gg z é . Logo, { ;4;4 _A , ou seja, { B - g%
Entao,

oy = (42) (77 ")

A solucao geral da equacgao completa é:

= (V) (e o ) 2 (1)

Exemplo 188 Seja f (n) =2n+ 5+ (n+2)2" + (2n + 3) cos &F. Resolva

Upta — SUnts + 3Upp2 — 3Upi1 + 2u, = f(n)

Resolugao
A equagdo homogénea € u, 4 — 3u(n+3 + 3Uunt2 — 3Up41 + 2u, = 0.
A equacdo caracterfstica ¢ A\* —3A% +3A2 =31 +2=0.

nm

4

nm

.. nm )
sin — — cos —
4

4

a equagao:

,Vn e N

)

103

Como o termo independente do polinémio P (A) = A\* — 3% 4 3)\% —3X +2 ¢ 2 e o coeficiente director é 1, as

possiveis raizes racionais da equagao anterior sao +1 e £2.
P(1)=1-34+3-3+2=0, P(2)=16—-24412-64+2=0
Apliquemos a regra de Ruffini:

1 -3 3 -3 2
1 1 -2 1 -2

1 2 1 —2]0
2 2 0 2

T 0 10
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Entao, P(\) =0 <= A=1VA=2V\=d+i=cis(£3).

Entao, a solugao geral da equacao homogénea, é:

() g

—Cl—l—CQQ”—l—C’chb——l—CZ;slnﬂ

2
Seja (un),, = (An+ B)n = An® 4 Bn. Entdo:
Uns1=Am+1)>+Bn+1)=An>+ 24+ B)n+ A+ B
Unyo = A(n+2)°+ B(n+2)=An®+ (4A+ B)n+4A + 2B
Unis =AM +3)>+B(n+3)=An%+ (6A+ B)n+9A4+ 3B
Unsa = A(n+4)° + B(n+4) = An? + (8A + B)n + 164 + 4B
n? n 1
A 8A+ B 16A + 4B
—3A | -18A—-3B | —27TA—-9B
3A 124+ 3B 12A+ 6B
—-3A| -6A-3B | -3A-3B
2A 2B
0 —4A —2A -2B
_ — 1
Logo, { _;lﬁ_QQB _5 donde vem { g_ 5
Entéo, (us),, = —in? —2n.

Seja‘ (un)pz =

(C’n2 + Dn) 2™, Entao:

i1 = (Cn+1)°+D(n+1)) 2" = (20n? + (4C + 2D)n +2C +2D) 2"
Unpg = (Cn+2 + D (n+2)) 2" = (4Cn® + (16C + 4D) n + 16C + 8D) 2"
tnis = (C(n+3)°+D(n+3) (8Cn2 + (48C + 8D) n + 72C + 24D) 2

Un+4 =

C(n+4) +D (n+4)

)
) 249 =
)

2n+4

(16Cn® + (128C + 16D) n + 256C + 64D) 2"

n22n n2" 2"
16C 128C' + 16D 256C' + 64D
—24C | —144C — 24D | —216C — 72D
12C 48C' + 12D 48C + 24D
—6C —12C - 6D —6C' — 6D
2C 2D
0 20C 82C + 10D
Logo 200 =1 donde vem ¢= 1 , Ol seja ¢ = 2_10
"1 820 +10D=2" a4 10D = ™\ D="2
Entao, (u,),, = (557* — 1557) 2"
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Seja (un),, = (En? + Fn) cos & 4 (Gn? + Hn) sin X . Entao:

+F(n+1)> cos (T +5) + (G(n+1)2+H(n+1)> sin (5 + 5

Up41 (E (n+1)
( n;)—l—(GnQ—l—(QG—&-H)n—i—G—&—H)COS(—%)

En® + 2E+F)N+E+F)sm(
= (Gn®+ 2G+H)n+G+H)cos%—(En +(2E+F)H+E+F)b1n%
uniz = (E(m+2° +Fn+2))eos (G +m) + (G o+ 2 + H(n+2))sin (5 +7)

Upts = (E(n+3)2+F(n+3)>cos(ﬂ+3—7r>—|—(G(n+3)2+H(n—|—3))sin(E+3—W>
+ (6B + F)yn+9E +3F) cos (5 — Z) + (Gn? + (6G + H)n + 9G + 3H) sin

— T_nmy _ 2 (T T

= (En+6E+F)n+9E+3F)cos(2 2) (Gn +(6G+H)n+9G+3H)sm(2 2)

= — (B’ + (4B + F)n+ 4B + 2F) cos - — (G’ + (4G + H) n + 4G + 2H) sin =
2 "2 2 "2
B o
_< nmw
= —(Gn2+(6G+H)n+9G+3H)cosn—;+(En2+(6E+F)n+9E+3F)sin%
Unps = (E(n+4)2+F(n+4)>cos(%—i—%r)+(G(n+4)2+H(n+4))sin(n—;+27r)

- (En2+(8E+F)n+16E+4F)cos%”+(Gn?+(8G+H)n+16G+4H)sm%T

n? cos X n cos " cos n? sin 2% nsin &F sin &F
E SE+ F 16E +4F G 8G+ H 16G + 4H
3G 18G + 3H 271G +9H —3E —18E — 3F —27TE —9F
—3E —12F - 3F —12FE — 6F -3G —-12G - 3H —12G - 6H
-3G —6G —3H —-3G —3H 3E 6F + 3F 3E+3F
2F 2F 0 2G 2H 0
0 —4FE +12G | 4E —2F +24G + 6H 0 —12FE — 4G | —24FE — 6F +4G — 2H
Logo:
—4E +12G =2 —4E — 36E =2 E=—5
4F —2F +24G +6H =3 — A4F —2F —T2E+6H =3 — ?7 2F+6H—3
—12E —4G =0 G =-3E G =3
—24F — 6F +4G — 2H =0 12E+3F—2G—|—H:O —RH3F -5 +H=0
E=-X F=—-+
— —30F + 90H =—6 100H =
G = 230 G = 2%
30F +10H =9 —300F — 100H = —90
1 3 3
— E=——NH=—"NG=—-ANF=—
20 100 20
Entao:
(Un) L —&—En cos = 4 (= —&—in 5i
/s 20" T 100 2 100
Logo,

21
—n2_ 2o
" 7 100 ”)

E, finalmente, temos a solugao geral da equacao completa:

(un)

+ L 2y 2n cos nn +
20 100 2

=Cp + Cy2" +C’3C057+C481n7+(un)

24 in sin nr
100

105
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Exemplo 189 Determine o termo geral da sucessio de Fibonnaci, a qual é definida por:

Upy2 = Unt1 + Un, V12 € Ng
Uy = O,U1 =1

Resolugao

A equagao homogénea é u, 42 — Upt1 — Uy = 0.

A equacdo caracteristica ¢ A2 — X — 1 = 0, cujas rafzes sio %‘/5

Entao, a solucao geral da equagdo homogénea (que é equivalente & equacao dada) é

(Un>gh =0 (1 +2\/5> +Cs (1 _2\/5>

) 0= Ug = Cl + 02
Entao, { l=u =C (%ﬁ) +Cy (1;2@)
Logo:

G2 ==C, Cr=—Cy Cp=—4
(B8 -a(58) =1 T laa+vi-1+vh =2 T | a=L=0

Logo, o termo geral da sucessao é

5

VB (1+v5\" VB [1-vB)"

Up = —
5 2 2

Exercicio 190 Relativamente a sucessio de Fibonnaci, mostre que u? | =ty X Uni2 + (—1)",Vn € Ny.

Resolugao

Para n =0, vem u2 = ug X ug 4+ (—=1)°. Ora, u2 =12 =1 eug X us + (-1)’ =0x 1+ 1=1.
Logo, a afirmacao é verdadeira para n = 0.

Hipétese de indugao: suponhamos que “ZH = Up X Upyo + (—1)", para certo n € Ny.

Tese: U2, = Up i1 X Upiz + (—1)" .

Ora,

Unt1 X (Unt2 + Unt1) + (_1)n+1

2 n+1
= Unp41 X Upq2 T Uppq + (-1)
n n+1
= Upp1 X Upp2 + Up X Upio + (1) + (—1)
= Up+t1 X Up42 + Up X Upy2

- (U/n-i-l + U/n) X Unp+2

Unt1 X Un43 + (_1)n+1

= Up42 X Up42

2
- un+2

Logo, u2 1 = Uy X Upq2 + (—1)",Vn € Ny.

Observagao

Uma vez que temos o termo geral da sucessao de Fibonnaci, a demostracao poderd ser feita utilizando esse
facto. Mas isso nao significa que os cdlculos sejam faceis.

Exemplo 191 Determine o termo geral das sucessoes que, pelo método iterativo de Jacobi, permitem obter
20 +y =7

solugoes aproximadas do sistema Sptdy =7
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Resolugao
Seja A = [

2 1 . . o . . . .
3 4] , & matriz dos coeficientes das varidveis. Esta matriz tem a diagonal estritamente dominante
por linhas, uma vez que o médulo de cada elemento da diagonal principal é maior que a soma dos mdédulos dos

restantes elementos da mesma linha. Este facto garante a convergéncia das sucessoes envolvidas.
. ) . T = 7—;3
Comecemos por observar que o sistema é equivalente a o725

1
Consideremos as sucessoes definidas por recorréncia do seguinte modo:

7= n
{ anrl:i

7%, ,com as condigbes iniciais xg = yo = 0.

Yn+1 = 1

Note-se que as condicoes iniciais podiam ser outras quaisquer.
Calculemos alguns termos das sucessoes anteriores:

0 _ 7 -7 2 _ 1+ 63 _ T+ 231
‘Tl—?zo—; T2 =" =78 T3 = 2. 16 Ty = 2., 64
ylz%_z ’ _7—?__1 ’ —7__8—_l ’ —7_1_5—_ﬂ
Y2=—73 =73 Y3 =" T 732 Ya=—7 T &
Calculemos x,, 12 € Ypi2:
Ty = T—yni1 _ T—T3E2 91434,
nt2 = "9 = 2 N
.
_ T=8waya _ T-3(5F®) 142143y, _ —7T43y,
Ynt2 =773 — = 1 - 8 -8

8Tpyo — 3z, =21

8y 3y 7 obtendo-se, assim, duas equagoes com diferencas a
n+2 — n — —

O sistema anterior é equivalente a {

dois passos.
Comecemos por 8z,2 — 3z, = 21:
A equagdo homogénea ¢é 8z, — 3z, = 0.
A equagdo caracteristica é 8A\2 —3=0, cujas raizes sao i@.
Entao, a solucao geral da equagao homogénea é

‘\/6 n ‘\/6 n
Ty = Cl (T + 02 _T
Solugao particular: (z,), = A

Entéao, 84 — 3A = 21, donde vem A = %
Logo, a solucao geral da equagao completa é:

T, = 2—51 + 4 <L6> + Cy (—@>

02:*251*01 — 02:*%*01 :}{02:—1—01
Li-G)(F) =1 C+3+0)(F)=7-% (2 +201) =% x &
C,=—2_ Cy _ﬂ+63+7\/€:—63+7\/€
= 5 = 5 30
e [ e

Entao,

Tn = —

21 63+7v6 (VB  —63+7v6 [ B\
5 30 \4) 30 |71
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De qualquer modo, nem precisdvamos de calcular as constantes C7 e Csy, para calcular o limite da sucessao

(zn):
. (21 Ve\" e\ 21
limz,, = lim (E + C4 (T) + Cy (—T> ) ==

n n
Analogamente se resolve a equagao com diferengas 8y,,42—3y, = —7, obtendo-se y,, = C3 (34@) +Cy (—3@) ,

~ n ~ n

para solucao da equagao homogénea e y, = C3 (%) + Cy (—%) — %7 para solucao da equagao completa.
Entao, limy,, = —%.

2

-5,

y=—3

—

A solucao do sistema dado é {

Evidentemente que a resolugao apresentada é meramente ilustrativa do método de Jacobi, pois o sistema pode
ser resolvido de modo mais simples, pelos processos usuais.

Exemplo 192 Determine o termo geral das sucessées que,, pelo método iterativo de Gauss-Seidel, permitem obter

. . . 20 +y="7
solugoes aproximadas do sistema .
3x+4y="7
Resolugao
2c+y=17 = 1Y
O sistema é equivalente a 2
3z +4y=7 °% — Tse
Consideremos as sucessoes definidas por recorréncia do seguinte modo:
=
ntl = P, o N
7-%0,,.1 » com as condigoes iniciais z9 = yo = 0.
Yn+1 = —7
Repare-se que a diferenca, em relagdo ao método de Jacobi, estd na igualdade y,+1 = m, em vez de
T—3x,
Yn+1 = 4:C .
Neste caso, temos
7—3wp 41
_ T—yng1 _ T———F= _ 2143xnq4a
Tnt2 = — 3 = 2 =
7—3z 7—3( I —743
Ynt1 = 4n+1 — (4 2 ) — S Yn
Logo, 8z,42 — 3zp41 = 21 € 8yn4+1 — 3yn = —7, obtendo-se equagdes com diferencas a um passo.

Comecemos por 8%, — 3x,+1 = 21.
A equagdo homogénea é 8x, 15 — 3x,+1 = 0, pelo que anequagéo caracteristica é 8\ — 3 = 0, pelo que A = %.
Entéo, a solugdo da equagdo homogénea é x,, = C; (%) ,comn > 1.
Uma solugao particular é z,, = %, pelo que a solucdo geral da equagdo completa é z,, = C (%)n + 2—51, com a
importante observacao de que a igualdade anterior pode nao ser vilida para n = 0.
Para a equacao 8y,+1 — 3y, = —7, temos:
3\" 7
= C — —_ —

A solucao da equacdo homogénea € , sendo a solucao da equacdo completa , sendo esta igualdade valida para
qualquer inteiro nao negativo.
Repare-se que lim z,, = lim (C1 (%)n + %) = 2—51 e limy, = lim (Cg (%)" - Z) = —%.

5 5

Exemplo 193 Determine o termo geral das sucessoes que, pelo método iterativo de Jacobi, permitem obter

. . . 2e+y="7
solugoes aproximadas do sistema { Byt dy =19 °
Resolugao
Seja A = E 4], a matriz dos coeficientes das varidveis. Esta matriz ndo tem a diagonal dominante por
. . " . 2 1
linhas nem por colunas. Mas, trata-se duma matriz positiva definida, porque 2 > 0 e 5 o4l = 8—-5=3>0.

Este facto garante a convergéncia das sucessoes envolvidas.
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o ~ =1y
Resolvendo a primeira equacao em ordem a x e a segunda em ordem a y, obtemos 145, » pelo que
Yy=—7
Tpy1 = T=Yn
vamos considerar as sucessoes definidas por " 19252
Yn+1 = 1
T—ynin _ 7220 945,
- Tpto = = = 8x -5, =9
Entao, et 2 102s(1=uny © , donde vem nt2 "
_ 19-bwny _ 19-5(55) 345y, 8Ynt+2 — OYn =3
Yn+2 = 1 - - ]

Neste caso, a equagao caracteristica é 8\% — 5 =0 ¢ as suas solugbes sao A = :I:—V410
As solugbes gerais das equagdes homogéneas sdo:

(@n),e = C1 (@ Wi
om)e= s () v n ()

Tp), =3
As solugdes particulares sao : { Ey")) L 1 pelo que as solugoes gerais das equagoes completas sao:
n P -

(Tn)ge =3+ Ch (@)n+02 (7@)71
(yn)gc =14+Cs (@)nJrczl (7@)71

Os limites das sucessoes anteriores sao, respectivamente, 3 e 1, os quais dao a solucao do sistema.
Exemplo 194 Determine o termo geral da sucessio definida por un4+1 = 2u, + 1, com ug = 1.

Resolugao

A sucessao pode ser definida por uy,1 — 2u, = 1,Vn € Ny e com ug = 1.

A equagao caracteristica é A — 2 = 0, pelo que A = 2. Entdo, a solugao geral da equagdo u,11 — 2u, =0 &
(Un)g, = A x 2™

Uma solugao particular da equagao completa é u,, = B. Entao, B — 2B =1, pelo que B = —1.

Logo, a solucao geral da equagao completa é (uy,) g = Ax2m—1.

Mas, pretendemos ug = 1. Logo, A x 2° —1 =1, donde vem A = 2.

Logo, a solucdo pretendida é u, =2 x 2" —1 = 2"T1 — 1, ¥n € Ny.

Exemplo 195 Determine o termo geral da sucessdo definida por t,13 — up =n, com us = u; = ug = 1.

Resolugao
Equacao homogénea: w43 —u, =0
Equagao caracteristica: AN —1=0

—1+iv3

M-1=0 = QA-DN+A+1)=0 = A=1VAi=—7

<— /\—1\/>\—cis(:i:2§>

Solugao geral da equagao homogénea: (un)gh = C1 + C5 cos (2”7“) + C3sin (Q"T”)
Solugao particular: (uy), = An? + Bn

Entdo, (un43), = A(n+3)" + B (n+3) = An® + (6A + B)n + 9A + 3B.

Logo, (uny3), — (un), = An* 4+ (6A+ B)n + 9A+ 3B — An* — Bn = 6An + 94 + 3B.
Logo, 64 =1A9A 4 3B, donde vem A = % ANB= —%. Logo, (un)p = %nQ — %n
Entao, a solugao geral da equagao completa é

2 2 1 1
(un>gh = Cl + 02 COS <%> —|— 03 sin (%) + 6”2 _ 5”
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Falta-nos obter a solugao particular que satisfaz us = u; = ug = 1. Ora,cos (4?“) = —%
ug =0 Ci1+Cyc080+C3s8in0+0=0
u; =0 <= Cq + C5 cos %’T —i—C’gsin%7T +é—%:0
us =0 Ci + Cy cos %’T —|—C3s,in%7T +5-1=0
Ci1+Cy=0 01:—02
= Cl—%02+3§03:§ = { C3=
Ci—1i0y - B0y =1 —Cy — 305 = 3
C1 = —Cy C, =—-0Cy Ci = %
— C3=0 — (¢ C3=0 = { Cy=-2
—30y =1 Co=—3x3 C3=0

Logo, u, = %nQ — %n—l— % — %cos (Q"T”) ,Vn € Npy.

Exemplo 196 Determine o termo geral da sucessdo definida por un+o — Tup+1 + 10u, =8n+6, comug =9 e
Uy = 22.

Resolucao
Equagao homogénea: ;492 — Ttp4+1 + 10u, =0
Equacao caracterfstica: A> — TA+10 =0

+ /49 — 4
N —TA+10=0 < Azw = A=2VA=5
Solugao geral da equacao homogénea: (uy,)
Solugao particular: (uy), = An+ B
Entao, (upt1), =A(n+1)+B=An+ A+ B e (un42), =A(n+2)+ B=An+2A+ B.
Logo,

gh:ClXZn—i-CQXE)"

8n + 6 = (un+2)p - 7 (un+1)p + 10 (un)p
= An+2A+B—-TAn—T7A—-T7TB+ 10An+ 10B
= 4An—-5A+4B

Entdao, A =2 e B = 4, pelo que (un)p =2n+ 4.
Solugao geral da equagao completa: (u")gc =Cy x2"+Cy x 5" +2n+4
Falta-nos obter a solugao particular que satisfaz ug =9 e u; = 22.

ug =9 Ci+Cy+4=9 Ci14+Cy=5
{ w=22 { Chx24+Cox5+24+4=22 | 201 +5C; =16
— Cy=5-C" — Co=5-C4 — Cy=2
2C, + 25 —5C, =16 -3C, =-9 ;=3
Entao, u, =3 x 2" +2 x 5" 4+ 2n + 4,Vn € Ny.
Exemplo 197 Determine o termo geral da sucessao definida por wpio — 2Upy1 + Uy = 12n —4, com ug = —3 e
up = —4.
Resolugao

Equagao homogénea: u,49 — 2up41 +up =0
Equacdo caracteristica: A> — 2\ +1 =0

M_2041=0 <<= (A-1)>=0 < A =1 (raiz dupla)

Solugéo geral da equacao homogénea: (uy,)
Solugao particular: (Un)p = An3 + Bn?

oh = C1+ Can
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Entao,
(ns1), = A(n+17°+B(n+1)*
= An®+3An? +3An+ A+ Bn?>+2Bn+ B
= A’ +(BA+B)n*+ (3A+2B)n+A+B
(Unt2), = A(n+2)°+B(n+2)7°
= An® +6An® +12An +8A + Bn® + 4Bn + 4B
= An®+ (6A+ B)n® + (12A +4B)n+8A + 4B
Logo,
n3 n? n 1
(Unt2), A | 6A+D | 12A14B | 8A+4B
=2 (Uny1), —2A | —6A—-2B | —6A—4B | —2A — 2B
(un), A B 0 0
(Un+t2), = 2 (Unt1), + (un), 0 0 6A 6A+2B

Entédo, 64 =12 e 6A+ 2B = —4, donde vem A =2 ¢ B = —8.
Logo, (un), = 2n® — 8n?, pelo que (uy),, = 2n° — 8n* + Cyn + Cy. Entdo,

U():—3 — 01:—3 — 01:—3
U1:—4 2—8+CQ—3:—4 02:5

Entédo, u, = 2n® — 8n? + 5n — 3,Vn € Ny.

Exemplo 198 Determine o termo geral da sucessdo definida por t,4o — 8upy1 + 12u, = 15, com ug = 8 e
Uy = 25.

Resolugao
Equagao homogénea: ;49 — 8up4+1 + 12u, =0
Equacio caracteristica: A\? — 8\ + 12 =0

AN o8A+12=0 < A=4+V16—-12 < A=2V\A=6

Solugao geral da equagdo homogénea: (un),, = C1 x 2" + Cy x 6"
Solugao particular: (u,), = A

Entdo, A —8A + 12A = 15, donde vem A = 3.

Solugao geral da equagao completa: (un)bC =C1 x2"+Cy x6"+3
Entao,

ug = 8 — Ci1+Cy+3=8 Ci+Cy=5
= 2C1 +6Cy +3 =25 Ci+3Cy, =11

— Ci=5-0 — Cy =2
2C, =6 Cy=3

Entdo, u, = 2 x 2" + 3 x 6" + 3,¥n € No.

Exemplo 199 Determine o termo geral da sucessao definida por tnio — 2Upy1 — Uy, = N+ 5, com ug = % e
1
uy = 5-

Resolugao
Equagao homogénea: ;492 — 2up4+1 — 3uy, =0
Equacéo caracterfstica: A> — 2\ —3 =0

AM_2XA—3=0 <= A=1+V1+3 < A=-1VA=3
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Solugao geral da equagao homogénea: (un),, = C1 X (—1)" 4+ Cy x 3"

Solugao particular: (u,), = An+ B

Entdo, (unt1), = An+ A+ B e (uny2), = An+2A+ B.

Logo, An+2A+ B —2An —2A — 2B — 3An — 3B =n + 5, donde vem —4An — 4B =n + 5.
Logo, A=—%eB=-2

Solugao geral da equagdo completa: (un),. = C1 X (-1)"+Cox 3" —In—
Entao,

FNE)

Ul = —Cl+3C2—% %:% —Cl+302:2
— Cr=2-0C, — C;=1
402: CQ 1

Entdo, u, = (—1)" +3" — n— 2,Vn € Ny.

Exemplo 200 Determine o termo geral da sucessao definida por wpio — Supi1 +4u, = 12n—1, com ug =4 e
uy = 6.

Resolugao
Equagao homogénea: ;49 — dtp41 + 4u, =0
Equacdo caracteristica: A> — 5\ +4 =0

5+t +v25—-16

2

MNoBA+4=0 < \= e A=1vi=4

Solugao geral da equagao homogénea: (u">gh =C1 + Cy x 4™
Solugao particular: (u,), = An® + Bn

Entao,
(Uns1), =A(n+ 1)+ B(n+1) = An®> +24n+ A+ Bn+ B
(tns2), = A(n+2)*+ B(n+2) = An® + 4An + 4A + Bn + 2B
Logo,
n? n 1
(Unt2), A 1A+ B | 4A+2B
=5 (tny1), —5A | —10A —5B | -5A — 5B
4 (up), 44 4B 0
(Un+2), =5 (Unt1), +4(un), 0 —6A —-A-3B

Entdo, -6A=12e¢ —A—-3B =—1. Logo, A=—-2e¢ B=1.
Solugao geral da equagdo completa: (un),, = C1 + C2 x 4" — % +n
Entao,

ug =4 — Ci1+Cy =4 Ci1+Cy=4
= Ci1+4Cy—-2+1=6 CL+4Cy =17

— Ci=4—-0C, — Ci=3
3Cy =3 Co=1
Entdo, u, = 4" —2n? +n + 3,¥n € Ny.

Exemplo 201 Determine o termo geral da sucessio definida por Up o — Upi1 — 12u, = 12n — 25 + 28 x 22n+1
com ug = 10 e u; = 6.
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Resolugao

Equacao homogénea: w2 — Up4+1 — 12u, =0

Equacdo caracteristica: A> — XA — 12 =0

AN -oA—12=0 < A=

2

1++1+48

Solugao geral da equagao homogénea: (un),, = C1 X (=3)" + Oy x 4™
Solugao particular: (uy), = An+ B+ Cn x 4", uma vez que 220+l — 92 x 47,

Entao,

< A=-3VvAi=4

(Un+1), =A(n+1)+B+C(n+1) X 4" = An + A+ B + 4Cnd™ + 4C4"

(tnta), = A(n+2) + B+ C (n+2) x 4"+2 = An + 24 + B + 160n4" + 3204"

Logo,

4™n 4n n 1
(tns2), 16C | 320 | A | 2A+B
— (Unt1), —4C | —4C | -A | —A-B
—12 (u,), 120 | 0 | -124| -12B
(Unt2), = (Unt1), — 12 (un), 0 28C | —-12A | A—12B

Entao, —12A=12e A —12B = —25. Logo, A= —-1e B=2.
Por outro lado, temos 28 x 22"+ = 56 x 4", Entéo, 28C = 56, pelo que C = 2.
Entao, (un), = —n+2+42n x 4" = n2*"*1 —n 42,

Solugdo geral da equagao completa: (up),, = C1 X (=3)" + Ca x 4" +n22"+! —n 2

=1

Ci =8-0C,

Entao,

U():].O
Uy =

— {Cl+02+2=10

—3C; +4C2+8—-1+2=6
{ C,=8-
<

Cs

—24+3C5 +4C5 = -3

=1

Entao, u, =5 x (=3)" + 3 x 4" + n22"*1 —n + 2 Vn € Ny.

7Cy =21

Ci+Cy=8
—3C1 +4Cy = -3

=1

Ci=5

Cs

=3
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Exemplo 202 Determine o termo geral da sucessao definida por pyo — 2Upy1 + Uy = 120+ 2", com ug =0 e

u1:0.

Resolucao

Equagao homogénea: ;42 — 2up4+1 +up =0
Equagio caracterfstica: A2 — 2\ + 1 = 0. Entao, (A — 1) = 0, equacdo esta que admite a raiz dupla 1.
Solugéo geral da equacdo homogénea: (u,,)

Entao,

oh = Ci + Caon.
Solugao particular: (u,), = An? + Bn? + C2™.
(nt1), = A(+1°+B(n+1)*+Cc2"H
= An®+3An® +3An+ A+ Bn® +2Bn + B + 202"
(Uns2), = Am+2)°+B(n+2)7°>+C2"

Logo,

= An® +6An® + 12An + 8A + Bn? + 4Bn + 4B + 4C2"
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Entao, C=1,6A=12e 6A+2B=0. Logo, C=1,A=2e B=—6.
Entao, (un), = 2n° — 6n* 42",

Solugao geral da equagdo completa: (un),, = C1 + Can — 6n? 4 2n3 4 27,
Entao,

ug =0 — Ci+1=0 — Cy=-—
up =0 Ci1+Cy3—6+24+2=0 Cy=3
Entdo, u, = —1 4 3n — 6n2 + 2n3 + 27, Vn € N,.

Exemplo 203 Determine o termo geral da sucessao definida por t,1o — 2Upt1 + 2u, = 2n+ 3 + 10 x 3™, co
uyg =3 eu = 3.

Resolugao
Equagao homogénea: ;492 — 2up4+1 + 2uy, =0
Equacdo caracteristica: A\* — 2\ +2 = 0.

Mo2A42=0 <= A=1+V1-2 < A=1+i
Ora,l—i—i:ﬁcis%.

Solugao geral da equagao homogénea: (un)gh = (\/_) (Cl cos fF + Cy sin 2 )
Solugao particular: (uy,), = An+ B+ C3".

Entao,
(Unt1), = A(m+1)+B+ C3"™ = An+ A+ B +3C3"
(unta), = A(n+2)+B+C3""? = An+24+ B+9C3"
Logo,
3" n 1
(Un+2)p 9C A 2A + B
~2 (Unt1), —6C | —24 | —2A 2B
2 (u,), 20 | 24 2B
(u"+2)p — (un+1)r) —12 (un)p 5C A B

Entéao, 5C =10, A=2e B=3. Logo, A=2, B=3e(C =2.
Solugao geral da equagao completa:

Uy = (\/5) (ClcosTwLCgsmT)+2n+3+2><3" Vn € Ny

Mas,
w=0 _  [Ci+3+2=3
u; =0 V2(CrcosT +Cosing) +2+3+2x3=3
Cr =2
= {Va(-2f o) - s
— G =2 — [ O=-
94y = -8 Cy— —
Entao,

un:—Q(\/i> (COS%+3SHT)+ZTL+3+2X3” Vn € Ny

CAPITULO 6. EQUACOES COM DIFERENCAS
27 n3 n? n 1
(un+2)p 4C A 6A+ B 12A+4B | 8A+4B
-2 (unﬂ)p —4C | —2A | -6A—-2B | —6A—4B | —2A—-2B
(un)p C A B 0 0
(Unt2), = (Unt1), —12(un), | C 0 0 6A 6A+2B

m
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Exemplo 204 Determine o termo geral da sucessao definida por 6upio — Unt1 — Up = 8N+ 2, com ug = 3 e
Uy = 1.

Resolugao

Equagao homogénea: 6,49 — tpi1 —up =0
Equacéo caracterfstica: 6A% — A —1 = 0.

1+v1+424 1 1
6 - A—1=0 — )\:7—‘_ e A=—_V)\=<=
12 3 2
Solugao geral da equagao homogénea: (up),, = C1 (—%)" + Cy (%)".
Solugao particular: (un), = An + B.
Entao,

6 (unt2), — (unt1), — (un), = 64(n+2)+6B—-A(n+1)-B—-An—B

6An +12A+6B—-An—A—-—B—-An—B
= 4An+11A+ 4B

Entdo, 4A =8¢ 11A+4B =2. Logo, A=2e B=—5.
Solugao geral da equagao completa:

1\" 1\"
un:Cl (-g) +CQ(§> +2n—5,Vn€No
Mas,
Uy = 3 Ci+Cy;—5=3 Ci4+C,=8
{u1—1 = {—§01+§c2+2—5=1 ‘:’{201+302_24
Ci+Cy =28 Ci=0
= {502240 <:>{C2:8
Entao,

1 n 1 n—3
Uy = 8 5 +2n—-5= 5 4+ 2n —5,Vn € Ny

Exemplo 205 Determine o termo geral da sucessio definida por w2 + 4Upy1 — Suy, = sin -, com ug = 0 e
Uy = 0.

Resolucgao
Equacao homogénea: w2 + 4up+1 — duy =0
Equacdo caracteristica: A% + 4\ —5 = 0.

MN44Ar—5=0 < A=-2+V4+5 & A=-5Vvi=1

Solugdo geral da equacdo homogénea: (uy),, = C1 (=5)" + Cb.
Solugao particular: (uy,), = Acos % + Bsin 4F.

Entao,
2 2
(Unt2), = ACOSM—FBSHIM:—ACOS%—BSHI%
1 1
(Un+1), = ACOSM—i—Bsmw:Acos(n—;—&—g)+Bsin(%+g>
= —Asin%T—|—Bcosn77r:Bcos%—ASinn?7T
(Un+2), +4 (Unt1), —5(un), = —Acos % - Bsin% +4B COS% - 4Asin% —5A cos% — 5Bsin =

= (4B —6A)cos % + (—6B —4A4)sin %
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Entéao, 4B —6A=0e —68B —4A = 1. Logo,
~124+83=0 [ -34A+42B=0 _ [ A=3iB _ A:—%
12A+18B = -3 268 = —3 B=-2 B=—%

Solugao geral da equagao completa:

1 3
Uy = Cy (=5)" + Co — 13005% 26 510 ,Vn € Ny
Mas,
UO—O Cl+02 1320 Cl+02:%
u; =0 —5C1 + Oy %cos”—;—%smg’fzo —BCl—l—Cz—%
Cl+02_113 02_%31’_?%6 — 02 1121
601:_2_6 Cl__ﬁ Cl__ﬁ
Entao,
1 n 1 1 nmw 3 . nw
un——1—56(—5) —|—E—1—30057—2—65m7,Vn€N0

Exemplo 206 Determine o termo geral da sucessdo definida por up+s — un = 3n + 2", com ug = %, Uy =
_119 o143 o 791
1207 “2 7~ 730 3~ T120°

Resolugao
Equagao homogénea: 44 — ty =0
Equacéo caracterfstica: A* —1 = 0.

Mo1=0+< (M¥-1)(P+1)=0 < A=+1VA=di
Como i = 1cis 7, temos que a solugao geral da equagao homogénea &

C1 x (=1)" + Cy —|—C’3(;osn—27T +C’4sin%

Solugao particular: (uy), = An? + Bn + C2".

Entao,
(Unsa), = A(n+4)7+B(n+4)+C2"H
= An?+8An+ 16A + Bn+4B +16C2"
= An?+ (8A+ B)n+16A+ 4B +16C2"
Logo,
(unta), = (un), = An®+ (84+ B)n+16A+4B+16C2" — An® — Bn — C2"
= 8An+16A +4B + 1502"
Entao,
3 1 3 3 1
A==-AN16A4+4B=0ANC=— < A=-AB=—-—=-NC=—
8 * 15 8 2 15

Logo, (un), = 31 — Sn+ 52"

Solugao geral da equagao completa:

3 2n
(u")gc =01 x (-1)"+Cy+Cs COS% +Cy sin% + gnQ —=n+ 1—5,Vn e Ny
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Ora,

Logo,

11251 C1+02+03+ _1251
119 ~C1+Cy +C. +3 5+———M
145|))20 — 1 2 4 15 7 2 120
307 Ci+Cy — Cg+——3+1—5—%
—Fg(l] —C1+02—C4+27 24—%_—%
Ci+Cy+C3=8
119 3 2
— —C1+Cy+Cy = —m3———|- -1
C1+Csy — 03—30 2—|—3 1§5
—C1+C—Cy=— igtl) 8+2 8
Ci1+Cy+C3=8 20322
— Ci14+Cy—C3=6 Ci+Cy—C3=6
—-C1+Ce+Cy=0 2C4 =6
—C1+Cy—Cy =—6 —C1+Cy—Cy=—
C3=1 C3=1
Ci+Cy =7 205 =4
e 04:3 e 0423 g
—-C1+Cy=— Ci+Cy=7
nmw oonm 3 3 2™
un:5><(—1)n+2+cos7+381n7+§n275n+ﬁ,Vn€N0
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Exemplo 207 Determine o termo geral da sucessao definida por Upi2 + Stpi1 + 6u, = 2716 X 2" cos %, com

ug = —72 + 140v/2 e uy = 898 — 4201/2.

Resolugao
Equagao homogénea: w42 + dtp41 + 6uy, =0
Equacéo caracteristica: A% + 5\ + 6 = 0.

—5++v25-24
NMABA+6=0 = \=——"——— <= A=-3Vi=-2
Solugéo geral da equacdo homogénea: (un)gh = Cl (=3)" 4+ Cy (—2)".

Solugao particular: (u,), = 2" (Acos % + Bsin 7).
Entao,
1 1
(Uny1), = 2ntt (Acos W + Bsin W) =2x2" <Acos nrn
n nw T .nm . ow .onrT T .om n
= 2x2 (Acos 1 cos4 Asin 1 sm4 + Bsin 1 cos4 —|—Bsm4cos 1
n AV2 nmw A\/_ nmw B\/_ nt  BV2 nmw
= 2x2"| —cos— — ——sin— + ——sin— + —— cos —
2 4 2 4 2 4 2 4
= 2" (A\/ﬁcos% —A\/ﬁsinr%7r —I—B\/ﬁsin%ﬂ +B\/§cos%77)
— on ((A\/i + B\/§) cos ”Tf + (—A\/i + B\/i) sin %)
2 2
(uns2), = 2"+ (A cos w + Bsin W)

Entao,

7)o (4 7)
12 AT T

n(—Asin ™" MY _ 9 (4B cosZ — 445 2T
4x2 ( Asin 1 + B cos 1 2™ (4B cos 1 4Asin 1

4 x 2" (Acos(
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2" cos 2" sin 2%
(un+2)p 4B —4A
5 (Unt1), 542+ 5B2 ~5A4v2 +5Bv/2
6 (un), 6A 6B
(tni2), +5(tng1), +6(un), | (6+5v2) A+ (4+5v2) B | (-4—-5V2) A+ (6+5/2) B

Entéo, (6 +5v2) A+ (4+5v2) B=2T16 e (—4—5v2) A+ (6 +5v2) B=0. Ora,

(-4-5v2) A+ (6+5v3) B=0 = B= ::2:;

(445v?2) (6-5v2) |

<— =
(6+5v2) (6 —5v72)
24 — 20v/2 + 30v/2 — 50
B= A
= 36— 50
B 13—5\/§A

7

Substituindo, na outra equagao, B por 13_—75\/5/1, vem

(4+5v?2) (13 - 5V2)

A =2716
7

92+ 451/2
(6+5\/§)A++T5\/_A:2716

(42+35\/_)A+(2+45\/_) — 2716 x 7

(44+80v2) A=2716 x 7
g 26xT o 6T9xT
44+ 80v2 11+ 202
_ 679 x 7(—11+20v?2)
(114 20v2) (—11 +20v2)
(—11420v2) 679 x 7
800 — 121
= 77+ 1402

(6+5\/§)A+

Frreoee

A
A

I3

Entao,

B = 13_—75‘/5 X (—77 n 140\/5) - (13 - 5\/5) (—11 n 20\/5) — 343 1 315V2

Logo,

(), = 2" ((~77+140v2) cos = - (343 - 315v2) sin%)

72" ((—11 + 20\/5) cos %ﬁ — (49 — 45\/5) sin %)

Solucao geral da equagao completa:

un:C’l(—S)"+C’2(—2)"+7x2"(( 11+20\f)cosT—(49 45\/_)81n 4) Vn € N

)

up = —72 + 140v/2
Mas, { w = 898 — 4203 "
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Cr+ Co+7x (=114 20v2) = —72 + 1402
301 =203+ 14 ((~11+20v2) ¥ — (49 - 45V2) 2 ) = 898 — 42012

Ci1+Cy=5
{ —3C1 — 205 + (=114 20v/2) TV2 — (49 — 45v/2) 7/2 = 898 — 420V/2
Ci14+Cy=5
—3C) — 2C5 — 420v/2 + 910 = 898 — 420+/2
Entao,
2C1 +2C5 =10 Cy=5-C4 Ci=2
{301202_ ‘:’{Cl_ ‘:’{02_3
Logo,

un:2(—3)n+3(—2)n+7><2"(( 11+20\/_>COST—(49 45\/—>sm 4) Vn € Ny

n
Exemplo 208 Vejamos como obter > k? (%)k, usando equagdes com diferencas.

k=0
Resolugao
Seja u, = Y k2 (2)". Entdo
k=0
+1
Unt1 = nZ K2 (2)" = u, + (n+1)% (2"
nio
Unsz = "z (3 =un+m+12 ()" + 42 (3"
Logo,
i =+ 3 (74 2041) (3)"
iz = 4 (020 +1) (1) 4 (02 40 +4) (3)”
Entao,

fms oot e DR
nsz =un + (B2 + B0 {2 (2)"
Com alguma intuigao, consideramos, como raizes da equagao caracteristica, os nimeros 1 e % Ora, 1 + % =
Selx2=2
Logo, A—1) (A—2) =0 <= 3\> -5\ +2=0.
Calculemos 3,19 — Dty t1 + 2Uy,:

0 28 22 2\" 10 28 22 2\"
31'7, = 3n 3 2 ry 5 :3n 2 ey ey 5
Uy 42 u+<9 +9n+9>(3> u+<3 +3 +3>(3>
10 2\" 10 20 10 2\"
—dUy, = —bu, — — (n* +2 1) | = = —duy, ——n?—-"n—- = =
Up+1 U 3(n+n—|—)(3) u—i—( 3n 3n 3)(3)
n?(3)" | n(3)" | (3)
10 28 22
B TIR R T ( 1
3 3 3
0 5 1

Entao, 3un42 — dupt1 + 2u, = %n (%)" +4 (%)n Ora, esta igualdade é uma equacao com diferencas a dois

passos.
Equacao caracteristica:
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2 2
BN —BA+2=0 < (A—1) (A—§>:O = A=1vi=g

Logo, a solucao geral da equagao homogénea ¢ (uy )y, = C1 + C> (%)n
Uma solugao particular:

n

(un), = (An’ + Bn) (%)n = (An®+ Bn) (;)

Entao,
2 n+1
(unt1), = (An*+24n+ A+ Bn+ B) (g)
2 4 2 2 2 2\"
= (An? -A+ =B -A+-B| |z
(e« (54437)ne5250) )
4 2\"
(Unt2), = §(An +4An +4A + Bn + 2B) 3)
4 4 8 2\"
(e S Bt S) (2)
4 8 2\"
— An? —A —B — A+ =B (=
= (Gan+ (Fasin)n+ Fasin) (3)
Ora,
(@G n(E)” (3)"
ZA 1§A+§B %AJF%B
10 0 10 1
-5 A DA-3DB | -RQA- 1B
2A 2B 0
0 =y 5418

Logo, 3 (un+2), —5 (Un+1)p +2(un), =5n(3)" +4(3)"

4 - _
Entao, { A donde vem { A=-2 . Entao, { g

2A =4 64 —2B =12
Logo, (un), = (—2n —12n) (3)".
Entao, a solucao geral da equagao completa é

(tn)ge = C1+ Co ( )n + (—2n® — 12n) (%)n

Mas, ZkQ() =0e ZkQ(%) =

01+CQ+O:O Logo Cy =-C
clreif u@ =4 6 jo =0

Logo, { ¢y =—30 .

COI[\B

Entao, {

C1 =30
E, por fim, u,, = 30 — (2n% + 12n + 30) (2)".
n
Em face dos exemplos apresentados, podemos supor que > k9 (%)]C = P (n) (%) +k,comgeN keRe

k=0
P (n) um polinémio de grau g.

Assim, teremos:



6.2.

RESOLUGAO DE EQUAGOES COM DIFERENGAS 121

(23K 2\" X 2\k
-2 (3) =-2(3)"+3 > (3) =3
k=0 k=0
& (2\k _ 175000
> (2)" = 1509 ~ 2,965 316 94
n +oo
Y kE) =—n+6)(2)" +6 S k(%) =6
k=0 k=0
20 k
kzzjok (2)" = 282271910 ~ 5,986 166 482
n “+oo
CY R (2) = — (202 4+ 1204 30) (2)" + 30 > k2 ()" =30
k=0 k=0
20
3 (3)" = SHEHIET ~ 29,67822033
n +oo
SR (2)" = — (2% + 1802 + 900 + 222) (2)" + 222 Sk (2) =222
k=0 k=0
30
S 19 (3)" = BRSSO — 921,618 661 §

k=0

S K (2)" = — (2n* + 24n® + 180n% + 888n + 2190) (2)" + 2190

S k4 (2)" = 2190

4 (2 k _ 26617610884007914097230 _
Z k (3) T 12157665459056 928801 T 2189’368 59

S K (2)" = — (205 + 3004 + 30003 + 222002 + 10950n 4 27006) (2)" + 27006

k=0
“+00
5 (2\k _
> k5 (2)" = 27006
k=0
& 5 (2 k 381604431463 005482124 932689 789 450
kgok (5) = 14130386091 738 734504 764 811 067 = 27005’ 94513

3RS (2)" = — (208 + 36n° + 450n* + 44400 + 3285002 + 1620360 + 399630) (2)" + 399630

S k8 (2)" = 399630

6 (2 k 1000335670480 124 468 544 967 252 162 100 674270 __
Z k (3) - 2503 155504 993 241 601 315 571 986 085 849 - 399629’ 8546

SR (2)" =~ (2)" Pr(n) + 6899262, com

Py (n) = 2n" 4 42n° + 630n° + 7770n* + 76 650n> + 567 1261 + 2797 410n + 6899 262

n k

YR (3) = —(2)" Ps (n) + 136125 390, com

k=0

Py (n) = 2n® +48n" +840n° 4 12432n° + 153 300n" + 1512 336n> + 11 189 64017 + 55 194 0961 + 136 125 390
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10. 3 K (2)" = = (2)" Py (n) + 3021 538686, com
k=0
Py(n) = 2n°+54n® 4 1080n" + 18 648n° + 275 940n° + 3402 756n* + 33 568 920n° + 248 373 432n2 +

+1225 128 510n + 3021 538 686

1.3 K0 (2)F

k=0

= —(2)" Pio (n) + 74520 313230, com

Pio(n) = 2n'°4+60n° + 1350n° + 26 640n" + 45990005 + 6805 512n° + 83 922 300n* 4 827 911 44073
+6125 642 55002 + 30215 386 860n + 74 520 313 230



Capitulo 7

Trigonometria Hiperbdlica

Antes de comecarmos com a trigonometria hiperbdlica, vamos estudar duas fungoes importantes:
Exemplo 209 Sejam f(x) =e® —e @ eg(x) =e® +e 7.

As duas fungGes anteriores tém dominio R e sao derivdveis e continuas.

Calculando as derivadas, vem f/'(z) = e +e P =g(z) e g (z) =" —e " = f(x).

Quanto as segundas derivadas, temos [’/ (z) =e* —e * = f(z) e g" (z) =e* +e % =g (x).

Quanto ao sinal das fungoes, é claro que g (x) é positiva, pois € uma soma de duas fungdes positivas. Isto
significa que a funcdo f (x) é estritamente crescente, tendo-se f (0) =1 —1 = 0, pelo que f é negativa em R~ e
positiva em R*. Em resumo, temos:

T —00 0 +o00 T —00 0 +00
f(x) — 10+ g (z) + |+ |+

Como ¢’ (x) = e* — e ™ = f(x), temos que g é estritamente decrescente em ]—o0, 0] e estritamente crescente
em [0, +00[, pelo que a func¢do tem um minimo absoluto no ponto x = 0, tendo-se g (0) =1+ 1 = 2.

Como f(—z)=e*—e*=—f(z),VeeReg(—x)=e®+e* =g(x),Vz € R, temos que f é uma fungao
impar e g é uma fungao par.

Por outro lado, temos lim f(z) = lim (e —e %) =e ® —et>® =0 — (+00) = —o00. Como f ¢ fmpar,
T——00 T——00

entdo lim f(x) = +oc.
T—+00
Quanto a fungdo g, temos lim g (z) = lim (e"+e @) =€ +et™™ =0+ (+00) =400 = lim g(z).
T——00 T——00 T—+00

Do estudo anterior vem que o contradominio da fungao f é R, enquanto que o contradominio da fungao g é
(2, +o0l.

Quanto ao sentido da concavidade, temos que g” () = e* + e % = g(x) > 0,Vz € R, pelo que o gréfico de g
tem a concavidade voltada para cima, nao admitindo pontos de inflexao.

Para a fungdo f, temos f” () = e* — e * = f(x), pelo que o grifico de f tem a concavidade voltada para
baixo em |—00, 0] e tem a concavidade voltada para cima em [0, +o00[. Entao, o gréfico de f admite um ponto de
inflexdo, para z = 0.

Estas duas fungoes tém uma propriedade bastante curiosa:

(9(@)° = (f (@) = (" +e™)" = (" =) =™ 424 e > 2 42— ¥ =4

De tudo o que vimos resultam muitas semelhancas com as fungoes sinx e cosx. Essas semelhancas seriam

. 2 2 ~ - . ~ e’ —e? e +e®
maiores se (g (z))”—(f (z))” = 1. Entao, as fun¢bes que nos interessam sdo F (z) = ———— e G (2) = ————,
’ e’ E e’
fungbes estas que sdo conhecidas habitualmente por sinhz e cosh x, respectivamente. Entao, sinhx = ——

2
ew +e—$
ecosher = ——

A representagio gréfica destas fungdes, em referencial ortonormado, é a seguinte:

123
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2 1 1y 2
. et —e " @ -
F(.’E):blnhx:T G(x):CObhx:%
Além das duas fungoes anteriores definem-se outras quatro fungoes (directas):
__ sinh — hr _ _1 . — 1
Assim, tanhx = 2222 cothx = 92 sechw = ——,cschz = .
7.1 Funcgoes Hiperbdlicas
Exemplo 210 Estudo da funcgdo f (x) = sinhx:
O dominio da fungdo é R. Como f (—z) =sinh (-z) = <5< = —<=£— = —sinhz, a funcio é impar.
Ora, f'(x) = % > 0,Vx € R, pelo que f é estritamente crescente. Logo, f é injectiva e admite fungao
inversa:
. e —e” T —z 2z T
sinhz =y <= —s =Y < " —e P -2y=0 <= e -2y —1=0

— =yt \Vy?+l = & =y+V1y2+1 = len(y+\/y2+1)

Observe-se que nao pode ser e* =y — 1/y2 + 1, uma vez que esta fungdo assume, apenas, valores negativos.
Entao, f~! (z) = In (z + V22 4+ 1) = arcsinh z, fun¢o que tem dominio R. Entao, o contradominio de f ¢ R.
Como f (0) = 0, temos que f ¢ negativa em R~ e positiva em RT.

A 29 derivada da funcio ¢ dada por f” (z) = < _2671 = f(z). Entéo, o gréfico de f tem a concavidade voltada
para baixo, em ]—00, 0] e tem a concavidade voltada para cima, em [0, +00[, pelo que admite um ponto de inflexdo
para z = 0, tendo-se f (0) = 0.

Representacao gréfica da fungao e sua inversa, em referencial ortonormado:

e _1*
/2 -
- -2
-4
f(z) =sinhz f~1(z) = arcsinh

Exemplo 211 FEstudo da fung¢do f (x) = coshx:
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O dominio da fung¢éo é R. Como f (—x) = cosh (—x) = 67124'61 = 614';% = coshz, a funcgao é par. Logo, a
fun¢ao nao admite fungao inversa.

Ora, f'(z) = ew_;% = sinh z.

Do estudo que foi feito anteriormente, vem que f € estritamente decrescente em |—oo, 0] e estritamente crescente
em [0, +oo[. Como f (0) =1, temos que o minimo absoluto da fungéo é 1.

Como " (z) = % =coshz > 0,Vx € R, o gréfico de f tem a concavidade voltada para cima.
Correspondéncia inversa:

e +e’” T —x 2z T
coshr =y < T:y<:>e+e —2y=0 <= e =2y +1=0

— =yt Vy2-1 = len(yi\/yQ—l) = x::l:ln(y+\/y2—1>

Observe-se que o ltimo passo se deve a que o produto das raizes da equagao de 2° grau considerada é 1, pelo
que y — v/y2+1 e y+ /y? + 1 sdo inversas uma da outra, tendo-se que os logaritmos sdo simétricos (repare-se

que a funcdo f é par). E claro que isso pode ser confirmado: (y +Vy? - 1) (y -y - 1) =92 - (y2 — 1) =1.
Se considerarmos a restricdo de f ao intervalo [0,400[, j4 esta funcdo tem funcdo inversa, fungao esta que,
habitualmente, ¢ considerada a fun¢do unversa de f. Entao, f~'(z) = In(z+ vz2 — 1) = arccoshz, fungao
que tem dominio [1,4o00[. Entdo, o contradominio de f é [1,+00[. Podemos chegar a esta conclusdo, calculando
ligl f ().
T—T00

Representacao gréfica da funcao e sua inversa, em referencial ortonormado:

. 4 6 8
3 2 10 1 2 3
f(x) =coshz /71 (x) = arccoshz
Exemplo 212 FEstudo da funcgdo f (x) = tanhz = % = Zj:g: :
O dominio da fungao ¢ R. Como f (—z) = 22};2:3 = =smhs — _ tanhx, a fungdo ¢ fmpar.
. Ora, [/ (z) = COShsz;Si;hzw = COS%!% > 0,Vx € R. Entao, f é estritamente crescente, pelo que admite fungao
inversa:
tanh et —e " e?r —1 1 2 1 2
anhz = = —= =y = 1 — gy = 1y = ——
Y e w1 Y 1 Y Y=
2 2—-1 1.1
— Pl e o2V it
1—y 1—y 2 1—y
1
Entao, arctanh x = %ln 1—|—_x, com —1 <z <1.
—x
Logo, o contradominio da funcao f & |—1, 1].

Como f" (z) = =2coshesinhe _ —2sishz ;7650 esta que tem sinal contrario 4 fungio sinhz. Entédo, o grafico
cosh? z cosh? z ’

de f tem a concavidade voltada para cima em ]—oo, 0] e voltada para baixo em [0, +00[, pelo que tem um ponto
de inflexao para = = 0.
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Representacao gréfica da fungao e sua inversa, em referencial ortonormado:

f(z) =tanhz f~1(x) = arctanh z

Representagao grafica das fungbes coth z, sech x e csch x:

N e
<
S

f(x) =cothz g (z) =sechz h(x) = cschz
Alguns limites com fungoes hiperbdlicas:
inh T _ ,—x T —x
lim 2% :hm%:llim <6—+e—) —la+1)=1

z—0 xT r—0 €T 2250

T —x

. coshz—1 . (coshz—1)(coshz+1) ) cosh®z — 1 ) sinh? 1
lim ——— = lim = - = lim =3
R 2 =0 x? (coshz + 1) x—0 2 (1 4+ coshz)  2—0 22 (1 + coshx)

. tanhx . sinh x . arcsinhzx . arctanhz

lim = lim =1; lim —— =1; lim —— =1
z—0 z—0 x coshz z—0 T z—0 x

Seguidamente, apresentam-se as definigoes e algumas propriedades das fungoes hiperbdlicas:

. et —e sinh z et —e® 2
sinhy = ——— tanhz = = sechy = ————
2 coshx eT + e eT + e ®
xT —x X —x
e’ +e et +e 1 2
coshy = ——— cothy = —— cschx = — =
2 erT —e™ 7 sinh x eT —e™ @

Proposicao 213 sinh (—z) = —sinh z, cosh (—z) = coshx

Proposicao 214 sinh (a + b) = sinh a cosh b + sinh bcosha

a _ ,—a b —b b__ b a —a
sinh acosh b+ sinhbcosha = € ¢ X ete +e © X ¢ te
2 2 2 2
eaer 4 eafb o ebfa o efafb 4 eaer + ebfa o eafb o efafb
B 4
20+ _ 9o—(a+b) a+b _ ,—(a+b)
= = 46 = ¢ 26 = sinh (a + b)

Proposicao 215 sinh (a — b) = sinhacosh b — sinhbcosha

sinh (a — b) = sinh a cosh (—b) 4 sinh (—b) cosh a = sinh a cosh b — sinh bcosh a
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Proposicao 216 cosh (a + b) = cosh a cosh b+ sinh asinh b

e +e @ et et _ema b _ b

sh shb + sinhasinhbd =
cosn a cos —+ sinh a sin ) X 5 B) X B)
_ ea+b + ea—b + eb—a + e—a—b + ea-l—b _ ea—b _ eb—a + e—a—b
B 4
2 a+b 9 —a—b a+b —a—b a+b —(a+bd)
_ 2 —Ze _¢ +2€ _¢ +26 — cosh (a + b)

Proposig¢ao 217 cosh (a — b) = cosh a coshb — sinh asinh b
cosh (a — b) = cosh a cosh (—b) + sinh a sinh (—b) = cosh a cosh b — sinh asinh b

Proposic¢io 218 cosh?z — sinh?z =1

cosh? x — sinh? z

et b e % 27 eT — e % 27621+2+6721762w72+672w
2 2 B 4 4
621+2_~_672z_62m_~_2_672m

= :1
4

Da igualdade anterior, vem cosh? z = 1 + sinh? z e sinh® z = cosh® z — 1.
cosh (2x) = cosh? z + sinh? z

cosh (2z) = cosh (z + x) = cosh x cosh & + sinh zsinh # = cosh® 2 + sinh? £ = 2sinh® z + 1 = 2cosh® z — 1

1+ cosh (2z) o sinh? — cosh (2z) — 1

Das igualdades anteriores, vem cosh® z = 5 >

Proposigao 219 sinhp + sinh ¢ = 2sinh p_J2rq cosh 54

sinh (@ + b) = sinh a cosh b 4 sinh bcosh a . . .
{ sinh Ea — b; = sinhacoshb — sinhbcosha 7 o sinh (a + b) + sinh (a —b) = 2sinh a cosh.
Fazendoa+b=pAa—b=gq, temos a = pT'"q ANb=E=1 pelo que ¢é vélida a férmula apresentada

fon X X —9g —4 ok B
Proposigao 220 sinhp — sinh ¢ = 2sinh 54 cosh &4

Substituindo, na proposi¢do anterior, ¢ por —g, vem sinh p — sinh ¢ = 2sinh 5 cosh pTﬂ.

Proposigao 221 coshp + cosh g = 2 cosh p_erq cosh 254
{ 232}}1 EZ j Z; z 2221}1 Z zgzlﬁlg j :E}ﬁ Z :E}ﬁz , vem cosh (a 4+ b) 4 cosh (a —b) = 2coshacoshd. E daqui
resulta a férmula pretendida.

Proposigao 222 coshp — cosh ¢ = 2sinh pT"'q sinh £54
) e by vem cosh (a-+ b)—cosh 4 — #) = 2sinhasinh b, dond reslta
a igualdade pretendida.

sinh(a+b)
cosh a cosh b

Proposigao 223 tanha + tanh b =

__ sinha sinhb __ sinhacoshb+sinhbcosha _ _sinh(a+b)
De tanha + tanh b = cosha + coshb cosh a cosh b ~ coshacoshb

sinh(a—b)
cosh a cosh b

Proposigao 224 tanha — tanhb =
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Basta substituir, na proposi¢ao anterior, b por —b.

Trigonometria Trigonometria Hiperbdlica
sin (—z) = —sinz sinh (—x) = —sinhz
cos (—z) = cosx cosh (—x) = coshz
tan (—z) = —tanx tanh (—z) = — tanhx
cot (—z) = —cotx coth (—z) = — cothx
sec (—x) = secx sech (—z) = sechx
csc(—x) = cscx csch (—x) = —cschx
cos?z +sin®z =1 cosh? z —sinh?z = 1
1+tan?x = sec® 1 — tanh® z = sech® z
1+cot?x =csc®w coth?z — 1 = csch®
cos (a+b) = cosacosb —sinasinbd | cosh (a 4+ b) = coshacoshb + sinh asinh b
cos (a —b) = cosacosb+ sinasinbd | cosh (a —b) = coshacoshb — sinh asinhb
sin (a +b) =sinacosb+sinbcosa | sinh (a + b) = sinhacoshb + sinhbcosha
sin (@ —b) =sinacosb —sinbcosa | sinh (a — b) = sinh a cosh b — sinh bcosh a
tan (a | b) = st tanh (a + b) = fabastnbl
tan o — b) = 2ol N R
sin (2z) = 2sinx cosx sinh (22) = 2sinh x cosh x
cos (2z) = cos? x — sin’ cosh (2z) = cosh? z + sinh? z
tan (2z) = {2anL tanh (2z) = %
sinp + sing = 2sin p+q cos B4 sinh p + sinh ¢ = 2sinh p;rq cosh 254
sinp — sin ¢ = 2sin 254 cos #52 sinh p — sinh ¢ = 2sinh #54 cosh p—gq
cosp + cosq = QCosucosu coshp + coshq = QCOShL;quOShL;q
cosp — cosq = —2sin p+q sin p2q coshp — cosh ¢ = 2sinh p—;q sinh 254
tana—i—tanb—% tanha—&—tanhb—%
tana—tanb—% tanha—tanhb—%

Regras de derivacao

Trigonometria Trigonom. Hiperb. Trigonometria Trigonometria Hiperb.
Jiisinx:cosx disinhx:coshx %Cbcx——CbCSBCOtm d%cschx:—cschxcothx
_ d o« “d _ d . 1
75 COST = —sinx <. coshz = sinhx 4, arcsinz = \/— 4, arcsinhz = T
d — 2 d — 2 d _ d - 1
—tanz = sec*x - tanh z = sech” <= arccos T = 1_1:2 - arccosh r = T
d a2 d 2 d 1 d _
dda: cotx = —cscex . o cothz = csch” z g”” arctanz = —m2+11 ddz arctanh x = —171I2
secx =secxrtanz | % sechz = —sechz tanhx L arccotr = ———~ L arccothz = 5
dx dx dx 241 dx 11—z

Uma nota curiosa, sobre as fungoes hiperbélicas, é a seguinte: Todos os pontos da forma (x,y) = (cosht,sinht),

com t € R, pertencem & hipérbole de equacio 22 — y? = 1. A igualdade (x,y) = (cosht,sinht), com t € R, ou ao

x = cosht

sistema y = sinht é costume chamar equagoes paramétricas da hipérbole.

Funcoes Hiperbdlicas Inversas
arcsinhz = In (33 + Va2 + 1)
arccoshz = In (z 4+ Va2 — 1)

1
arctanh x = llnﬁ, com —l<z<l1
21—z

1+41
1

T —
1 /1 )
L ,/%—)com0<x<1

z+1

arccothz = arctanh 4 = 1n =1iln , com |z| > 1

arccsch x = arcsinh % =

arcsechx = arccosh% = (



Capitulo 8

O método das Tangentes de Newton

Neste capitulo, pretendemos determinar valores aproximados dos zeros duma funcéo, utilizando o método das
tangentes. Vamos comecar com um exemplo muito simples: a determinacéo de valores aproximados de v/2.

Exemplo 225 Consideremos a fungdo f (x) = 2 — 2, cuja derivada é f' (z) = 2z.

Consideremos xo = 1. Entédo, f(1)=—1e f/'(1) = 2.

Uma equagao da recta tangente ao gréfico da fungéo f, no pontoz =1éy+1=2(z — 1), a qual é equivalente
ay=2r—3.

A tangente anterior intersecta o eixo das abcissas no ponto z = %, pelo que fazemos x; = %, que é um valor
aproximado de V2.

E o processo continua até obtermos uma boa aproximacao de v/2.

Na segunda iteracdo, temos f (%) = i e f’ (%) = 3.

Entdo, uma equagao da tangente no ponto z = 2 ¢ y+ 1 =3 (z — 2), a qual ¢ equivalente a y = 3z — 2.
Esta nova recta intersecta o eixo das abcissas no ponto z = %, que é uma nova aproximacao de v/2.
H& algumas questoes que podem ser colocadas:

Serd que obtemos uma sucessao? Se obtivermos uma tangente horizontal, o processo acaba...

Outra questdo é a da convergéncia da sucessao, caso a sucessdo exista...

Suponhamos que temos o termo x,,. Como obter z,1, pelo método das tangentes?

fzn) =27 =2, [ (zn) = 22p

A equagdo da recta tangente ao grifico de f, no ponto z = z,, é:
y—a2 +2=2x,(x—1x,)

22 ~ . . z2 -2
Fazendo y = 0, temos 52t = — Tn, €quagao que é equivalente a x = x,, — T

, pelo que temos

n
T+l = Tn — =
22, 22, 2x,

2 —2 222 —a%+2 ai42

Se z,, > 0, entdo x,+1 > 0 e o processo pode continuar indefinidamente. Repare-se que se tivéssemos xz,, < 0,
entdo x,4+1 < 0, pelo que o processo continuava indefinidamente.

Est4, assim resolvida a primeira questao. Quanto & convergéncia, apenas referimos que, neste caso, a sucessao
é convergente, partindo dum valor inicial nao nulo e que no caso geral duma funcao que admita derivada continua
e finita em qualquer ponto, se for garantida a existéncia da sucessao, esta converge desde que o valor inicial esteja
suficientemente préximo do zero da funcao procurado. No entanto, o estar suficientemente préximo é algo que
ird depender da fungao em causa. No exemplo que estivemos a considerar, o valor inicial pode ser qualquer valor
positivo, para que o limite seja V2. Partindo dum valor negativo o limite da sucessao serd —V2.

Partindo do valor inicial zg = 1, temos:

129
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Chegados a este ponto, estao esgotadas as capacidades da Calculadora, pelo que esta resposta é o melhor valor
que podemos obter (com esta Calculadora e este método).
Se passarmos para o modo Aproximate, obtemos:

-ngebr*a - DtherlPPgm I0 I:le-an Up .

I’F:. T Fiv Fev |_ Fav FE [ T ]
- E Algebral|Calc Dther*TPr‘ngDTElean Up

Dot
1.41421356227

4TOETE 5. BESEST EETOI50E04E
ATOERE
o SBETIIOEEEET 2EE731052097
EZFOlISEE04E EZFO13SEER4E
. BEETIL0SES97 BE67II05E59T
EETO1 3506048 BEPE 1 3SAE04E N
E2E7IIASSE97
 ESOIIEEE04E 1.41421356237 3
885731H88897x52?ﬂ13555ﬂ48 JL22
Rl AFFROG FUNC 4030 MAIN

A AFFRDE

FUNE &/

Podemos comparar o resultado com o valor apresentado pela Calculadora para v/2.

Exemplo 226 O método das tangentes

Consideremos uma fungao de dominio R, que admite derivada continua e finita em qualquer ponto. Supondo
conhecido o valor x,,, vejamos como obter z, ;.
A equacao da recta tangente ao gréafico de f, no ponto x = z,, é

Fazendo y = 0, obtemos (z — x,,) f' (zy

caso x,4+1 esteja definido.

y_f(xn):(x_xn)fl(xn)

)= —f(xy,), donde vem = = x,, —

f(@n
(=

)

n)’

ou seja, Tny1 = Ty —

£ (In)

Exemplo 227 Serd que os Babilonios conheciam um algoritmo para calcular valores aprozimados de /22

Os Babilénios tinham um sistema de numeragao que usava a base 60 e sabiam resolver equagoes de 2° grau.
Vejamos um método iterativo, para determinar valores aproximados de v/2, que podia ser utilizado pelos

Babilénios:
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Como 12 < 2 < 22, devemos ter 1 < v/2 < 2.

Faca-se 2o = 1. Entéo, v2 = 1 + 41, pelo que (1+ (51)2 = 2. Observe-se que 0 < 07 < 1.

Entao, 1+ 261 + 6% = 2. Mas, para valores entre zero e 1, o quadrado ¢ um nimero pequeno, pelo que pode
ser desprezado. Logo, 1+ 2d; ~ 2, donde vem §; ~ % Entéao, z1 =1+ % = %
Calculemos zs:

2
Como 2 = (%) = % > 2, devemos ter v/2 = % — g, com 0 < 61 < %

Entdo, (2 — (52)2 =2, donde vem 2 — 305 + 02 =2.
Logo, % — 302 = 2, pelo que 305 = % — 2, ou seja, dg =~

Entao, zo = L — 17

2T 127 12

E o processo pode continuar indefinidamente, obtendo-se boas aproximacées de v/2. Curiosamente, estamos
a obter os mesmos valores que obtivemos com o método de Newton, partindo do valor inicial zog = 1, em ambos
0S Casos.

Serd que as duas sucessoes sao iguais? Para responder a esta questao, basta-nos provar que se partirmos de
valores arbitrérios iguais, obtemos na iteracao seguinte valores iguais.

No método das tangentes, ja vimos que p 1 = &, — %, pelo que, no caso da fungio f (z) = 2% — 2, temos

L
12"

w

2 2
_ x,—2 _ x,+2
Tn+1 = Tp — 2%,  2xn "

Pelo segundo processo, supondo que 2 > x,, > v/2, temos:
2
(ZL’n — 5n+1> =2

Logo, 22 — 22,6,41 + 5i+1 = 2, donde obtemos 2 — 22,6, 41 ~ 2.

2 2 2
~ —2 —2 2 ~ .
Entéo, 0,41 =~ _z;x , pelo que 41 =z, — =2— = Zut2  obtendo-se a mesma expressao que fora obtida pelo
n

2%y 2xy,
método das tangentes.

Exemplo 228 Determine um valor aprozimado de —/2, pelo método das tangentes.

Resolugao
Consideremos a fun¢ao f () = 2* — 2. Seja zg = —1. Entao, utilizando a formula 2,11 = 2, — ;/((ZT;))’ temos
2$n 2$n 2$n
Entao,
$1_1,i22__%:_175
9
wy = 12 = 1T ~ 1,416 666 667
289 12
ry= HLE — BT 6 ST ) 414215686
= UBL2  emssat ) 414913562
47 ThoxET T T ar0s832 ’
2
_ (888550)"+2 886731088897 _1.414213562
Ts = " SR T T 627013566048 0

470 832

E bastaram cinco iteracoes para chegarmos ao resultado pretendido.
Exemplo 229 Resolva a equacgao 2x + sinx — 5 = 0, pelo método das tangentes.

Resolugao
Seja f (z) = 2x +sinz — 5. Entao, f' () =2+ cosx

Vamos partir de zg = 0, usando a férmula xz, 1 = x, — f,(é”)) e uma Calculadora:
= Clr-Home Dot
g o.
wp, - 28 FsintB.0-5 1. GEGELEEEEET

2+ coz(B0.)
m ], BEEEEEEEEEEET — 21. 6666662621165?:?; +E~5E&
2. 01916732812

wNCanstl» -5 (2+cosCansClrd>
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"1, GEREACEREEEET — ——

2+ cosC1,.6E0
2. 01916732812
22 01916732812 + sind2
2+ cos(Z.A191E"

2. 03F7FIS35618

22 A57VISESE1803 + 5
2+ cos(Z.05
2. 03823142619

Lntanstlxd-5) /C2+cosCansCllo

"2 E9IEFEZRIZ -

2 ESYTISIDE100E -

O METODO DAS TANGENTES DE NEWTON

" R OSEEII4ZEIETT - —— =+ cosiZ. 02}

2.052323148104
2-2.0532314810429 + =
Z+cos(Z.05
2.052323148104
2-2,0532314810429 + =
2+ cos(2, B
2.052823148104

B Z 552314510429 -

B2 EEE2314810429 -

Wwnlanst13 353/ (2+cosfans (123>

E, novamente bastaram cinco iteragoes para chegarmos ao resultado pretendido.

Entao, uma das solugoes da equagao é, aproximadamente, o nimero real 2,058 231 4810429. Observemos que
f'(x) =24 cosx > 0,Vx € R, pelo que a funcdo f é estritamente crescente.
Entao, a fungao tem um tnico zero, do qual ja conhecemos uma boa aproximacao.

Exemplo 230 Determine uma boa aproximagdio do ponto fizo da fun¢do f () =1 — arctanx .

Resolucao

Recordamos que ponto fixo duma fungdo f é um ponto z do dominio de f, tal que f(z) = z. Entéo,
pretendemos resolver a equagao 1 — arctan x = x, equagao esta que é equivalente a x — 1 + arctanz = 0.

Entéo, a questdo inicial transformou-se na determinagao do(s) zero(s) da funcdo g(x) = = — 1 + arctanx.
Entéo, ¢’ (z) =1+ H—%

Observe-se, desde jd, que a fungio é estritamente crescente, pelo que ndo pode ter mais do que um zero.

Ora, g(0) = —1e g(1) = . Além disso, a funcdo é continua em R. Entdo, a funcao tem um zero no intervalo
10, 1].
A férmula de recorréncia do método das tangentes é:
B g(rn) T, — 1+ arctan z,,
Tnt+l = mn_g/ (zn) =Tn — 1+r1x%
_ x, — 1+ arctanz,, ’
- I 24a2
Tras
(zn — 1+ arctanz,) (1 + 22)
- 2+a;

Partindo do valor inicial zg = 1, temos:

(1.1 +taric1. (1 401,07

" 241,72

LATEGRL 224402

4764012244017 — 1 + L
= 4FE401 2244017 - L

519931116131
w¥C1+Cans (13323 (2 +ans (122D

[.51993111613136 - 1 +

®,51993111613136 -

=, F2E26897213836 -

[.52026297213836 - 1 +

D20Z2ER972LIER
[.52026897213836 - 1 +

 D2R2eD902V2

[.52026899271959 -1 +
B SRUZEE97213836 — !

B SZUZES9927 1959 -

O valor do ponto fixo da fungao inicial é, aproximadamente, 0,520 268 992 71959.



Capitulo 9

Polinémios de Colocacao

Neste capitulo, pretendemos determinar uma func¢ao polinomial que assuma determinados valores em determina-
dos pontos.

Comecamos por fazer referéncia ao Teorema Fundamental da Algebra, o qual afirma que um polinémio de grau
n e de coeficientes complexos nao admite mais do que n raizes complexas. Como consequéncia, um polinémio de
grau n e de coeficientes reais nao admite mais do que n raizes reais.

Recordamos que polinémio identicamente nulo é o polinémio P (z) com todos os coeficientes nulos, isto é,
P(z)=0z" +0z" 1 4+ -+ 0x + 0.

Convenciona-se que o gau do polinémio identicamente nulo é —oco. Esta convengdo deve-se ao facto de pre-
tendermos que o grau da soma de dois polinémios seja menor ou igual ao maior dos graus das parcelas e que o
grau do produto seja igual & soma dos graus dos factores.

Proposicao 231 Se um polinémio P (x), de grau menor ou igual a n, com n € N, se anula em n + 1 pontos,
entio P (x) é o polindmio identicamente nulo.

Demonstracao
A demonstracao é trivial, em face do que foi afirmado.

Proposigao 232 Nao hd mais do que um polinémio, de grau menor ou igual a n, com n € N, que assuma n+ 1
valores pré-determinados, em n + 1 pontos.

Demonstragao

Sejam P; (x) e Py (z) dois polinémios de grau menor ou igual a n, satisfazendo as condigoes do enunciado.
Suponhamos, entéo, que Py (z) = AT +Cp_ 12"+ - Farz+ag e que Po (z) = bbbz +bo.
Suponhamos, ainda, que z1, 22, ..., Ty, Tpy1 sa0 0s n + 1 pontos onde os dois polinémios assumem os 1 + 1

valores pré-determinados.
Seja P (x) = Py (z) — P2 (z). Entao:

P(:Ek):Pl (I’k)*Pz(SEk):O,VkG{l,Q,,n7n+1}

Logo, o polinémio P (z), de grau menor ou igual a n, anula-se em n+ 1 pontos, pelo que se trata do polinémio
identicamente nulo.

Entéo, os dois polinémios P; (x) e P, (x) sdo idénticos.

Repare-se que esta proposi¢gao nao afirma que existe um polinémio que satisfaga as condigdes do enunciado,
embora tal se verifique, como veremos.

Exercicio 233 Determinemos o polinémio P (x), de grau menor ou igual a 3 e que satisfaz as condi¢oes P (0) =
3, P(1)=1, P(2) =3¢ P(3) = 1.

Resolugao

Este processo deve-se a Newton e é vantajoso em relagdo ao método de Lagrange (terceira resolugao), princi-
palmente se acrescentarmos mais um ponto: enquanto que no método de Newton, basta mais um passo, no caso
do polinémio interpolador de Lagrange é necessdrio comecar todo o processo de novo.

133
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Seja Py (z) = 3. E claro que P; (0) = 3, mas P; (1) = 3 # 1. Pretendemos obter um novo polinémio Py (z) que
satisfaca P (1) = 1, mas sem deixar de satisfazer P, (0) = 3. Tal é conseguido com Ps (z) = P; () + ax = 3+ ax.

Entao, devemos ter P, (1) = 3 + a = 1, donde se conclui que a = —2.

Logo, P, (z) = 3 — 2.

E, agora, fazemos Ps () = P2 () + bz (x — 1) =3 — 22 + bx (z — 1).

P3(2) =3—4+2b=2b— 1. Entdo, 2b — 1 = 3, donde vem b = 2.

Logo, P53 (z) =3 — 2z + 2z (z — 1) = 3 — 4dx + 222,

Seja Py (x) = P3 () +cx(z — 1) (v —2) =3 — 4z + 22% + cx (v — 1) (x — 2).

1=P(3)=3-12+18+3cx2x1=9+6c

Entao, 6¢c = —8, donde vem ¢ = —%.

Logo, Py (z) =3 — 4z +22% — 3z (z — 1) (z — 2).

Efectuando os célculos, temos:

4

Py(z) = 3—4m+2x2—§x(m—1)(x—2)
4

= 3—4m+2x2—§m(x2—3x+2)

4 8
= 3—4$+2m2—§$3+4$2—§x

4 20
= —§x3+6a¢2— ?x—i—S

E, como podemos verificar, temos Py (0) =3, P, (1) =1,P,(2) =3,P,(3) = 1.

Observe-se que podfamos ter poupado um passo no calculo do polinémio, pois, P; () = 3 j4 estd correcto em
dois pontos (em z =0 e em = = 2).

Entao, fazemos P, (z) = 3 4+ Az (x — 2) e determinamos A, de modo que P, (1) = 1.

De P, (1) =1, vem 3 — A =1, donde se conclui que A = 2.

Entao, P (z) = 3+ 2z (z — 2) = 3 — 42 + 222,

E, finalmente, temos P; (7) = 3 — 4z + 222 + Bz (v — 1) (z — 2).

E,de P;(3)=1,vem 3 —12+ 184+ B x3x 2 x 1=1, pelo que 6B = —8.

Logo, B = —%, pelo que P3 (z) =3 — 4z + 22 — 3z (z — 1) (z — 2) = —32% 4+ 622 — Lz + 3

Segunda resolugao

Vamos resolver este exercicio, usando um processo andlogo, mas comegando "da direita para a esquerda".

Seja Py (z) = 1. E claro que P; (3) = 1, mas Py (2) = 1 # 3. Pretendemos obter um novo polinémio Py (z)
que satisfaga P (2) = 3, mas sem deixar de satisfazer P, (3) = 1. Tal é conseguido com P (z) = 1+ a (x — 3).

Entao, devemos ter 3 = P> (2) =1 — a, donde vem a = —2. Logo, P () =1—2(z—3) =7 — 2z.

E, agora, fazemos P3 () =7 — 2z + b(z — 2) (z — 3).

Del=P;(1)=7—-2+2b=2b+5, vem b = —2.

Logo, P3(z) =7—2z —2(z—3)(z—2) =7—2z — 2 (2* — bz + 6) = —22% + 8z — 5.

Seja Py (z) = —222 + 8z —5+c(z —3) (x — 2) (x — 1).

De 3 = P, (0) = —5 — 6¢, vem 6¢ = —8. Logo, ¢ = —3%.

Efectuando os célculos, temos:

4
Py(x) = —2$2+83¢—5—5(95—3)(3@—2)(3:—1)
4
= —2$2+8$—5—§(.’E2—5$+6)(.’E—1)
4, .
= —2$2+8x—5—§(x3—5x2+6$—x2+5x—6)
4 . 44
= —2$2+8x—5—§x3+8x2—?x+8
4 . 20
= *§$3+6$2*§$+3

E claro que tinhamos de obter o mesmo polinémio, porque nao pode haver mais do que uma solugao de grau
menor ou igual a 3.
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E claro que ainda nao respondemos & questao de saber se o problema tem solugao no seu caso geral.
Terceira resolugao
Consideremos os seguintes polinémios:

Lo (z) = (iv_*llx)((f;i)(((r_;?) _ z3—612_—gllz—6
Ly (z) = (wfxo()gz1;i)((j;z_)3) _ x3_5§2+6x
L (@) = Splrplptl — stepii
R T

Os quatro polinémios anteriores sao de grau 3, pelo que qualquer combinagao linear dos quatro polinémios
tem grau menor ou igual a 3.

Além disso, temos que Lo () se anula nos pontos 1, 2 e 3, tomando o valor 1, no ponto 0. De modo anslogo,
temos que L; (), (com 1 =0,1,2,3), toma o valor 1 no ponto i e anula-se nos outros trés pontos dados.

Entdo, o polinémio L (z) = 3Lg (x) + 1Ly (z) 4+ 3Lo (z) + 1L3 () satisfaz as condi¢des do enunciado. A
expressao anterior é costume chamar polinémio interpolador de Lagrange.

Efectuemos os célculos:

_ 34 > — 622+ 11z —6 +x3—5$2+6x L3 x3—4x2+3x+x3—3x2+2x
-6 2 ) 6

3241827 — 33z + 184+ 2% — 327 + 2 N 2% — 522 + 6z — 32 + 1222 — 9z

o 6 2

—223 + 1522 — 31z + 18  —223 + 722 — 3z

= +
6 2

_ —22% 41527 — 3lx + 18 — 62° + 212 — 9z

n 6

~ —82% 4 362% — 40z + 18

n 6

= 3 3 4 622 3 x4+ 3

Esta ultima "construcido"mostra-nos que existe um polinémio, de grau menor ou igual a n, que assume n + 1
valores em n + 1 pontos.

Tal existéncia também se verifica nas duas primeiras resolugoes, uma vez que o polinémio a somar ao ante-
riormente obtido, apenas se anula nos pontos anteriores aquele que estd a ser considerado, pelo que a constante
que aparece no novo polinémio pode ser determinada (de modo dnico).

Exemplo 234 Sejam n € N,h > 0,y; € R, parai=0,1,...,n. Determine o polindmio P (x), de grau menor ou
igual a n e que satisfaz as condi¢ées P (a) =yo, P(a +h) =y1,...,P(a+1ih) =yi, ..., P(a+nh) =y,.

Resolugao

Comecemos por notar que os argumentos a, a + h,a + 2h, ..., a + nh variam em progressdo aritmética, o que
pode nao acontecer no caso geral.

Sejam Py (z) =yo e Py () = Py (z) + c1 (x — a).

Entéo, y1 = Pi (a+h) = Py (z) + c1 (a+h —a) = yo + c1h.

Entao, ¢; = £5% e Py (v) = yo + L52 (v — a).

Seja Py (z) = Py(z) +c2(xz —a)(x —a—h) =y +L5L (x —a) +co (v —a)(x—a—h).

Entao,

Yo = P2((l-‘r2h)
= yo—i—%(a—|—2h—a)+62(a+h—a)(a+2h—a—h)
= o+ L o ey x hox 2k =yo + 2 (31 — o) + 2coh>

= Yo + 2y1 - Qyo + 262h2 = 2y1 — Yo + 262h2
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Logo,
o = Y2 =251 + 50
2 2h?
Entao: o +
_ Yo , Y1~ Yo Y2 — 2Y1 T Yo
@) =G+ T, @Ot T @oa@mamh)

E, se continuarmos, temos:

Py(x)=Py(z)+cz(zx—a)(x—a—h)(z—a—2h)

Entao:
ys = Ps3(a+3h)
= yo—i-yl;yox3h+%x3hx2h+@,x3hx2hxh
Yo + 3y1 — 3yo + 3y2 — 6y1 + 3yo +c3 x 3! x h3
= 3ys —3y1 +yo +6h%cs
Entao:

_ Y3 = 3y2+3y1 — wo
3! x h3

Observemos o seguinte quadro, obtido por diferengas entre elementos consecutivos da linha anterior:

C3

Yo Y1 Y2 Y3
Y1 — Yo Y2 — U1 Ys — Y2
Y2 — 2y1 + Yo Ys — 2y2 + 41
Y3 — 3y2 + 3y1 — Yo

Observe o polinémio P (z) e compare com o quadro anterior: o
Pg(x):%—1—%(:E—a)+yz;&#(m—a)(x—a—h)—i—%(m—a)(x—a—hﬂx—a—%ﬁ
Voltemos ao exemplo ja resolvido, em que P (0) =3, P(1) =1, P(2)=3e P(3) = 1.

z; | 0 1 2 3
yi | 3 1 3 1
=) 2 =)
1 —4
-8
Entao,
P#) = 8- (e 0) 4 gz (= ) (1) ~ oz (x— 0) (2~ 1) (z— 2)
UoT T 21z T Gx 13T

4

= 3—2:10+2x(:1:—1)—gx(x—l)(:p—2)
4

= 3—2x+2x2—2:p—§x($2—3x+2)
4 . 8

= 3*2$+21’2*2$*§$3+4$2*§ZE

4 . 20
= *§$5+6$2*?$+3

Voltemos ao quadro anteriormente apresentado:

Zo | T1 Z2 3
Yo | v Y ys
Y1 — Yo Y2 — Y1 Ys — Y2
Y2 — 2y1 + Yo Ys — 2y2 + 1

Y3 — 3y2 + 3y1 — Yo
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Vejamos como obter o polinémio partindo "da direita para a esquerda", supondo que os valores de z; estao
em progressao aritmética:

Py (z) =ys

Py(z)=P (z)+ Az —23) =y3 + A(x — x3)

yo = Ps (z2) = y3 + A(xe — x3) = y3 — Ah

Entao, A = #2542,

Logo,
Ys — Y2

h

Seja Ps (x) = y3 + L52 (x — x3) + B (v — 23) (x — 22).
y1 = P3(21) = y3 + L3722 (21 — x3) + B (21 — 23) (1 — 22)

Py (z) =y3 + (x —x3)

Entao,
B Y -ys R 2R i —ys+2us— 20y — 20+ s
2h2 2h2 2h2
Logo,
5 — 5 — 2o +
Py () :y3+u(x,$3)+w(x,xg)(x,u)

h 2h?
Seja Py (z) = P3 () + C (z — x3) (x — x2) (x — 21).

Yo = Py (z0) = y3 + B2 (zg — x3) + L=2BHL (25 — a3) (20 — 22) + C (20 — 23) (0 — 72) (T0 — 71)

Entao,
g — 3 — 2y +
W= ws o T (3h) T (<3h) (2h) + C (0 — ) (0 — 22) (w0 — 1)
Y3 — 3ys + 3y2 + 3ys — 6y + 3y1 + C (—3h) (—2h) (—h)
= y3—3y2+ 3y — 6Ch>
Logo,

Y3 — 3Y2 + 3y1 — Yo
C =
6h3

E, finalmente, temos

- — 2y + — 3y2 + 3y1 —
Py(n) =ys+ B2 (g ) + B2V () (g — ) + LRI T (4 (o ) (2 — 1)
h 2h 6h
Vejamos o exemplo anteriormente apresentado:
z; | 0 1 2 3
yi | 3 1 3 1
-2 2 -2
4 —4
-8
Entao,
2 4 8
P(x) = 1*I($*3)*§($*2)(1’*3)*6($*1)(I*2)($*3)

= 1—2x+6—2(m2—5x+6)—%(m3—6x2+11x—6)

4 44
= 7—2x—2x2+10x—12—§x3+8x2—?x+8
20 4
= 3- §x+6x2— §£E3
4 20

= —§x3+6x2— §$+3
Diferencas divididas
O exemplo anterior pode ser resolvido da seguinte maneira:
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2 | 0 4 9 3 z; |0 1 2 3
b3 i 3 1 vi | 3 1 3 1
' 1-3 3—1 1-3 -2 2 -2
10 =1 372 242 —2-2
2-0 3—1
z;i | 0 1 2 3
Yi | 3 1 3 1
-2 2 -2
2 -2
—2-2
3—0
z; | 0 1 2 3
yi |3 1 3 1
-2 2 -2
2 -2
_4
3
Entao,
4
P(z):372x+2x(az—1)fgz(zfl)(x—Q)
Ou,

P(az):1—2<x—3)—2(x—3)(x—2)—§<x—3)(:g—2)<x—1)

Exemplo 235 Usando as férmulas das diferencas divididas progressivas e regressivas, determine o polinémio

P (z), de grau minimo, que satisfaz as sequintes condigdes:

X4 112 1| 4 7 15
P(x;) | 6|20 | 40 [ 100 | 300
Resolugao
1 2 4 7 15
6 20 40 100 300
20—6 40—20 100—40 300—100
2—1 4—2 7—4 15—7
1 2 4 7 15
6 20 40 100 300
14 10 20 25
10—14 20—10 25—20
a1 7—2 15—4
1 2 4 7 15
6 20 40 100 300
14 10 20 25
—4 2 =
Py 52
6 13
1 2 4 7 15
6 20 40 100 300
14 10 20 25
_4 2 5
305 17 1
9 17 5 T 143
143 9
14
1 2 4 7 15
6 20 40 100 300
14 10 20 25
—4 2 5
3 5 L il
9 62 143

T 1287
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Entao,
4 5 62
Plz)y=6+14(z-1)—z(z—-1Dx-2)+=-(z—-1D(z-2)(z—4)———— -1 (z—-2)(z—4) (-7
3 9 1287
Ou, pela férmula das diferengas divididas regressivas
P(2) = 300425 (2 — 15)+— (2 — 15) (2 — T)— ot (2 — 15) (2 = T) (2 — 4)— 2 (3 — 15) (& — 7) (2 — 4) (@ — 2)
) = T 7 (@ T 53 @ T T 257 (& x T T

Registe-se que as férmulas das diferengas divididas (progressivas e regressivas) podem aplicar-se em qualquer
situagéo, enquanto que as férmulas das diferengas nao divididas (progressivas e regressivas) s6 podem ser utilizadas,
quando os valores de x estao em progressao aritmética.

Exemplo 236 Usando as férmulas das diferencas divididas, progressivas e regressivas, determine o polinémio
P (x), de grau minimo, que satisfaz as sequintes condigdes:

i | 1]3] 7 ]15] 31
P(xz;) | 6] 8|40 | 96 | 230

Resolugao
1 3 7 15 31
6 8 40 96 240
1 8 7 9
z L L
A R
56 ) 168
315
Entao,
7 ) 1
P(z) = 6+1(33—1)+6(33—1)($—3)—%(x—l)(x—?))(x—?)—i-ﬁ(x—1)(30—3)(33—7)(30—15)
1 1
= 240+9(x—31)+ﬁ(33—31)(33—15)+1—68($—31)(x—15)(x—7)+

1
a7z (@ = 31) (2 = 15) (2 = 7) (¢ = 3)

Exemplo 237 Usando as férmulas das diferencas divididas e nao divididas, progressivas e regressivas, determine
o polindmio P (x), de grau minimo, que satisfaz as sequintes condigdes:

2w |1]2]3]4]5
P(x;) | 6] 7] 102030

Resolugao

Exemplo 238 Usando as férmulas das diferencas divididas, progressivas e regressivas, determine o polindmio
P (z), de grau minimo, que satisfaz as sequintes condigdes:

x5 1123 4]5
P(x;) | 6] 7]10 |20 |30

Resolugao
Diferencas divididas:

1 D 3 4 5
7 10 20 30
1 3 10 10
1 T 0
5 2 _x
6 6
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P@ = 6+1@-D+1e-DE-2+2@-DE-2@-3)-3@-1)(e—2) (-3 @4
7

= 30+10(m—5)—6(m—5)(m—4)(x—3)—%(w—5)(m—4)(x—3)(m—2)

Diferencas nao divididas:

1 2 3 4 5
7 10 20 30
1 3 10 10
2 7 0
5 -7
—12
Entao,
P(z) = 6—|—l(x—1)—I—%(w—1)(x—2)+%(3:—1)(:1c—2)(3:—3)—%(m—l)(m—?)(m—?))(x—él)
= 6—1—l(ac—1)+(x—1)(:1:—2)4—%(1‘—1)(x—2)(x—3)—%(m—l)(m—Z)(m—Z’))(m—él)

Pl2) = 30+10(m—5)—%(x—5)(m—4)(x—3)—%(m—5)($—4)(x—3)(x—2)

- 30+10(z—5)—g(z—5)(x—4)(:c—3)—%(:c—5)(:r—4)(x—3)(z—2)



Capitulo 10

O Anel dos Inteiros Gaussianos

Nota histérica
O aparecimento dos nimeros complexos deve-se a procura da férmula resolvente das equagoes de 3° grau de
coeficientes reais, as quais tém, no minimo, uma solugao real. Como veremos mais adiante, toda a equagao de 3°
grau pode ser transformada numa equacio da forma x> + az + b = 0, pelo que basta obter a férmula resolvente
para este caso. Fazendo z = u + v, vem:
(w+v)+au+v)+b=0 <= ud+3uv+3u®+v3+a(u+v)+b=0
— W +v3+3uw(u+v)+alut+v)+b=0
— ud+v3+ Buv+a)(u+v)=-b
Podemos escolher u e v de modo que 3uv = —a A u® 4+ v* = —b. Entéo, uv = —%.

3 . ~ , ~
Logo, u?v? = T A u? 4+ v3 = —b, donde se conclui que u? e v? sdo as raizes da equacdo de 2° grau

N 4bA - L =0.
g _ b/

bty /b2 4ad u’ =

Como A2 + b\ — L =0 < \= , temos 2
— 2
23
i zﬁz3in@E£ s| —b 02+ 42 o) _p— [p2 4 A
Entao, , pelo que =z = +

v =

3/ b /b2 4e 2 2
2
Vejamos um exemplo de resolucao de uma equagao de terceiro grau, usando o método anterior:

Consideremos a equacio x> + 322 — 3z — 1 = 0.
Comegamos por fazer a substituicdo © = y + h, com vista a eliminar o termo de 2° grau, obtendo-se:

(+h)?+3@W+h)?>=3@Wy+h) —1=0 <= > +3°h+3yh>+h>+3y>+6yh+3h>—3y—3h—1=0
= ¥+ Bh+3)y*+ (3R> +6h—3)y+h3+3h* —3h—1=0

Fazendo h = —1, vem y3 — 6y + 4 = 0.

Segue-se a nova substituicio y = u + v, a qual nos conduz a u? 4+ v3 = —4 A u3v3 = 8.

Entéo, u® e sdo as raizes da equacio de 2 © grau A*> + 4\ + 8 = 0, que sdo —2 + /—4.

Obtivemos, deste modo, uma raiz quadrada de um nimero negativo, a qual ndo representa nenhum nimero
real.

Para quem j4 conhece os ntimeros imagindrios, é facil verificar que u = /=2 +2i = 14+4,v = /-2 — 2t = 1—1.

Observe-se, no entanto, que v/—2 + 2¢ é uma expressao pouco pacifica, uma vez que um nimero imagindrio
admite trés raizes cibicas e nao apenas uma.

Se usarmos as raizes cibicas 1 +i e 1 — i, obtemos

y=ut+v=14+14+1—-i=2Az=y+h=2-1=1

Logo, uma das raizes da equagao inicial é 1, o que permite encontrar as outras rafzes (aplicando a regra de
Ruffini).

141
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1 3 -3 -1
1 1 4 1

[T 4 1[0

Entdo, 2* + 322 =32 - 1=0 < (z—1)(2? +42+1) =0 < z=-2+3.

Repare-se que, embora as trés raizes da equagao sejam reais, para resolver a equacao, tivemos de "sair"do
conjunto R.

E se tivéssemos usado outra raiz cibica de —2 + 247

Vimos que uma das raizes ctibicas de é 1 + 1.

Como 1+ 4 = +/2cis %, entdo as outras raizes ciibicas de —2 + 2i sdo /2 cis (% + 27”) e V2cis (% — 27”)

Seja u = v/2cis (3 + &) = V2cis LI

Ora,de uv =2, vem v = 2 = —2— = /2cis (—11—”)

u T V2cis Uz 12
Entao,
. 1lx . 117 117 T 27
Yy = u+tv= \/§CISE +V2cis (—E> = 2\/50056 = 2v/2cos (Z + ?>
T 2 .om . 27 V2 1 NOEERVE)
= 2V2 (COSZCOS? —smzsm?) =2V2 (7 X <—§) -5 X -
2 6
4 4
Logo, . = —1 — /3 — 1 = —2 — /3, obtendo-se, assim uma das raizes da equacéo inicial.

Definicao 239 Corpo dos nimeros complexos é o conjunto C = {a + bi : a,b € R}, algebrizado com as operagdes
"adi¢ao"e "multiplicacao "assim definidas:

Adigao: (a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i

Multiplicagdo: (a + bi) x (c+ di) = (ac — bd) + (ad + be) ¢

A definigdo da multiplicacao apresentada resulta da multiplicagao "usual"de polinémios com a condigao su-
plementar i = —1.

Definicao 240 Seja z = a + bi, com a,b € R. O complexo a — bi, é chamado conjugado de z (e representamo-lo
por Z), enquanto que ao nimero real v/ a? 4+ b?> chamamos mddulo de z (que é representado por |z|). Ao nimero
a chamamos parte real de z e escrevemos Re (z) = a, enquanto que ao nimero b chamamos parte imagindria de
z e escrevemos Im (z) = b.

Defini¢ao 241 Ao conjunto Z (i) = {a + bi : a,b € Z}, o qual algebrizado com a adi¢do e multiplica¢io de com-
plexos é um anel, chamamos anel dos inteiros gaussianos.

Definicao 242 Inteiro algébrico é um elemento do conjunto C que anula um polindmio mdnico de Z|t], isto é,
anula um polindmio em t cujos coeficientes pertencem a Z e em que o termo de maior grau tem coeficiente 1.

E facil verificar que todos os elementos de Z () sdo inteiros algébricos; para isso, basta-nos considerar a + bi
e a equacdo de 2° grau x2 — 2azx + a®> +b> =0, com a,b € Z.

Observemos, ainda, que a definicao de inteiro apresentada nao cria, em (Q, mais inteiros, para além dos
elementos de Z, os quais, por esse motivo, sao chamados inteiros racionais.

Definicao 243 Num anel com identidade, chama-se unidade a qualquer elemento do anel que seja invertivel.

Definicao 244 Dois elementos dum anel com identidade dizem-se associados, se exitir uma unidade do anel que
multiplicada por um dos elementos dé o outro.

Definigao 245 Em Z (i), define-se norma, como sendo a aplicagcdo N, de Z (i) em Z, tal que N (a + bi) = a®+b.

A aplicacdo anterior satisfaz as propriedades seguintes:
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—

. N(a+bi)>0,Ya,beZ

2. Sea,beZ,entao N(a+bi) =0 <= a=b=0
3. N(2) =N(7),Vz € Z(3)

4. N(z2w) =N (2) X N(w),Vz,w € Z (i)

Uma vantagem da aplicacdo norma, em relacdo & aplicagdo mdédulo, reside no facto da norma de qualquer
inteiro gaussiano ser um ntmero inteiro racional, enquanto que o médulo dum inteiro gaussiano pode ser um
nimero irracional.

Proposigao 246 O conjunto U, dos elementos invertiveis de um anel com identidade, forma um grupo multi-
plicativo.

Demonstracao

U é um conjunto nao vazio, porque 1 € U.

Sejam u,v € U. Entao existem, em U, elementos s e t, tais que su = us = 1 = tv = vt.

De (uv) (ts) = u(vt)s = u(ls) =us =1 e de (ts) (uv) =t (su)v =t (1lv) = tv = 1, concluimos que uv é um
elemento invertivel, donde vem que U é um grupo para a multiplicagdo, uma vez que esta operacao é associativa,
existe, em U, elemento neutro e todo o elemento de U é invertivel.

Definicao 247 Sejam A um anel e a,b € A. Diz-se que a divide b (e escrevemos a|b), se existir, em A, um
elemento c, tal que ac =b. Se nao existir um tal c, diz-se que a ndo divide b.

Definicao 248 Seja o € Z (i). Diz-se que é irredutivel, se, sempre que tivermos o = o, com [3,0 pertencentes
a Z (i), entdo, pelo menos, um dos elementos 3,0 é unidade.

Definicao 249 Seja o € Z (i). Diz-se que o é primo, se a nao é unidade e sempre que « divide um produto de
dois elementos de Z (i), entdo o divide um dos factores. Diz-se que o nao é primo, se « é unidade ou se o divide
um produto de dois elementos de Z (i) e ndo divide nenhum dos factores.

Proposigao 250 Seja « € Z (i). Entdo, a é uma unidade de Z (i), sse N (a) = 1.

Demonstragao

Seja a = a + bi, com a,b € Z. Se a é uma unidade de Z (i), entdo existe 8 € Z (i), tal que a8 = 1. Entao,
1=N(1) =N(af) = N(a)N(B).

Como N («) e N () s@o ntimeros inteiros ndo negativos, temos que N (o) = N () = 1. Logo, N () = 1.

Reciprocamente, se N (o) = 1, entdo existem inteiros a, b tais que 1 = N (a) = a® + b

Logo, (a + bi) (a — bi) = a® + b*> = 1, pelo que a + bi é invertivel e, por isso, uma unidade de Z (i).

Observe-se que se tivermos a? + b? = 1, entdo teremos forcosamente a = 0,b = £1 ou b = 0,a = 1.

Logo, as unidades de Z (i) sao %1, +i, todas elas da forma "™, com m € Z.

Observagao

Sejam z,w € Z (4). Vimos que w divide z, se existir v pertencente a Z (i), tal que wv = z.

Observemos que se w divide z, entdo N (w) divide N (z), mas o reciproco nao é vélido, pois, por exemplo,
N (2 + i) divide N (2 —4) e, no entanto, 2 + i ndo divide 2 — i.

Definicao 251 Para cada nimero real z, define-se o nimero inteiro T como sendo T = arr (z) = Lx + %J, onde
ly| é o maior nimero inteiro ndo superior a y.

Esta fungao arredonda um dado nimero real para o inteiro mais préoximo, a menos que o nimero a arredondar
esteja equidistante de dois inteiros consecutivos, caso em que o arredondamento ¢é feito por excesso.

Definicao 252 Sejam z,w € Z (i), comw # 0 ev € C, tal que v = 2 = x+yi, com z,y € R. Sejam q,r € Z (i),
tais que ¢ = T+ yi er = w((x —T) 4+ (y — y) i) . Dwisdo inteira de z por w é a operagao que, pelo processo
agora descrito, determina os inteiros gaussianos q e v (chamados quociente e resto), e que satisfazem a condi¢ao
Z=qw+r.

Exemplo 253 Calculemos o quociente e o resto da divisao inteira de 20 + 3i por 4 + 5i.
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Para isso, comegamos por dividir, em C, 20 + 37 por 4 + 5i:

20 +3i  (20+3i) (4—5i) 80 —100i +12i — 152 95 88

4+5i  (4+50) (4—5i) 16 + 25 VTRV

Entéao, na divisao inteira de 20 + 3¢ por 4 + 5i, o quociente é dado por 2 — 2 (que se obtém, arredondando %
e —%), enquanto que o resto é dado por 7 = z — quw = 20 + 3i — (2 — 2i) (4 + 5i) = 20 + 3i — 8 — 104 + 8 + 10i.
Entao, r =2 + 1.

Observe-se que r pode ser dado por:

95 88 13 6
— (2o —Z 4 2) i) (450 = (25— i) (4+ 5
T <<41 >+( 41+>z>(+5z) <41 41>(+5z)
o2 by Ay W B2 A,
Toaw A T m T
Proposicao 254 Sejam z,w € Z (i), com w # 0. Entdo, com a notagdo introduzida, temos (x — 5)2 +(y— @2

<% eN(r) < 3N (w).
Demonstracao
Como £ =x+yi=2+ (x—2)+ (y+ (y—¥)) i, temos:
z=w(z+y)=w@+@-)+@F+y—9)i)=w@+y)+w((z—2)+(y—y)i)

Entdo, 2 —w (@ +9i) =w(z—Z)+ (y—19)i) =7 € Z(i).
Como [z | < ey ~j1 < b, entio (x —1)* +(y

< 1+1 =1, donde se conclui que N (r) < 1 N (w).
Finalmente, observe-se que w divide z, se e 86 se, N (r) =0

Proposicao 255 Seja z = = + yi, com x,y € Z, tais que p é primo, p = 1 (mod4) e p divide N(z). Sejam
a,b € N, tais que p = a®> + b%. Entdo, em Z (i), a + bi divide x + yi ou a + bi divide x — yi.

Demonstragao
r+yi  (z+yi)(a—bi) ax—bri+ayi—byi® az+by+ayfb:ri
a+bi  (a+0bi)(a—bi) a? + b2 - p P
r—yi (v —yi)(a—bi) ax — bxi — ayi + byi? _ax—by ay—i—bxi
) =

a+bi  (a+bi)(a—bi) a? + b? p D
Vamos provar que, nas condigoes do enunciado, p divide ax + by se e s6 se p divide ay — bx.
2
(azx + by) . { P

plaz + by D
=
{p:a2+b2 {p(a2+b2)($2+y2) p

P |a2x2 + a%y? + 022 + b2y? — a2 — 2abxy — b2y?

a’z? + 2abzy + b*y?
a’x? + a?y? + b2x? + b?y?

I

D |a2y2 +b%2% — 2abzy = p )(ay — bgc)2 = play — bx

a’y? — 2abxy + b2z

Reciprocamente:
(ay — bx)? .l
a2z? + a%y? + b2 + b2y

play — bz p
=
{p—a2+b2 {p(a2+b2)(x2+y2) p

= p |a2:c2 + a%y? + b%2? + b2y? — a®y® + 2abzy — b2a?

= p|a2x2—|—b2y2+2abxy = p‘(ax+by)2 = plaz + by

Logo, nas condigoes do enunciado, p a parte real de ”ngz ¢ um nimero inteiro, se e s6 se, a parte imagindria
de % também é. Analogamente se mostrava que a parte real de T ¢ um nimero inteiro, se e s6 se, a parte

imagindria de 7 também é.
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Mas, por hipétese, p = a? + b2 e p divide N (2) = 22 + y%. Entéo, p divide (a2 + b2) % — b? (3:2 + y2).

P | (a2 + b2) z? — b? (1’2 + y2) = P |a2:r2 + 0222 — b2 — vy = p |a2:L’2 — b%y?
=  pllax +by) (ax —by) = plax + by Vplax — by
Se p|ax + by, entdo p|ay — bx, donde se conclui que %Z—z e Z(i).
Se p|az — by, entdo p|ay + bx, donde se conclui que T € Z (i).
Entao, a + bi é primo em Z (7).

Proposigao 256 Seja p € N, um niimero primo, tal que p = 1(mod4). Sejam a,b € Z, tais que p = a* + b>.
Entao, a + bi e a — bi sao primos em Z (i).

Demonstracao
Suponhamos que a + bi divide 2129, com 21, 29 € Z (7). Dividindo 27 e 23 por a + bi, temos

{ z1 = (a4 bi)wy + r1, com wy,r €Z (i) e 0 <N (r1)

<
29 = (a+ bi) wy + 19, com wa, 79 € Z (i) e 0 <N (rp) <

[SISTNY S

Entao,

z1z2 = ((a+bi)wy +71) x (@4 bi) we + r2)
= (a+ bi)2 wiwy + (a + bi) wirs + (a + bi) wary + ri7ro

Entao, r17re = 2120 — (a + bi)2 wiws — (@ + bi) wiry — (a + bi) wary.

Entao, a + bi divide r172, porque a + bi divide todas as parcelas do segundo membro da igualdade anterior.

Entao, N (a + bi) divide N (r172) = N (r1) N (r2), ou seja, p divide N (1) ou p divide N (732).

Entao, N (r1) = 0 ou N (r2) = 0, donde se conclui que r; = 0 ou 9 = 0. Logo, a+ bi divide z; ou a + bi divide
zZ9.

Observemos que p divide o produto (a + bi) (a — bi) e p ndo divide nenhum dos dois factores. Entao p, como
elemento de Z (i), ndo é primo.

Proposig¢ao 257 Seja ¢ € N, um nimero primo, com ¢ = 3 (mod4). Entdo, q é irredutivel em Z (i).

Demonstracao

Suponhamos que q = 2122, com z; e 29 nao invertiveis. Ora, N (¢) = ¢*> = N (21) N (22). Entdo, teria de ser
N (z1) = N (22) = g, pelo que ¢ seria uma soma de dois quadrados, o que sabemos ser falso. Logo, N(z1) = 1 ou
N (22) =1

Logo, se ¢ se decompuser num produto de dois elementos de Z (i), um desses elementos é uma unidade (por
ter norma 1).

Entéo, g é irredutivel em Z (3).

Proposicao 258 Seja ¢ € N, um nidmero primo, tal que ¢ = 3 (mod 4). Entdo, q é primo em Z (3).

Demonstragao
Sejam z; = x1 + Y17 € 29 = Xy + Yoi, cOM T1,Y1, T, Yo € Z.
Suponhamos que ¢ divide o produto zzs.

q|(z1 4+ 1) (x2 + y21) = qlz122 + T1Y2i + T2Y17 — V1Y
qlzize — y1y2 + (z1y2 + T2y1) @

qlzize =
==
— { q|$1x2—y1y2 — { q x%x2—$1y1y2
==
==

q|z1y2 + zay q|z1y192 + Toyd
q \ﬁ@ — T1Y1y2 + T1y1y2 + xgyf — q x%wg + xgyf
CI\£E2 (ﬁ*@/%) = qlz2 \/Q|$%+y%
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1° Caso: Suponhamos que ¢ divide zo (em Z). Entao, temos

qlzize — y1y2 qly1y2 qlyr Vqly:
qlriys + w21 = qlriya = ¢ qlri Valye
q 2 q w2 q w2
qly qly qlyz qly
== qlzr VS oqlyz VS oqlrr VI oqlye
qlwa qlze qlz2 qlxe

= qla1 Vqlz

2° Caso: Suponhamos que ¢ divide 22 + y? e que ¢ ndo divide z3. Seja d o méximo divisor comum entre z; e
Y1-

Se ¢ divide d, entao g divide z1 e divide x2, pelo que ¢ divide z.

Se ¢ ndo divide d, entdo ¢ divide u? + v?, com v = 4 e v =% Mas esta hipétese nao pode ocorrer, porque
¢ = 3 (mod4) e o méximo divisor comum entre u e v é 1.

Estéd, assim, terminada a demonstragao.

Proposicao 259 O elemento 1 + i é primo e irredutivel em Z(i).

Demonstracao

Suponhamos que 1+ ¢ = 2122, com 21,22 € Z(i). Entdo, 2 = N(1+4) = N(2122) = N(21) N (22). Entéo,
N (z1) =1V N (z2) = 1. Logo, um dos nimeros z; e zo € uma unidade, pelo que 1+ i é irredutivel em Z (3).

Suponhamos, agora, que 1 + i divide 2129, com 21,29 € Z (7). Entdo, 2 = N (1 +4) divide N (21) N (22), pelo
que 2 divide uma das normas. Sem perda de generalidade, suponhamos que 2 divide N (z1). Seja z1 = a+ bi, com
a,b € Z. Entdo, 2 ¢ um divisor de a? + b?, pelo que a e b sio ambos pares ou ambos impares. Se forem ambos
pares, 2 divide z1, pelo que 1 + ¢ divide z;, uma vez que 1 + ¢ divide 2.

Suponhamos que a e b sao ambos fmpares. Mas,

a+bi  (a+bi)(1—-i) a—ai+bi+b a+b b—aZ_

1+i  (1+9)(1—4)  (1T+i)d—i) 2 2

Entao, “ﬂbj € Z (1), porque a + b e b — a sdo pares.

Logo, 1+ i é primo em Z (4).

Em face das proposigdes anteriores, podemos concluir que um elemento de Z (7) é irredutivel se e s6 se é primo.

Podemos concluir, ainda, que os primos de Z (i) sdo 141, os primos de N que sdo congruentes com 3, médulo
4, e os elementos a + bi e a — bi, tais que a,b € Z e a® + b*> = p, com p primo em N e p congruente com 1, médulo
4 e, ainda, os respectivos associados.

Finalmente observe-se que, num Anel com identidade, todo o primo & irredutivel, mas hd Anéis com identidade
em que nem todo o irredutivel é primo.

Proposicao 260 Seja p € N um ndmero primo tal que p = 1(mod4). FEntdo, existem a,b € N, tais que
2 12
a® +b* =p.

Demonstragao

Se p =1(mod4), entao 4 divide p — 1. Como Z, \ {0} é um grupo ciclico para a multiplicacao (ver Teorema
das raizes Primitivas), entdo existe em Z, \ {0} um elemento m de ordem 4. Entdo, m? tem ordem 2, pelo que
m? = —1 (modp), donde vem que p divide m? + 1 (em N). Logo, p divide m? + 1, em Z (), ou seja, p divide
(m +14) (m—1).

Se p fosse irredutivel em Z (i), entdo p dividia m + 4 ou p dividia m — 4, o que nao acontece. Entao, p néo é
irredutivel em Z (i), pelo que existem a, b, ¢,d € Z, tais que p = (a + bi) (¢ + di) = (ac — bd) + (ad + be) i, tendo-se
que a + bi e ¢ + di nao sdo unidades. Como a norma de p é p?, entdo as normas de a + bi e ¢ + di sdo iguais a p.
Entdo, p = a® + b* = ¢ + d2.



Capitulo 11

Ternos Pitagoricos

Nota histérica

A existéncia de tridngulos rectangulos, em que as medidas dos comprimentos dos lados sdo nimeros inteiros,
era do conhecimento dos Babilénios hé cerca de 4000 anos.

Pensa-se, mesmo, que se os Babilénios nao conheciam uma férmula para todos os tridngulos rectangulos de
lados inteiros, pelo menos, deveriam conhecer férmulas parciais para tal questao.

Alguns desses tridngulos rectangulos de lados inteiros, também eram do conhecimento dos antigos Egipcios e
Chineses.

Atribui-se a Pitdgoras o conhecimento dos ternos Pitagoéricos da forma (2n +1,2n% 4+ 2n,2n% + 2n + 1), mas
¢é a Diophantus de Alexandria que é atribuida a descoberta da férmula geral dos ternos Pitagéricos.

Curiosamente, embora parte da obra de Diophantus seja bem conhecida, através de traducdes para Arabe,
nao se sabe em que época o mesmo viveu, acreditando alguns historiadores que terd sido entre os séculos II antes
de Cristo e IIT depois de Cristo, mas sem precisar a época exacta.

Tal como os babilénios, Diophantus considerava, nao sé tridngulos rectdngulos de lados inteiros, mas também
triangulos rectangulos de lados racionais.

E bem conhecido o facto de Pierre de Fermat ser um estudioso da obra de Diophantus e de ter sido na margem
duma pédgina dum dos livros de Diophantus, que Fermat escreveu o enunciado do famoso ltimo Teorema de
Fermat, que s6 muito recentemente foi demonstrado.

O dltimo Teorema de Fermat deve ter sido o teorema da Matema&tica que mais tempo demorou a demonstrar.

Definigao 261 Sejam x,y,z € N. Se 22 +y? = 22, dizemos que (x,y,z) é um terno Pitagdrico (abreviadamente
TP); terno Pitagorico primitivo (TPP) é wm terno Pitagdrico (x,y,z) tal que mdc (x,y, z) = 1.

Exemplo 262 (3,4,5) é um terno Pitagdrico primitivo, porque 3% + 42 = 5% e mdc (3,4,5) = 1. Jd (6,8,10) é
um terno Pitagdrico nao primitivo, porque 62 + 8% = 102, mas mdc (6,8,10) = 2.

Interpretagao geométrica

A cada terno Pitagérico (z,y,z) corresponde "um"tridngulo rectdngulo em que x e y s@o os catetos e z é
a hipotenusa. Se (x,y,z) é um terno Pitagérico, entdo, para cada k € N, temos que (kz,ky,kz) é um terno
Pitagérico. Observe-se que os tridngulos rectangulos correspondentes aos ternos Pitagéricos (z,y, 2) e (kz, ky, kz)
sao semelhantes.

Vejamos como determinar todos os ternos Pitagéricos, comecando por alguns casos de ternos Pitagéricos
primitivos:

Exemplo 263 Ternos Pitagdricos primitivos da forma (y,z,z + 1)
Se (y,z,z + 1) é um terno Pitagérico, entdo

2= 2 r1=92

(z+1)° =y’ +2? — 2®+22+1=y%+2
Logo y é impar, pelo que existe um nimero natural n, tal que y = 2n + 1. Entao,
2e4+1=02n+1)" < 2+1=d’+4n+1 < z=2n>42n < z=2n(n+1)

147
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Entdo, y=2n+1l,z=2n24+2n,2+1=2n>+2n+1

Como mdc (z,z + 1) = 1, entdo mdc (2n + 1,2n? + 2n, 2n* + 2n + 1) = 1, pelo que (2n + 1,2n? + 2n,2n? + 2n + 1)
é um terno Pitagérico primitivo, para qualquer valor de n.

Logo h4 infinitos ternos Pitagéricos da forma (y,z,z + 1). Alguns desses ternos Pitagéricos estdo na tabela
seguinte:

n|2n+1]2n°+2n | 2n2+2n+1 TPP

1 3 4 5 (3,4,5)
2 5 12 13 (5,12,13)
3 7 24 25 (7,24,25)
4 9 40 41 (9,40,41)
5 11 60 61 (11,60, 61)
6 13 84 85 (13,84, 85)

Exemplo 264 Ternos Pitagdricos primitivos da forma (y,z,x + 2)
Se (y,z,z + 2) é um terno Pitagérico, entao
(z+2° =y +2° —= P +ar+4=92 42" = 4(x+1)=1>

Logo y & par, pelo que existe um nimero natural m, tal que y = 2m. Entdo, 4 (x + 1) = 4m?, donde vem
x+1=m2 Se z fosse par, entdo y, e x + 2 eram pares, pelo que (y,z,x + 2) nio era um terno Pitagérico
primitivo. Entdo, = deve ser impar, pelo que m é par. Entdo, m = 2n, para certo natural n. Entdo, x + 1 = 4n?,
donde se conclui que z =4n®> —lex+2=4n%+1

Como = é fmpar, mdc (z,z + 2) = 1, pelo que mdc (4n,4n? — 1,4n? + 1) = 1, pelo que (4n,4n? — 1,4n? + 1)
é um terno Pitagérico primitivo, para qualquer valor de n.

Logo h4 infinitos ternos Pitagéricos da forma (y,x,z + 1). Alguns desses ternos Pitagéricos estdo na tabela
seguinte:

nldn | 4n? —1] 4n?2+1 TPP

1| 4 3 5 (4,3,5)

21 8 15 17 (8,15,17)
3112 35 37 (12,35,37)
4|16 63 65 (16,63, 65)
51 20 99 101 (20,99,101)
6 | 24 143 145 (24,143,145)
7| 28 195 197 (28,195,197)

Exemplo 265 Ternos Pitagdricos primitivos da forma (y,z,x + 3)
Se (y,z,z + 3) é um terno Pitagérico, entao

(432 =942 = 2> +62+9=19>+2° < 3(2zx+3)=1>

Logo y ¢ miiltiplo de 3, pelo que existe um nimero natural m, tal que y = 3m. Entdo, 3 (2z + 3) = 9m?,

donde vem 2z + 3 = 3m2.
Entao, 2z tem de ser miltiplo de 3, o mesmo acontecendo com z. Entao y, x e x + 3 sao todos multiplos de
3, pelo que nado hé ternos Pitagéricos primitivos da forma (y, x,x + 3).
Torna-se pertinente a questao de saber para que valores de a existem ternos Pitagéricos da forma (y, z, x + a).
A essa questao daremos resposta nas proposigoes seguintes.

Proposicao 266 Seja p um primo tmpar. Entdo nao hd nenhum terno Pitagdrico da forma (y,x,x + p).

Demonstracao

Se (y,z,z + p) é um terno Pitagérico, entao (x + p)2 =92 + 22, pelo que z2 + 2px + p® = y? + 2.

Entdo, p (2z + p) = y2. Entdo, y é miltiplo de p, pelo que existe um nimero natural m, tal que y = pm.

Entdo, p (2z + p) = p?>m?, donde vem 2z + p = pm?>.

Entao, 2z tem de ser miltiplo de p, o mesmo acontecendo com z. Entao y, x e x + p sao todos multiplos de
p, pelo que ndo hé ternos Pitagéricos primitivos da forma (y, z,z + p).
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Proposicao 267 Seja a € N, tal que a > 1, a é impar e a nao é quadrado (perfeito). Entdo ndo hd nenhum
TPP da forma (y,z,z + a).

Demonstragao
Seja a = bp?*~!, com p primo fmpar, a,b € N e b fmpar tal que p nao divide b. De 22 + 3% = 22 + 2ax + a?,
vem:

y? =20z +a® = a2z +a) = bp** ! (22 + bp*e 1)

Daqui vem que p* divide y, pelo que y = mp®, para certo natural m. Entdo, y? = m?p?® = bp?*~! (23@ + bpm_l).
Logo m?p = b (235 + bpm_l), donde vem que p divide 2z + bp?*—1!
Entao, (y,z,z + a) ndo é um terno Pitagérico primitivo.

. Entao, p divide 2z, pelo que p divide .

Proposicao 268 Se (y,z,x + a) é um terno Pitagdrico primitivo e a é fmpar, entdo a é um quadrado perfeito.

Esta proposigdo é, apenas, outra maneira de afimar o mesmo que na proposi¢ao anterior. Observemos que
esta proposi¢ao nao garante a existéncia dum terno Pitagérico primitivo da forma (y,z,x + a), se a for fmpar e
quadrado perfeito, embora isso acontega, como veremos na proposicao seguinte.

Proposigao 269 Se a é impar e quadrado perfeito, entdo hd infinitos ternos Pitagdricos primitivos da forma
(v, 7,2+ a).

Demonstracao
Suponhamos que a = (2s — 1)2, para um certo natural s e que existe um terno Pitagérico da forma considerada.
Entao:
Y4at=0’+2+d® = yPP=az+a) = ¥ =(2s—1) (23@—}—(25— 1)2>

Entéao, 2z + (25 — 1)2 ¢ um quadrado perfeito fmpar.

Entao, existe um mimero natural n, tal que 2z + (25 — 1)> = (2n + 25 — 1)
Entéo, 2z + (25 — 1)* = 4n? 4+ 4n (25 — 1) + (25 — 1)°, pelo que 2z = 4n? + 4n (25 — 1).
Logo, = 2n% + 2n (25 — 1).

Substituindo x nas expressdes que nos dio y? e x + (25 — 1)2, obtemos

2

2 = (25 — 1) (2:5 + (25 — 1)2) = (25— 1)%(2n+2s — 1)?

Entdo, y=(2s —1)(2n+2s—1)=(n+2s—1—n)(n+2s —1+n) = (n+2s — 1)* — n2.
Logo, (y,z,z +a) = ((n+2571)2fn2,2n2+2n(2571),2n2+2n(2571)+(28—1)2>

Encontramos, desta maneira, uma expressao geral para os ternos Pitagéricos da forma (y, x,x+ (25 — 1)2).
Falta, ainda, mostrar que hé infinitos ternos Pitagéricos primitivos desta forma.

Consideremos o terno ((n +2s—1)% —n2,2n2 4 2n (25 — 1),2n% + 2n (25 — 1) + (25 — 1)2>.

Vejamos que o terno Pitagérico anterior é um terno Pitagérico primitivo, se e s6 se, mdc (n,2s — 1) = 1.

Se o méaximo divisor comum entre n e 2s — 1 for diferente de 1, existe um nimero primo p que divide
n e 2s — 1. Entdo, p divide (n+2s— 1)2 —n% n?2+2n(2s—1) e 2n® +2n(2s — 1) + (25 — 1)2, pelo que
((n +2s—1)* —n2,2n2 4+ 2n (25 — 1),2n% +2n (25 — 1) 4 (25 — 1)2) nao é um terno Pitagérico primitivo.

Suponhamos, agora, que mdc (n,2s — 1) = 1.

Seja d = mdc ((n +25s—1)2 —n2,2n2 4+ 2n (25 — 1), 2n% +2n (25 — 1) + (25 — 1)2).

Como (n+2s —1)> —=n2 = (2s — 1) (2n+ 2s — 1) ¢ fmpar, entdo d é fmpar. Suponhamos que d > 1. Entdo,
existe um primo fmpar ¢, tal que ¢ divide os nimeros d, z, y, z. Entao, ¢ divide os dois nimeros z —z = (25 — 1)2
e z —y = 2n?, isto ¢, ¢ divide n e ¢ divide 2s — 1. Entdo, ¢ divide mdc (n,2s — 1) = 1, o que nio pode acontecer.
Entao, é absurdo supor que d > 1, pelo que d = 1.

Logo, ((n +2s—1)% —n2,2n2 4 2n (25 — 1), 2n2 + 2n (25 — 1) + (25 — 1)2) ¢ um terno Pitagérico primitivo,
para todo o valor de n primo com 2s — 1.

Uma vez que hé infinitos nimeros naturais que sdo primos com 2s — 1, concluimos, como pretendiamos

demonstrar, que hd infinitos ternos Pitagoéricos primitivos da forma (y, z,z+ (25 — 1)2>.
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Exemplo 270 Determinar os ternos Pitagdricos primitivos da forma (y,x,x + 9).
Ora,
2 2 _ 2 2 2 _ 2 2 _ 2 _
yY+a=(x4+9)" = y +tr=2"+182+91 < y*=182+81 < y*=9(2x+9)
E, agora, temos:
2w+9=02n+3)7 < 224+9=4n+12n+9 < 22 =40’ +12n < z =20’ +6n
Logo, x = 2n2 +6n, y=3(2n+3) =6n+9e z =2n% +6n + 9.
E claro que, para obtermos os valores anteriores, podiamos ter aproveitado a proposigao anterior e respectiva

demonstracao, bastando substituir por s por 2.
Na tabela seguinte estao indicados alguns dos ternos Pitagoéricos primitivos da forma anterior:

n|6n+9]2m%+6n|2n2+6n+9 TPP

1 15 8 17 (15,8,17)

2 21 20 29 (21,20,29)

4 33 56 65 (33,56, 65)

5 39 80 89 (39, 80, 89)

7 51 140 149 (51,140, 149)
8 57 176 185 (57,176,185)
10 69 260 269 (69, 260, 269)

Reparemos que nao aparecem as linhas correspondentes a n = 3,6, 9, ..., porque estes niimeros nao sao primos

com 3.
Proposicao 271 Se (z,y,z) é um terno Pitagdrico primitivo, entio z é fmpar.

Demonstracao

Suponhamos que z é par. Entao, z
mesmo acontecendo com z e y.

Se x e y sdo ambos pares, entdo (x,y, z) ndo é um terno Pitagérico primitivo.

Se x e y sdo ambos impares, entdo temos x =2t — 1, y =2s — 1 e z = 2r.

Entdo, 4r2 = 42 — 4t + 1 +4s%2 —4s + 1 = 4t? — 4t + 45 — 4s + 2, donde se conclui que 4 divide 2, o que é
falso.

Em qualquer dos casos, obtivemos uma contradigao. Logo, é absurdo supor que z é par, pelo que z tem de
ser impar, pelo que estd terminada a demonstragao.

Observagao

Se z é fmpar, podemos supor, sem perda de generalidade, que x é par e y é impar, pelo que z —x = a é fmpar.

A questao de determinar todos os ternos Pitagéricos estd resolvida, porque todo o terno Pitagérico pode ser
obtido a partir dum TPP, multiplicando os seus elementos por um qualquer ntimero inteiro positivo.

Entao, podemos afirmar que todo o terno Pitagérico primitivo é da forma

2 = 22 + 92 é par. Entao, z2 e y? sao ambos pares ou ambos fmpares, o

((n+2s 12— n2 22 420 (25 — 1), 202 + 20 (25 — 1) + (25 — 1)2) ,

tendo-se que os ternos Pitagéricos desta forma sdo primitivos, se e s6 se mde (n,2s — 1) = 1.
Finalmente, a expressao (Quk:v, ku? — kv?, ku? + k;vQ), com k,u,v € Newu > v gera todos os ternos Pitagdéricos
(a parte a ordem dos dois primeiros elementos dos ternos).

Proposicao 272 Para cada nimero natural n maior ou igual a 3, existe um terno Pitagorico que inclui n.

Demonstragao

Se n é impar e n > 3, entao existe um natural s, tal que n = 2s + 1, pelo que nos basta considerar o terno
Pitagorico (2s + 1,2s? + 25,25 + 25 + 1).

Se existe um natural s, tal que n = 4s + 2, consideramos o terno Pitagérico (45 +2,45% +4s,45% + 4s + 2).

Finalmente, se n = 4s, consideramos o terno (3s,4s, 5s).
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Proposicao 273 Sejam a,b,p € N, com p primo, tais que (a,b,p) é um terno Pitagdrico primitivo. Sejam ()
r1=a,y1 =">0

e (yn) as sucessées definidas por { Tni1 = azxy, — by, . Entdo, verificam-se as sequintes propriedades:
Yn+t1 = bxpn + ayn

1. xo, = x% — y%,ygn =22, Yn,Vn € N
22 +y2 =p™,VneN

mdc (2, yn,p") = 1,Vn € N

(|znl s |ynl| ,0™) € wm terno Pitagdrico primitivo, para todo o natural n
Demonstragao

_ xg = axy —by; = a® —b? = 2?2 —y}
1. Paran =1, temos { Ys = by + ayy = ba + ab = 21y,
Hipétese de indugdo: wa, = 22 — 42, Y2 = 270Yn

. — 2 2 _
Tese: Lon+2 = Tyl — Ypt1r Yont2 = 2xn+1yn+1

Tong2 = GT2n41 — bYang1 = a(az2n — by2n) — b (bran + ayan)
= a2x2n - aby2n - b2$2n - aby2n = a2$2n - b2x2n - 2aby2n
= (a2 — b2) Ton — 2abya, = (a2 — b2) (:ci — yi) — dabx,yy,
= a2:ci — a2y72l — bQ:L'fL + be?L — 2abz, Yy, — 2abx, Yy
= (a*22 — 2abz,y, + be,%) — (azyi + 2abxpyn + bei)

= (az, — byn)2 — (bx,, + ayn)2 = :cfH_l — yZ_H

Yotz = Yont1 + 0Tont1 = a (bxay + ayon) + b (azan — byan)

= abxa, + a’yan + abxa, — b ys, = (a2 — b2) Yon + 2abzay,

= 2 (a2 — b2) TnYn + 2ab (wi — yi) =20z, y, — 262 Ty + Qabxi — 2aby,21
2ax, (ayn, + bxy) — 2by, (ayn + bxy) = 20TpYnt1 — 20YnYnt1
= 2Ypi1 (axn - byﬂ) = 2Zp11Ynt1

Logo, xo, = :E% — yﬁ,ygn = 2T, Yn,Vn € N

2. Para n = 1, temos 22 + y? = a? + b*> = p?, porque (a,b, p) é um terno Pitagérico.
Hipétese de indugao: x2 + y2 = p?"
Tese: z3,4q +ypyq = P>
x’l2’7,+1 + yZL+1 = (azn — byn)2 + (ayn + bxn)z

2,2 2ab b2 2 2,2 2ab b2 2
a“x,, avTypYn + 07y, + a”y, + 2a0T,Yy, + 07T,
= d’xy + Uy, +ay, +b%2] = a® (2] +yp) + 07 (27 +u7)
_ (a2 +b2) (333 +9721) — p? x pPn = 22

Logo, z2 +y2 = p*,Vn € N

3. Comecemos por observar que mdc (2, Yn, p™) = 1 se e s6 se mde (2, yn,p) = 1.
Para n = 1, temos mdc (x1,y1,p) = mdc (a, b, p) = 1, porque (a,b,p) é um terno Pitagérico primitivo.

Suponhamos que existia m € N, tal que mdc (2, Ym,p™) # 1. Entdo, mdc (Zm, Ym,p) = p, pelo que p
dividia x,, e p dividia y,,. Entao, p dividia x,,+1 e p dividia y,,4+1. Entao, p dividia x,, e p dividia y,,, para
todo o natural n tal que n > m.



152 CAPITULO 11. TERNOS PITAGORICOS

E, como mdc (z1, y1,p) = 1, existiria um natural ¢, tal que mdc (x4, y¢,p) = 1 e mdc (241, Yt+1,p) = -

Entao, mdc (zat, y2:, p) = p. Mas:

mde (za, Y20, p) =p = plea Aplyar = plaf -y} Ap|2zy:

= plai—yi Aplze Voly) = (plyi Aplze) vV (ply Apla?)
= plze Aply

Entao, terfamos mdc (z¢, y¢, p) = p, contrariamente a hipétese de que mdc (¢, y¢, p) = 1.
Logo, é absurdo supor que existe m € N, tal que mdc (., Ym, p™) # 1.
Entao, mdc (2, yn,p") = 1,Vn € N

4. A afirmacao de que (|z,], |yn|,p™) € um terno Pitagérico primitivo, para todo o natural n, é uma conse-
quéncia imediata de 2. e 3.

Proposicao 274 Seja (x,y,z) um terno Pitagdrico primitivo. Entdo, todo o factor primo de z é congruente com
1, mddulo 4.

Demonstragao
J& sabemos que z tem de ser impar. Seja p um divisor primo de z. Entéo, p ndo divide z, nem divide y. Mas,

2

plz = p|=z =>p\x2+y2 = :E2E—y2(modp)

Entao, —1 é residuo quadratico, médulo p, pelo que p = 1 (mod 4).

Proposigao 275 Sejam (a,b,c) e (d,e, f) dois ternos Pitagdricos primitivos com mdc (¢, f) = 1. Entdo, ha pelo
menos, dois ternos Pitagoricos primitivos da forma (z,y,cf).

Demonstracao
Consideremos os ternos (ad + be, |ae — bd| ,cf) e (|ad — be|,ae + bd, cf). Ora:

(ad + be)® + (ae — bd)> = ad® + 2abde + b2e? + a*e — 2abde + b>d>
= d*d> +V?e* +ae? +b3d® = a? (d2 + 62) +v? (d2 + 62)
= (a2 + b2) (d2 + 62) =2 f?
Logo, (ad + be, |ae — bd| ,cf) & um terno Pitagérico, a menos que se tenha ae — bd = 0.

Sem perda de generalidade, podemos supor que 1 < ¢ < f.
Suponhamos que ae — bd = 0. Entao, ad + be = cf.

2 2 _
ad +be = cf ade + be? = cef = bd” +be” = cef

== b(d2+62):C€f — bf?=cef = bf =ce

{ae—bdzO {ade:bd2

Entao, ¢ divide b, porque mdc (¢, f) = 1. Mas, mdc (b, ¢) = 1, obtendo-se uma contradi¢do. Entao, é absurdo
supor ae — bd = 0, pelo que
(ad + be, |ae — bd| , cf) € um terno Pitagérico. Falta-nos, ainda, provar que este terno Pitagérico é primitivo.
Suponhamos que existe um nimero primo p, tal que p divide os nimeros ad + be e ae — bd.
2 2
ade + be N {pade+be

plad + be . P
plae —bd p|—ade + bd? p |—ade + bd?
= p}bdz—i—be2 = p}b(d2+62) = p|bf2 = p\b\/p|f2 = plbVpl|f

Suponhamos que p divide b, além de dividir ad + be e ae — bd. Entéo:
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plad + be plad pla Vpld
plae — bd = plae = ¢ plaVple
plb plb plb
pla pld pld
= pla V¢ ple V<{ pla V< ple = pla Y pld
plb plb ple
plb plb plb

Obtivemos, assim, uma contradigdo, pois no primeiro caso, (a, b, c) nao era um terno Pitagérico primitivo e,
no segundo caso, (d, e, f) ndo era um terno Pitagérico primitivo. Entao, tera de dividir f.
Suponhamos, entao, que p divide f, que p divide ae — bd e que p divide ad + be.

plad + be pla2d + abe
plac—bd = { p|-abe+b*d = {p\a2d+b%z . {py(a2+b2)d
plf plf plf plf
p|cid {pc\/p|d {pc {p|d
— — — v
{plf plf plf plf

Em qualquer dos casos obtemos uma contradigao.

Logo, é absurdo supor que existe um numero primo p, tal que p divide os nimeros ad + be e ae — bd.

Logo, (ad + be, |ae — bd| , cf) & um terno Pitagérico primitivo.

Analogamente, se provava que (|ad — be|, ae + bd, c¢f) é um terno Pitagérico primitivo.

Ainda falta mostrar que os dois ternos sao distintos.

Como ad + be # |ad — be|, basta-nos verificar que ad 4 be # ae + bd:

Suponhamos que ad + be = ae + bd. Entdo, ad — ae + be — bd = 0. Logo, a(d —e) —b(d —e) = 0, donde se
conclui que (a — b) (d — e) = 0, ou seja, a = b ou d = e, 0 que é uma contradigdo, pois ndo ha ternos Pitagéricos
da forma (z,z, z).

Logo, é absurdo supor que ad + be = ae + bd, pelo que os dois ternos Pitagéricos sao distintos.

Proposigao 276 Sejam n,p € N, com p wm nimero primo congruente com 1, mddulo 4. Entdo, & parte a ordem
dos dois primeiros elementos, existe um tnico terno Pitagdrico primitivo da forma (x,y,p™).

Demonstracao

J4 sabemos que existe, pelo menos, um terno Pitagérico primitivo da forma (x,y,p"). Entdo, 22 + y? = p*™.
Como p = 1 (mod4), temos p = a® + b2, para certos naturais a e b. Consideremos os inteiros Gaussianos x + yi e
a + bi.

Como a norma de = + yi é 22 4+ y? = p*>", entdo um dos inteiros Gaussianos a + bi e a — bi divide x + yi.

Mas nao pode verificar-se que a + bi e a — bi dividam x + yi, pois, nesse caso, terfamos que p dividia x + yi, ou
seja, p dividia z e p dividia y, pelo que (z,y,p™) ndo era um terno Pitagérico primitivo. Suponhamos que a + bi
divide z + yi.

Entdo, z + yi = (a + bi) (z1 + iy1) e N (z1 +iy1) = p>* L.

E, mais uma vez, a + bi divide x1 + iy, pois, se a — bi dividisse (x1 + iy1 ), entdo p dividia = + yi.

A aplicagdo sucessiva deste raciocinio leva-nos a concluir que temos z + yi = u(a + bi)Q", onde u é uma
unidade de Z (), ou seja, u é um dos quatro ntimeros 1, —1,i, —i. Entdo, os niimeros naturais x e y estdo bem
determinados, s6 havendo duas hipéteses. Na primeira,  é o médulo da parte real de (a + bi)Qn e y € o médulo
da parte imagindria de (a + bi)2n, enquanto que, na segunda hipétese, temos a situagao inversa.

Se a — bi divide x + yi, chegamos a uma conclusao angloga, pois (a — bi)Qn é o conjugado de (a + bi)

E claro que se tivéssemos considerado o nimero y + xi, em vez de x + yi, a conclusdo seria a mesma.

Fica, assim, provado que, a parte a ordem de x e y, hd um unico terno Pitagérico da forma (z,y,p™).

2n

Proposigao 277 Sejam pi,...,pr, k nimeros primos congruentes com 1, mddulo 4, distintos dois a dois. Sejam
ni,...,n, € N. Entdo, o parte a ordem dos niimeros = e y, hd, exactamente, 2°=' ternos Pitagdricos primitivos

da forma (x,y,p}"...pp").
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Exemplo 278 Vejamos como obter todos os ternos Pitagoricos primitivos da forma (x,y,54 x 133 x 172), ou
seja, da forma(x,y,396 833 125):

Como 5 =22 + 12,13 = 32 4+ 22 ¢ 17 = 42 + 12, comegamos por calcular (2 4 i)®, (34 2i)% e (4 + )"
(2+14)% = (3+4i)" = (=7 + 24i)* = —527 — 336i

(3+20)° = (5 +120)% = (5 + 12i) (—119 + 120i) = —2035 — 828i

(4+i)* = (15 + 8i) = 225 + 240i — 64 = 161 + 240i

E, agora, calculamos:

2+)%B+2)°@+i)" = (=527 —336i) (—2035 — 828i) (161 + 240i)
(794237 4+ 1120 1163) (161 + 240i) = —140 955 683 + 370 955 5561

E, deste modo, obtivemos (140955 683,370 955 556, 396 833 125), um dos ternos Pitagéricos primitivos procu-
rados.

2449)°(3+2)° (4—i)" = (=527 — 336i) (—2035 — 828i) (161 — 2404)
= (794237 + 1120 116) (161 — 240) = 396 699 997 — 10278 204i

E, desta vez, obtivemos (396 699997, 10 278 204, 396 833 125), outro dos ternos Pitagéricos primitivos procura-
dos.

2+)%B—-2)° 4+ (=527 — 3364) (—2035 + 828i) (161 + 2404)

(1350653 + 247 4044) (161 + 2407) = 158078 173 + 363 988 7641

E, assim, obtivemos (158078 173, 363 988 764, 396 833 125).

24)°(B3-2)°a—9)" = (=527 — 336i) (—2035 + 828:) (161 — 240i)
= (1350653 4 247 404i) (161 — 240i) = 276 832093 — 284 324 676i

E, assim, obtivemos (276 832093, 284 324 676, 396 833 125), o titimo terno Pitagérico procurado.
Se pretendermos distinguir a ordem dos dois primeiros elementos dos ternos Pitagéricos primitivos da forma
(x,y,396 833 125), temos os oito ternos:

(140955 683, 370 955 556, 396 833 125) (370 955 556, 140 955 683, 396 833 125)
(10278204,396 699 997,396 833125) (396699997, 10278 204, 396 833 125)
(158078173, 363988 764,396 833 125) (363988764, 158 078 173,396 833 125)
(276 832093, 284 324 676,396 833 125) (284324 676, 276 832 093, 396 833 125)

11.1 A trigonometria e os ternos Pitagodricos

Vamos, agora, abordar o tema dos ternos Pitagéricos ao nivel de 12° Ano, utilizando conhecimentos elementares
de trigonometria.

Consideremos o terno Pitagérico (3,4,5). Da igualdade 32 + 42 = 25, podemos obter a nova igualdade
(%)2 + (%)2 = 1, que nos faz recordar a férmula fundamental da trigonometria. Concluimos, entao, que existe

um nimero real «, tal que cosa = % esina =

(SN

st —sinta— 2 16— T
Entdo, c'os(2a) = cos® @ —sin” @ = o % =5
sin (2a) = 2sinacosa =2 x £ X ¢ = 5
. 2 2
E como cos? (2a) 4 sin® (2a0) = 1, temos que (—z=)" + ()" = 1.

Da igualdade anterior vem que 7% + 242 = 252, ou seja, (7,24,25) ¢ um novo terno Pitagérico (primitivo).
E podemos continuar, de modo a obter mais ternos Pitagéricos primitivos:
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cos (3r) = cos (2ar) cos o — sin (20) sinow = — & x 2
sin (3cr) = sin (2a) cos o + sin avcos (2ar) = 22 x £ — = = T

Das igualdades anteriores, obtemos o) ternos Pitagérico primitivo (44,117,125).
cos (4a) = co.s2 (2a) — sin? (2a)) = @ — 318 = 23;336
sin (4a) = 2sin (2a) cos (2a) = 2 x (0 %) = —23%8

Das igualdades anteriores, obtemos o ternos Pltagorlco primitivo (336, 527, 625).

cos (bar) = cos (4ar) cos o — sin (4a) sinaw = —ggig § + i% 3 = 3;2;%25
sin (5r) = sin (4a) cos o + sinavcos (dar) = =32 x 2 — 2 x 2L = — 319

Das igualdades anteriores, obtemos o ternos Pitagérico prlmltlvo (237,3116,3125).

Mas podemos ir mais além: Suponhamos que, pelo processo anterior, temos os numeros ,, € ¥,, dados por
{ cos (na) = &

sin (na) = £

Entao, temos: , \

SR S S ARSI ToF AN Jof

5 5

Tp+1 = 3T, — 4yn
Ynt1 = 4Ty + 3yn

Das igualdades anteriores obtemos , 0 que define, por recorréncia, as sucessoes (z,) e

(yn), uma vez que sao conhecidos 1 e y.

E é relativamente facil demonstrar por inducdo que (2,,y,,5™) € um terno Pitagérico, sendo a parte mais
complicada mostrar que mdc (z,,yn,5") = 1, 0 que prova que o terno Pitagérico é primitivo.

Neste exemplo, considerdmos o nimero primo 5, mas podemos utilizar qualquer primo congruente com 1,
médulo 4, como, por exemplo, 13,17, 29 ou outro.

Exemplo 279 Suponhamos que temos dois ternos Pitagdoricos e vejamos como obter um terceiro terno Pitagdrico,
a partir dos dois ternos anteriores.

Consideremos os ternos Pitagéricos (3,4,5) e (5,12,13). Sejam «a, 5 € R, tais que cosa = %, sina = %,
cos B =% esmﬁ 12 . Entao:

Cos(a—i—ﬁ) = cosacosﬁ—sinasinﬁz% X ? —§ X i—; =-2
sin (e + ) =sinacos § + sin S cosa = 5 X 3 +5 X ]1_‘§ = %%
cos(a—f3) = cosacosﬁ—i—sinasinﬁzg X [E; +§ X ff =&
sin (o — 3) =sinacos B —sinfBcosa =z X 33 — £ X 13 = 16
E daqui se obtém os ternos Pitagéricos primitivos (33, 56 65) (16,63,65).
E podemos continuar:
cos (2a) = cos? a —sin v = & — & = — L
sin (2a) = 2sinacosa = 2 x %5 ‘5% =2
cos (23) = cos? B —sin” § = % - ]573 = }ég
sin (28) = 2sinfcos B =2 X 15 X 15 = 1o¢
E, ainda:
cos (2ac+ B) = cos (2a) cos B —sin (2a) sinf = —g x & — 2 x 2 =32
sin (20 + B) = sin (2a) cos B + sin Beos (2a) = 2 x & — £ x 12 = 3326%
cos (2ac — B) = cos (2a) cos B + sin (2a) sin B = — = X & + 22 x 12 —g%
sin (2a — B) = sin (2a) cos 8 — sin B cos (2a) = 32 x 1%1—1— = X % = 202
cos (a+283) = cosacos (26) — sinasin (28) = —§ X ﬁ —% X 1—§§ = —;%g
sin (o + 23) = sinacos (23) + sin (28) cosa = -5 X @—&— 2 X3 =—g2
cos (a—28) = cos acos (26) +§inasin(2ﬁ) = X 1@ + é20>< % %36
sin (a — 23) = sinacos (283) —sin (28) cosa = —¢ X 755 — 169 X 5 = —

15
E daqui obtemos os ternos Pitagéricos primitivos (36, 323, 325), (204, 253, 325), (116,837, 845) e (123, 836, 845).
E claro que o processo pode prolongar-se.

11.2 Os nimeros complexos e os ternos Pitagoricos

Podemos, também, utilizar conhecimentos elementares dos nimeros complexos, para tratar o tema dos ternos

Pitagoéricos.
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Consideremos o nimero complexo 3 + 4i. O médulo deste complexo é dado por |34 4i| = v/32+42 =5, 0
que significa que 3% + 42 = 52, obtendo-se, assim, o terno Pitagérico (3,4, 5).

E, pelo cédlculo das sucessivas poténcias de 3 + 4i, obtemos novos ternos Pitagéricos, uma vez que o médulo
do produto de um nimero finito de nimeros complexos é o produto dos médulos desse nimeros.

{ (3+4i)> = 94 24i + 16i2 = —7 4 24i

|—7 + 24| = 1/ (—7)° + 242 = /625 = 52

Das igualdades anteriores, descobrimos o terno Pitagérico primitivo (7,24, 25).

(34 4i)® = (=7 + 24i) (3 + 4i) = —21 — 28i + 72i + 96i% = —117 4 44;

|—117 + 44i| = 53
Das duas igualdades anteriores, descobrimos o terno Pitagérico primitivo (44,117,125).
Vejamos, agora, como obter duas sucessoes que vao definir os sucessivos ternos Pitagoricos:
Suponhamos que (3 + 44)" = ,, + iy,, com z,, + iy, € N. Entio:

(3440)"T = (2 + iyn) (3 + 4i) = 3z, + iy, + iy, — dyn = 3T, — Ay, + i (42, + 3yn)

z1 =3,y =4
E daqui, obtemos a sucessao definida por ¢ x,11 = 3z, — 4y,
Yn+1 = 4$n + 3yn
Estéo, assim definidos infinitos ternos Pitagéricos primitivos da forma (z™,y™,5™).
Utilizando uma Calculadora grifica, podemos definir as fungoes anteriores e, assim, obter os ternos Pitagéricos.
Consideremos o nimero complexo 5+ 12i. O médulo deste complexo é dado por |5 + 12i| = /52 + 122 = 13,
o que significa que 52 + 122 = 132, obtendo-se, assim, o terno Pitagérico (5,12, 13).
E, pelo célculo das sucessivas poténcias de 5 + 12¢, obtemos novos ternos Pitagéricos, uma vez que o médulo
do produto de um nimero finito de nimeros complexos é o produto dos médulos desse nimeros.
(5 +12i)° = 25 + 1207 + 14472 = —119 + 1204
{ |[—119 + 120i| = (—119)2 +1202 = /28561 = 169 = 132
Das igualdades anteriores, descobrimos o terno Pitagérico primitivo (119,120, 13%).
5+ 12@')3 = (=119 + 120i) (5 + 12i) = —595 — 1428i + 600 + 14402 = —2035 — 828i
{ |[—2035 — 828i| = \/(—2035)2 + (—828)2 =2197 =133
Das duas igualdades anteriores, descobrimos o terno Pitagérico primitivo (828, 2035, 133).

Vejamos, agora, como obter duas sucessoes que vao definir os sucessivos ternos Pitagéricos:
Suponhamos que (5 + 12i)" = z,, + iy, com x,, + iy, € N. Entao:

5+ 122’)"+1 = (Tp + iyn) (5 + 124) = bx,, + 126, + 5iy, — 12y, = by, — 12y, + i (1224, + 5yn)

r1=3,y1 =4
E daqui, obtemos a sucessao definida por ¢ x,41 = 5z, — 12y,
Yn+1 = 121:71 + 5yn
Consideremos os ternos Pitagéricos (3,4,5) e (5,12,13). A partir destes dois ternos, podemos obter outros
ternos Pitagéricos:
(3 +4i) (5 —124i) = 15 — 367 + 20i — 482 = 63 — 16
|63 — 16i| = v/632 + 162 = /4225 = 65 = 5 x 13
(3 +44) (5 + 124) = 15 + 36i + 207 + 48i% = —33 + 56i
| =33 + 56i| = /332 + 562 = /4225 = 65 =5 x 13
E, assim, obtivemos os dois ternos Pitagéricos (16,63,5 x 13) e (33,56,5 x 13).
Se pretendéssemos os ternos Pitagéricos da forma (z,y, 5% x 13), calculavamos (3 + 4i)* (5 — 12i) = 253+204i
e(3+ 42’)2 (5 + 12i) = —323+361, pelo que obtinhamos os ternos Pitagéricos (204, 253,52 x 13) e (36, 323,52 x 13).
Nao podemos deixar de chamar a ateng@o para o importante facto deste assunto estar intimamente relacionado
com a decomposicio dum niimero natural numa soma de dois quadrados. Assim, 5 = 22412, 13 = 32422, enquanto
que 7 ndo pode decompor-se numa soma de menos de quatro quadrados: 7 =22 4+ 12 412 412,
Finalizamos, realcando o facto da Trigonometria estar intimamente relacionada com os Numeros Complexos,
pelo que era de esperar o paralelismo existente entre as duas maneiras de abordar este Tema, a nivel de 12° Ano.




Capitulo 12
Primitivas

Definicao 280 Primitiva de uma fungdo real de varidvel real f (x) é uma fungdo real de varidvel real F (x), tal
que a deriwvada de F (z) é f (x), escrevendo-se Pf (xz) = F (z), ou [ f (z)dzx = F (z).

Convém observar que a primitiva duma fun¢éo néo é unica. Se F'(z) é uma primitiva de f (x), entdo F (z)+k,
com k € R, também ¢é primitiva de f (x).

12.1 Primitivas Imediatas

Primitiva imediata é toda a primitiva que resulta duma regra de derivagao (em sentido inverso). Nao distinguire-
mos primitiva imediata de primitiva quase imediata. E por vezes acontece que temos uma primitiva imediata e
nao nos apercebemos do facto.

Exemplo 281 Calculemos uma primitiva da fun¢io f (x) =z + 2.

2
[fx)dz = [(z+2)dz = % + 2z, tendo-se que qualquer primitiva da funcéo f(z) = z + 2 é da forma
2

%+2x+k7comk€R.

Exemplo 282 Primitiva da fun¢do f (x) = 23 + 42% — 5 + 1.

4 43 52
f(x3+4x2f5x+1)dz:%Jr%*%wLerk, com k € R.
Exemplo 283 Primitiva da fun¢io f (z) = z%, com a # —1.

a+1

[ f(z)de = [z*dx = a:

+ k, com k € R.
a+1

Exemplo 284 Primitiva da funcio f (z) = \/x.

[fx)de = [ade = [2z3de == Jrk:%z%ka:%xﬁJrk,comkeR.

8
MIC”“‘| (S5

Exemplo 285 Primitiva da funcio f (x) = vx3.

8

loo

s

o

[f(z)de = [Vadde = [a%de = 5 +k = 325 + k= 2aV/a% + k, com k € R.

oo

Exemplo 286 Primitiva da fun¢io f (z) = cosz

[cosadr =k +sinz

157
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Exemplo 287 Primitiva da fun¢io f (x) =sinz
[sinzde = — [ —sinazdz = k — cosx
Exemplo 288 Primitiva da fun¢ao f (x) = cos (2x)
[ cos (2z) dz = § [2cos (2z) dx = k + 5 sin (2)
Exemplo 289 Primitiva da fun¢io f (x) = sin (2z)
[sin (2z) dz = —% [ —2sin (22) do = —1 cos (2z) + k
Exemplo 290 Primitiva da fungdo f (x) = sec? z
[ sec? zdx = tanx
Exemplo 291 Primitiva da fun¢do f (x) = csc?x
[esc?xde = — [ —csc? wdx = cotx + k

Exemplo 292 Primitiva da fun¢io f (v) = —=

z2—1
il ﬁdw = arcsinx + k
Exemplo 293 Primitiva da fungio f (xz) = — 11,71

f—ﬁdm = arccosz + k ou f—ﬁdm =—1 \/ﬁdx = —arcsinz + ¢

1
E lo 294 Primitiva d a =
xemplo rimitiva da funcio f (x) P
1
[ ———dx = arctanz + k
¢ +1
Exemplo 295 Primitiva da funcio f () !
xemplo =— :
p rimitiva da funcdo f (x P
1
f ————dx = —arctanx + k = arccotz + ¢
2 +1
Exemplo 296 Primitiva da fun¢io f (xz) = e*
[etde =e" +k
Exemplo 297 Primitiva da funcio f (x) = e2*+!

[e*dx = [2e** T dr = > + &

z2—2

Exemplo 298 Primitiva da fungio f (x) = 2xe
Ik 206 2dx = e "2 + k

Exemplo 299 Primitiva da fun¢io f (z) = z2ev’ 2
fxzeIB_zdx =1 f3$2e’53_2d$ =er’ 24k

Exemplo 300 Primitiva da fun¢ao f (x) =sinzcosz

[sinzcosazdr = [sinz (sinz) dz = 3sin’z +k
[sinzcoszdr = [2sinzcoszdr = L [sin (2z)de = —% [ —2sin (22) dz = —1 cos (22) + ¢
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Exemplo 301 Primitiva da fungdo f (x) = cos® x

2 2 14cos(2z)
2

Da igualdade cos (2z) = cos? z — sin® x = 2cos?> z — 1, vem cos? z = . Entao,
[cos?wde = [ C gy — [ Ly [ 520 gy — 2 4 1 [9cos (22) da = £ + Lsin (22) + k
1
Exemplo 302 Primitiva da fungio f (xz) = —.
x
Comecemos por observar que a derivada de Inz é % e que a derivada de In (—z) também é % Entao, a derivada
de In|z| = 1. Mais, geralmente, se u ¢ uma fungio derivdvel, entdo a derivada de In|u| ¢ %

1
[ f(z)de = [ —de =In|z|+k
x
Embora seja comum apresentar a resposta anterior, ela nao estd totalmente correcta, pois nao é a situagao
mais geral. A resposta totalmente correcta é a seguinte:
1 1 ky <— ~ . . .
[f(z)dz = [ Edm = { IE:(E—Z) :_ M v >x0< o ¢ o sendo obrigatério que as constantes ki e ko sejam
Inz+4+2 < >0

In(—2)+3 «— 2 <0’ fungao esta que nédo é

iguais. Assim, uma das primitivas de f (x) ¢ a fungéo h (z) = {

do tipo F (x) = In|z| + k.

2z
E lo 303 Primitiva d Q =
xemplo rimitiva da fungao f(x) 2
xg—ild:rzln(xQJrl) +k
Observe-se que 22 +1 > 0,Vz € R.
322 +1
Exemplo 304 Primitiva da fun¢io f (z) = ﬂ;
0+ T

S 8241 g — 11’1|:E3 -|—:E| +k

3+

3
. . L pog.2 In(x°4+2)+ki <— >0
De modo mais correcto, mas com mais simbolos para escrever ¢ [ e { ( )

zita ln(—x3—x)—|—k’2 — <0

32 —1
3 —x

Exemplo 305 Primitiva da funcao f (z) =

%dzzln|x3fx|+k
In —x3+x)—|—k’1 — < -1
In $3—$)+k2 — —-1<z<0
In(—a®+xz)+ks <= 0<z<1
1n(m3—x)—|—k4 — zz>1

. 2_
De modo mais correcto: f ?;’”L; dr =

Exemplo 306 Primitiva da fungio f(x) = tanx

—sinx

[tanazde = — [ dr = —In|cosz| + k
. Cosx ~ . . . .
Neste caso, deixamos a expressao com a forma anterior, pois o0 modo correcto envolve infinitas constantes e

ultrapassa os nossos objectivos.

Exemplo 307 Primitiva da fun¢io f () = Llnx

[ilmadr= [(Inz) Inzdr =i’z +k

sin x

Exemplo 308 Primitiva da fun¢io f (x) = cosxe

[ cosxe® ™ Tdy = ST 4 k

Exemplo 309 Primitiva da fun¢do f (x) = cos* x
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/ costaxdr =

4

1 1 1 (1 4
/2<208(2:1:)d$+4:/6082 (2$)d$:£+k+zsm(2z)+z/7+C;S( ?) 4o

2
(1+cos (2z) ) dx:/1+2cos(2$)+cos (Qx)dm
L
4
+

J
o

3z 1 1
= 3 +k+ Zsm(?z) + 55111(430)
E claro que este exemplo ndo ¢ uma primitiva imediata, embora a funcéo tenha sido transformada, de modo

a obter uma primitiva imediata.

1 1 1
k+ Zsm(Qm) /8dx+ — [ 4cos(4x)der = = Sy —sm(2x) +2 + — sin (4x2)

32 4 8§ 32

12.2 Primitivacao por Partes

Um método muito importante, na primitivagdo de fung¢oes tem por base a férmula da derivada do produto de
duas funcées derivédveis: (f x g)' = f'g + fg', férmula esta que pode ser escrita de modo completo:

(f (2) x g (2))" = f'(2) x g (&) + f (2) x ¢ ()

A partir da igualdade (f x g)' = f'g + fg', temos f'g = (f x g)' — f¢'.

Da ultima igualdade vem que P (f'g) = fg— P (fg’), uma vez que uma primitiva duma diferenga é a diferenga
entre as primitivas.

Repare-se que, na férmula anterior, substituimos o cdlculo da primitiva de f’g pelo célculo de P (fg’). Embora
pareca que nao se lucrou nada com o facto, isso pode nao ser verdade, uma vez que fg’ pode ser mais facil de
primitivar do que f’g. Além disso, temos de obter uma primitiva de f’. Vejamos alguns exemplos de primitivacao
por partes:

Exemplo 310 Primitiva da fun¢io h (z) = ze®

O primeiro passo consiste em escolher as funcoes f’ () e g (z). E claro que interessa fazer f/ (z) = e* = f ()
e g(z) =z, donde vem ¢’ (z) = 1. Entao, [ze”dx = ze® — P (1e*) = ze® — e* + k.

Exemplo 311 Primitiva da funcio h(x) = x2e®

Neste caso, fazemos f'(z) = e” = f(z) e g(z) = 2. Entdo, ¢’ (r) = 2z, donde vem [ax?e®dr = z?e” —
[ (2ze”) du.

E o processo tem de continuar: z%e® — [ (2ze”) dw = 2%e” — (2ze® — [ (2€7) dx) = 2%e” — 2xe” +2¢” + k =
(:c2 72$+2)em+k.

Exemplo 312 Primitiva da fun¢io h(z) =Inz
Neste caso, fazemos um truque muito conhecido: P (lnz) = P(1lnz),f (z) = 1,9(z) = Inz. Entdo,

1
[ (@) =9/ () = = Logo,
1
P(lnx):P(llnx):xlnx—P(xx—) =zlnz—Pl=xlhz—xz+k
x
Exemplo 313 Primitiva da fun¢do h (z) = (m2 +x— 3) Inx

1
Neste caso, temos f' (z) = 2? + 2 — 3,¢ () = Inz. Entdo, f () = & + % — 3z, (z) = —. Logo,
x

P((x2+x—3)1nx) = x_3+x_2_3x Inx — P x—3+—2—3m X —
3 2 3 2
JJS .’E2 x2 X
= (?+7—3$)lnx—P(?+§—3)
JJS .’E2 x?’ .’E2
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Exemplo 314 Primitiva da fungdo h(x) = cos® x

Como P (cos? z) = P (cosz cosz), podemos fazer f'(z) = cosz, g (z) = cosz.
Entédo, f (z) =sinz, ¢’ (z) = —sinz, pelo que

P (coszcosz) =sinzcosz — P (sinz x (—sinz)) =sinzcosz + P (sin® z).

1. E a primitiva de cos? z estd dependente do célculo da primitiva de sin? z. Mas, sin? z = 1 — cos? z, pelo que
P (cos2 x) =sinxzcosx + P (1 — cos? x), ou seja, 2P (cos2 :10) =sinx cosx + x + ¢, donde vem

P (cost ) = St 4 £ 4 = oin (22) 4 § + 5.

Exemplo 315 Primitiva da fun¢do h (z) = arcsinz

Como P (arcsinz) = P (larcsinz), temos f' (z) = 1,9 (z) = arcsinz. Entado, f(z) = z,¢' (z) =

Logo,
P (larcsinz) = xarcsinx—P<L> :xarcsinx—i—lp (—23: (1—3:2)7%)
i 2
1
1(1—22)2 1
= wxarcsinx + 5# +k=wzarcsinz + (1—27)% +k
2

= garcsinz ++v1—22+k

Exemplo 316 Primitiva da fun¢do h (z) = arccosx

Como P (arccosz) = P (larccosz), temos f’ (z) = 1,9 (z) = arccosz. Entéo, f(z) =2z,¢' (z) = —

A

Logo,
P(larccosz) = wxarccosz — P (L) = 2 arccos r — lp (*215 (1- 5172)_%)
V1—2a? 2
1
1 (1 — xz) 2 1

= xarccosx—§ +k:xarccosx—(1—x2) + k

1
2
= garccosz —\V1—22+k

Exemplo 317 Primitiva da fun¢do h(x) = arctanx

Como P (arctanz) = P (larctanz), temos f'(z) = 1,¢(z) = arctanz. Entdo, f(z) = z,¢' (z) =

Logo,

1 2 1
P (larctanz) = xarctana — P (z;i 1) = zarctanx — §P (ﬂ—le) = garctanx — 5 In (a?Q + 1) +k

Exemplo 318 Primitiva da fun¢do h (x) = arccot x

1
Como P (arccot ) = P (larccotx), temos f'(z) = 1,9 (x) = arccotz. Entdo, f(z) = z,¢' (z) = —— 1
x
Logo,
P (1 arccot z) tz— P * to+ip (-2
arcco = wzarccotx — P | — = x arcco =
v v v 2+1) " T\

1
= :rarccot$+§1n(:r2+1) +k

Exemplo 319 Primitiva da fung¢ao h(x) = e*sinx
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/e”” sinzdr = e sinx — /ex coszdr = e”sinx — <ex cosT — /e”” (—sinx) d:c)
= €e“sinx —e”cosx — /ez sin zdx + 2C
Entao, 2 [ e*sinzdr = e*sinz — e” cosz + 2C, donde se conclui que
T L3 1 T L3 1 xr
e sinxzdr = Sesinz — se cosz + C

Exemplo 320 Primitiva da fun¢io h(x) = e cosx

/em coszdr = e” cosx — /e”” (—sinx) zdr = €” cosx + /e“” sinzdr = e® cosz + e’ sinz — /ez coszdzx + 2C
Entao, 2 f e* cosxdr = e® cosx + e sinz 4 2C, donde se conclui que

1 1
/e’” cosxdxr = 56"’” cosx + Eex sinxz +C

Exemplo 321 Primitiva da fungdo h(x) = z%e* sinx

Sejam f’ (x) = 2%, g (x) = sinz. Logo, f () = /acZezdac =2%e® — /2a¢exdx.
Entdo, f (v) = 2%e* — 2ze® + /Qewdx = 2" — 2ze” 4 2¢” = (2° — 22+ 2) €”.
Além disso, ¢’ () = cosz. Entao, /wQe“” sinzdx = (3:2 — 2z +2) e"sinw — / (3:2 — 2z + 2) €” cos zdz.

Repetindo o processo, temos / (a?Q —2x 4+ 2) edx = (a?Q — 4z + 6) e®, pelo que
/ (wQ — 2 + 2) e cosxdr = (3:2 —dx + 6) e’ cosx + / (m2 — 4+ 6) e® sin xdx

Entao, /$2ez sin xdx = ($2 —2x + 2) e’sinx — (z2 —4x + 6) e’ cosx — / (:L'2 —4x + 6) e sin xdx.
Logo, Q/xQez sinzdr = (2° — 22+ 2) e*sinz — (2° — 42 4 6) ¢” cosz + / (4x — 6) e” sin zdzx.

E, deste modo, obtivemos / (4 — 6) €” sin zdx, primitiva esta que tem um polinémio de 1° grau em vez dum
polinémio de 2° grau.

Repetindo todo o processo, obtemos / e’ sinxdx.

/:Bezsinmdac = (m—l)exsinm—/(m—l) e’ cos xdx
= (x—l)e’”sinac—(x—2)e:”cosx—/(x—2)exsinxdw
= (x—l)e’”sinm—(x—2)e:”cosx—/xe’”sinmdw—I—Q/e’”sinmdw

Entao,

1 1
/:Eezsin:rd:r: i(xf1)emsin$f§(x72)ezcosx+/emsinxdz
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Ora, /e’” sinzdr = e*sinx — /e’” cosxzdr = e*sinx — e cosx — /e’” sin zdzx.

~ . . . . 1 .
Entao, 2 / e’ sinxzdx = €* (sinx — cosx), isto &, /e”” sin xdx = 56” (sinz — cosx).

Entao,
ze®sinxdr = B (x—1)e®sinx — B (x —2)e®cosx + ¢ (sinx — cosx)
1
= gem sinz — 3 (x —1)e”cosz
Logo,
2/3:26’” sinzdr = (2% —2z+42) e sinz — (2> —4a +6) e” cosz + / (4x — 6) e” sin zdx
= (2 —20+2)e"sine — (2° — 42+ 6) ¢” cosz + 4/xez sin zdx — G/er sin zdx
Mas,
4/xe”” sinzdr = 2ze®sinz — 2 (x — 1) e” cosx
6 / e” sinzdr = 3e” (sinx — cos x)
Entao,
/ (dx —6)e*sinzder = 2ze”sinx —2(x —1)e”cosz — 3e” (sinx — cosx)
= (2ze® —3e”)sinz — (2 —5) e” cosx
Logo,
2/9026”'6 sinzdr = (2% —2z+42) e’ sinz — (2> — 42 +6) e” cosz + / (4x — 6) e” sin zdx

2® — 2z +2) e’ sinz — (2% — 4z + 6) e” cosz + (2z — 3) e” sinz — (22 — 5) e” cos x
x2—2x+2+2x—3)ewsinx—(x2—4m+6+2x—5)excosx
:E2—1) e“sinx — (:B2—2x+1) e” cosx

(
(
(
(

E, finalmente, temos

21 2 1
/wQemsinxdx: z 5 e’sinx — <% —x—|—§> e“cosz+C

Esta primitiva pode ser calculada de maneira mais simples, se conseguirmos prever a sua forma:
Suponhamos que /mQGI sinzdr = (Ax2 + Bz + C) e’sinx + (Da:2 + Ex + F) e cosz + K.

Entdo, derivando o segundo membro, vamos obter z2e® sin .
Comecemos pela derivada da primeira parcela:

(2Az 4+ B) e*sinz + (A2 + Bz + C) e"sinz + (Az® + Bz + C) ” cosz
Passemos a derivada da segunda parcela:

(2Dz + E)e” cosz + (Dz* + Ex + F) e* cosz — (Dz* + Ez + F) ¢ sinx
Comparemos com x2e” sinz. Entdo,

24z + B+ Az + Bx +C — Dz? — Ex — F = 22
A2’ +Bx+C+2Dx+E+D2x*>+Ex+F =0
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Entao,
A-D=1 A:% A:% A:%
2A+B—-FE=0 B—-—FE=-1 B=0 B=0
B+C—-F=0 — B+C—-F= — C—-F=0 — C:—%
A+D=0 =_1 D:—% D=—3
B+2D+FE=0 B+ FE= EF=1 E=1
C+E+F=0 C+E+F= C+F=-1 F=-1
Entao,
/xzezsinxdac = (A$2+B33+C) e”sinaj+(Da?2+Ex+F) e“cosr + K

1 1 1 1
= <§$2 — 5) e’ sinx + (—5332 +x— 5) e“cosz + K

12.3 Primitivacao de Funcoes Racionais

Fungéo racional é um quociente entre duas fungoes polinomiais. Claro que nos interessa o quociente entre duas
fungoes polinomiais na varidvel x.

ES

Exemplo 322 Primitivar a fungio f (x) =

x2+1
2
2+1d:10 = [z Jgf_lzdac = ””fodx i —rypde = Jadx — 5 gildm =% - %ln (x2 + 1) +k
Primitivar a fungao f (z) = %ﬁ

23 —|—2
:172+1

Brr—c+2 3+ T 2
—————dx = der — [ ——d —d
2 +1 “ /x2+1$ /:r2+1 x+/x2+1az

2
/ Qx dr + 2arctanx + k
4 +1

[
e

2
1
= 5 - 51 n(z° + 1) + 2arctanz + k
Exemplo 323 Primitivar a fungio f (x) = ‘Z’c?j—ﬂ

fggﬁdx fIQ_HdJ:—I—f 2+1da;— Sf 2+1d:p+arctanx— 21ln (J; —l—l) + arctanz + k

3x+1
z24z+1

Exemplo 324 Primitivar a funcao f (z) =

Este exemplo é mais complicado do que o anterior. Como 22 +2z+1 nao tem raizes reais, (3;2 +x+ 1)/ =2z+1

e no numerador da fung@o a primitivar aparece 3z, interessa-nos obter a expressao % (22 + 1), ou seja, 3z + %
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Entao,

1 3Jr+3-2+41 3z 42 1
/Ld:ﬂ — /de:/&dx—/#dx
24+ z+1 24+r+1 2+x+1 2+r+1
3 2z 41 i
= -/ =" dr—- | —2 4
2/$2+$+1x /£E2+ZL’+1$

3 1 1
= “Iln(z®4+z+1 ——/—dm
2 ) =2 2?2 +r+3+3
3 1 1
= —ln(x2+x+1)——/ dx
: 2 e
3 4 1
2

2 1
= %1H($2+x+1)—§arctan<— x—|—§))+k

Exemplo 325 Primitivar a fung¢io f (x) = %

Este exemplo ¢ mais facil do que o anterior. Como z? —1 = (z — 1) (z + 1) e o numerador 3z + 1 tem grau

inferior ao denominador z? — 1, a fraccéo iﬁﬂ pode decompor-se na soma % + 3%1, com A e B a determinar:
A4 % = A(IJF{E)Z'EBl(w_l) = 3281 pelo que deve ser A(z+ 1)+ B(z —1) =3z + 1.
Entédo, A(x+1)+ B(x—1) = Az + A+ Bz — B = 3z + 1, donde vem { ji_gi? .

Logo, 2A = 4, ou seja, A = 2, pelo que B = 1. Entao,

3z+1 2 1 2 1
/:E2—1dx - /<x—1+x+1>dx_/x—ldm+/x+1dx

21n|x—1|—|—ln\x+1|+k:1n((m—1)2|x—|—l|)—I—k:

Observe-se que os valores de A e B podm ser obtidos atribuindo a z os valores que anulam 2% — 1. Fazendo
x =1, naigualdade A (x + 1)+ B (x — 1) = 3x+1, temos 24 = 4, donde A = 2. Fazendo z = —1, vem —2B = —2,
donde B = 1.

Exemplo 326 Primitivar a func¢io f (x) = %
1 0 0 -1
Para factorizar o denominador, apliquemos a Regra de Rufinni: 1 1 1 1
| 1 1 1]0=R
Como o polinémio 22 4+ z + 1 ndo tem raizes reais, vem
202 —dx+1 202 —4dz+1 A N Bzx+C
x3—1 o (r-D(2+2+1) -1 224+l

A(@*+z+1)+(Bz+C)(z—1)
(x—1)(z2+z+1)

Entdo, 22 — 4z +1=A(z?+ 2+ 1) + (Bz 4+ C) (z — 1).

Fazendo, sucessivamente, z = 1, = 0,z = —1, vem:
3A=-1 :—% A:_é A:_é
A-C=1 — C=A-1 — C=-—3 — C=-3
A—2(C-B)=1 A-2C+2B=T —t+5+2B= B=1
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Entao,

222 —dx + 1 -1 Ty — 4 1 1 Te —4
dr = 34 3778 r=—ZInlz—1|+k —/761
/(x—l)(x2+x+1)x /$—1x+/x2—|—x+1x ginle—ttktg [ g qde

1 1 T+ 2 1 —1_4
Cl|r -1kt [ =22 gt [ 2Ty
gnle -1+ +3/x2+$+1x+3/aﬂ2+x—|—lx

1 1 7 22+ 1 1 —15
) R PV U PO VA R Oy [ M|
ginle =14k 3 2/w2+x—|—lx 3/x2+w+1x

1 7 5 1
= ——Injz—1|+k+=In(2? W+ | =———d
3n|aj | + +6n($ +x+ )+2/$2+$+1$
1 7 5 23 2 1
= —§1n|x—1|+k+61n(ac2+x+l)+§x%arctan(E($+§>)
1 7 5v3 2 1
= k—gln|$—1—l—gln(ajz—i—aj—&—l)—i—%_arctan( x\/—g >
3 2 _d4r+1
Exemplo 327 Primitivar a funcio f (x) = T 334 196 a
Tt —
3 2
+az°—4dxr+1
COHIO£E4*1:(ZL’71)(SC+1)($2+1),tem08x i4_1$ = A+ B+ Sl
Entdo, A(z+1) (22 +1) + B(z—1) (2> +1) + (Cz+ D) (2 = 1) =2® + 2? — 4z + 1.
Fazendo, z =1,z = -1,z =0e z =2, vem:
—4B =5 — B=—3 — B:—%
A-B-D=1 D=A-B-1 D=—%+§—1=o
15A+5B+3(2C+ D) =5 ~L_Bi6Cc+3D=5 - -2 +6C=5
1 5 5
ot a?—dx+1 1 s 5. g 1 5. 1 5. 2
Entao, A1 T el TP T 4 X1 e X o T X e
Finalmente, vem
22+ 22 —4dr+1 1 1 5 1 5 2z
dr = —- dv — - [ ——dx+ - | ——=d
/ -1 o 4/x—1x 4/a:+1 x+4/x2+1x

1 ) )
= —Zln|$—1\—Zln|x+1\+zln(aj2+1)+k

Exemplo 328 Primitivar a fungio f (x) = ﬁ

Sejam f'(z) = (mf%)z‘,g(m) = . Entdo, f (2) = -, 9 (2) = 1.
1. Logo:

J (2:10 (2% + 1)72) X xdr = — 2" + [ z%ﬂdx = — % +arctanz

Entao,

/ﬁdm k+arctanx—%/(2x (:1:2+1)_2> o v
x

k+ arctanz + — x —2 L
= arctanx — —— — — arctanx
2 @+l 2

1 T
= k—l—iarctan:v—i—m
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12.4 Primitivacao por Substituicao

A primitivagdo por substitui¢do tem por base a derivada da fungao composta Por isso, se tivermos [ f (z

fizermos x = g (t), ficamos com [ f (z)dz = [ f(g(t)) Ldt= [ f (g (t)dt
o . 1 T x
Exemplo 329 Primitivar o funcao f (z) = T tena’ com -4 <wx < 3Z.

Se fizermos a substituigao tanx = t temOb x = arctant. Entéo, ‘Zl—f = ﬁ

1

[ @)de = f e = g > ot th—th)dt’COmt—ta”-
1 A Bt+C A1+ +(Bt+C)(1+1)
(1+t)(1+¢2) 14+t 1+¢2 (1+1) (1+12) N
AP+ A4+ B?+Bt+Ct+C  (A+B)t*+(B+C)t+A+C
(1+1) (1 +¢2) B (1+t)(1+t2)
A+B=0 A=-B A=1
Entao, § B+C=0 <= { OC=-B <= C:%
A+C=1 —2B =1 B=-1

Logo,
1 1 1 1 [t-1
———dt = - [ ——dt— = [ ——dt
/(1+t)(1+t2) 2/1+t 2/1+t2
1 1 1 2t 1 1
— | ——dt -~ | ———=dt+ = [ ——dt
2/ 1+t 4/1+t2 +2/1+t2

1 1 1
§ln\l+t\—Zln(l+t2)+§arctant+k

1 1 1
§ln\1+tanx|—Zln(1+tan2x)+§g;+k

1 1 1
= —ln\1+tanx|——lnseCZx+§x+k

3tan®x + 2tanz + 2
E lo 330 Primiti T <r< 3.
xemplo rimitivar o fungdo f(x) = on?s + otenz 13 O T <<

Se fizermos a substituicao tanx = ¢, temos x = arctant. Entao, d”t” = 1+t2 Logo:
f3tan2x+2tanx+2 _f3t2+2t+2 1 —f 32 +2t 42 . com £ — tanz
tan®x + 2tanz + 3 242t+3  1+1¢2 (B2 +2t+3)(1+1¢2) B '

Como o numerador tem grau inferior ao denominador e este ndo tem zeros, temos:

3242t +2 At+ B Ct+ D
(12 +2t +3) (14 2) t24+2t4+3 1+t
(At + B) (* +1) + (Ct + D) (t* 4 2t + 3)
(t2+2t+3)(12+1)
At3 + At + Bt* + B + Ct? + 2Ct? + 3Ct + Dt? + 2Dt + 3D
(t2+2t+3)(t2+1)
(A+C)t3+(B+2C+D)t*+ (A+3C +2D)t+ B+ 3D
(t24+2t+3) (2 +1)

A+C=0 A=_C A=_C
| Bt2c+p=3 9_3D+20+D=3 90 — 92D = 1
Entdo, 3 4 is3c42p=2 T | —c+3C0+2D=2 T ) 20+2D=2
B+3D=2 B=2-3D B=2-3D

A= —C A=_3

PN 4D =1 — D:é

4C =3 c=3

B=2-3D B=?

167

Ydz e
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Logo,
3t2 4+ 2t 42 _ o —i+3 +§t+i
(12 + 2t +3) (1 +¢2) 242t+3  1+¢2
— —§Xi+3 t +1 1
T 47 242t43 1+ 47 1+
3 2t+2—271—30 3 2t 1 1
= ——X————32 4 X + = x
8 t24+2t+3 8 1+2 47 1+¢2
_ 3 we2 3 24B 3o 11
T8 T 24243 '8 124+2t+3 8 1+2 4 1+2
Entao,
3t2 +2t 42 3 2t + 2 3 16 1 3 2 1 1
dt = — dt + = — dt+ = | ——dt+= [ ——dt
/(t2+2t+3)(1+t2) 8/t2+2t+3 8773 /t2+2t+3 +8/1+t2 +4/1+t2
3 1
:——1t22t3 ————dt+=In(1+t?) + = arctant + k
8n( + 2t + +/ +2t+3 +8n( + )+4arcan +
Falta calcular [ #dt
t2+2t+3
2 V2
[t f dt= [ +——5— dt \/_/ 5 dtzﬁarctan(—(t—&—l))
2+ 20+ 3 242 §(t+1) g(tﬂ 1 2
3t2+2t+2 3. . 5 3 o1
LOgO’f(t2+2t+3)(1+t2)dt:_§ln(t —|—2t+3)—|—\/§arctan(32£(t+l))—|—§ln(l+t )—l—zarctant—i—k:

E, agora, substituimos ¢ por tanx :
f 3tan®x + 2tanz + 2

tan?x + 2tanz + 3

3 3 1
T = —gln (tan2x+2tanx—|—3) + /2 arctan (3§ (l—l-tanx)) + glnseCQx—i— Zx—l—k

Exemplo 331 Primitivar a fungio f (x) = m

Fazendo a substitui¢ao x = tant, temos ‘fl”t” = sec?t. Entao,

1 1 1 1
/—2dx = /—2 sec? tdt = / T sec? tdt = / 5 dt = /cos2 tdt
(x2+1) (1 + tan2 t) sectt sec?t

B l+cos(2t) ~ t 2cos(2t) , 1 .
= / 5 dt—2+/ 1 dt—2+k+4sm(2t)

1 _ 14 71 sint __ _tant __ T
Mas, 7 sin (2t) 5 smtcost =3 x Sl og? ¢ = Sanl — ST

Entao, [ = 2+1)2 dr =k+ 3 arctanx + (1+mz)

Exemplo 332 Primitivar a funcio f (x) = (;’Slfll)z

/3:67—’—12(& = /%dm%—/%d:ﬂ:§/2x(x2+1)72dx+/%dx
(z2+1) (z2+1) (z2+1) 2 (z2+1)
3 - 1
— —§($2+1) 1+/(—2d:v

x2+1)
3

k + L arctana + ——2
= — 5 < — arctan — &5+
22 +1) ' 2 T

Observe-se que, pelo exemplo anterior, [ wdﬂv =k+ %arctanx + Q(TI:EQ)

Exemplo 333 Primitivar a funcdo f (z) = cos® x = cos? x cos z.
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Neste caso, temos um produto de cosz por uma expressao que envolve, apenas, poténcias de expoente par, de

sinz e de cosz. Uma substituicao que se pode fazer é t = sinx. Entao, % = cosz, donde vem % = = Além
disso, cos?z =1 —sin?z =1 —¢2
Entao,

/cos3xdm = /costcosxd:E :/(1 —t2) cos:pdt
Ccos T

43 .3
- /(1—t2)dt—k+t—§—k—i—smx—sm x

Exemplo 334 Primitivar a funcdo f (z) = sin® z cos®> z = cos® z sin® z sin z.

Neste caso, temos um produto de sin z por uma expressao que envolve, apenas, poténcias de expoente par, de

sinz e de cosz. Uma substitui¢do que se pode fazer é t = cosz. Entéao, % = —sinz, donde vem ‘é—f = —Sirllx.

Além disso, sin?x =1 —cos2z =1 — 2.
Entao,

sinx
/sin5x0052 rdr = /cosQ:rsin‘lxsinzd:r = f/tQ (1 *t2)2 —dt

Sinx
= —/t2(1—2t2+t4)dt:/(—t2+2t4—t6)dt
_ t3+2t5 t7*k cos3x+2cos5:c cos” x
- 3 5 7T 3 5 7

sin? x+2 cos® x

Exemplo 335 Primitivar a funcdo f (z) = 5722

Neste caso, temos uma expressao que envolve, apenas, um quociente entre somas de poténcias de expoente
inteiro de sinz e cosx, expressao a que se costuma chamar uma fraccdo racional em termos de cosz e de sinz.
H& uma substituigao que resulta nestes casos que é t = tan 5, com —3 < x < 3. Esta substituicao podia ser feita
nos exemplos anteriores.

De t = tan £ vem x = 2arctant, pelo que % =%

2 1+¢2°
Observemos que tanx = tan (2 X %) = % = %, que sinx = 2sin § cos 5, expressao esta que pode ser
transformada em QSil cos? (2) = Siijr(lf) = lft::; (2% ) = 2t
Finalmente, cosx = sinx cot x = 1+t2 X 2t2 = 13
Voltemos ao nosso exemplo:
sin® z + 2cos® z 1+t2 (%) 2
/ 2+sinx v = / HtQ 1+t2dt
442 1 t2)
_ / e + 1+t2)3 2 gt
2+12fr4trz2t2 1+ ¢2
(1+7)+2(1-¢ ) )
(1+¢2)°
= / zmzE T
/4t2+4t4+2( — 312 4 3t* — t°) L2 i@t
(1+42) 21222 1+1¢2
/4t2+4t4+2 612 + 6t* — y L
1+ tz) 14+¢+¢2
—2t6 + 10t — 2¢% + 2
/ (1+12)° (1 +t+12)
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E obtivemos uma fracgao racional que pode ser primitivada, pelo menos em teoria. Entao,

-2 +10t* —2t2+2  At+B  Ct+D Et+F = Gt+H
(L+182)° (14t +1¢2) L+12 0 (142 (1+#2)>  1+t+12

((At+B) (1+12)* + (Ct+ D) (14+82) + Bt + F ) (1+ t+12) + (Gt + H) (1+2)°
(1+t+12)(1+1¢2)°

Entao,

((At+B) (14+£2) +(Ct+ D) (14+82) + Bt + F) (14t +£2) + (Gt + H) (1+2) = =20 + 10t — 262 4-2

Parat=0,vem B+ D+ F + H = 2.

Parat=1,vem (4(A+B)+2(C+ D)+ (E+F))x3+8(G+ H)=8.

Parat =2, vem (25(2A+ B)+5(2C +D)+2E+ F) x 7+ 125(2G + H) = 26

Para t = 3, vem (100 (3A+ B) 4+ 10(3C + D) +3E + F) x 1341000 (3G + H) = —664
Para t =4, vem (289 (4A+ B)+17(4C + D)+ 4FE + F) x 21 + 4913 (4G + H) = —5662
Parat=—1,vem (4(—A+B)+2(-C+ D)+ (-E+F))x1+8(—-G+H)=38
Para t = —2, vem (25(—24A+ B)+5(—2C+ D) —2E+ F) x 3+ 125(—2G+ H) = 26
Para t = —3, vem (100 (=34 + B) +10(—3C + D) —3E + F) x 7+ 1000 (—3G + H) = —5662
Entao, obtemos o seguinte sistema de equagoes:

B+D+F+H=2

12A+12B+6C +6D +3E +3F +8G +8H =8

350A 4 175B 4+ 70C + 35D + 14E + 7F 4 250G + 125H = 26

39004 + 13008 + 390C' 4+ 130D + 39E + 13F + 3000G + 1000H = —664
24276 A + 60698 + 1428C + 357D + 84E + 21F 4 19 652G + 4913H = —5662
—4A+4B-2C+2D—-FE+F —-8G+8H =8

—150A + 758 — 30C + 15D — 6E + 3F — 250G + 125H = 26

—2100A + 700B — 210C + 70D — 21 E + 7F — 3000G + 1000H = —664

Embora, nao se apresente a resolugao, o sistema anterior é equivalente a:

A=12,B=-12,C =12,D = 16
E=-16F=0,G=—12,H = —2

; _ 265410t —2¢242
SQ]& g( ) W Entao

At + B Ct+ D Et+F Gt+H
[oa = [AtBy, [OD, [ BUE,, [ GUE,
1+1¢ (1+1¢t2) (1+12) 1+t+1¢
12t — 12 12t 4 16 16t 12t + 2
/ﬁdtJr/%dtf/igdtf/%dt
L+t (1+1¢2) (1+¢2) 14+t+t
2t 1 2t 1 -3
= 6 dt — dt +6 | ———=dt+ 16 —dt—s/zt L+#%) " dt
/1+t2 /1+t2 /(1+t2)2 /(1—1—1&2)2 ( )

12 —
7/ t+6 4dt
14+t+¢2

Mas
12
2 _
6f1+2t2dt—61n(1—|—t) —fmdt——IZarctant
_ 6
6 a +t2)2dt = -2, 82t (1+2) " dt = a3y
2t+1 5 1 8 =

. (t+3)" +1

Ik dt = 5 (1i =+ % arctan ¢, conforme verificado em exemplo anterior.

(14 ¢2)?
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16
Entao, [ mdt = li—ttz + 8arctant
Finalmente, temos

141+ ¢t2 L+t (14 42)

1+¢2 6 4 8 3
/g(t)dt — 66— 12arctant - + +§\/§arctan ((2t+1)\/?_> +

+ + 8arctant + k

1+t

1+ ¢ 8t —6 4 8 3
= 6IHL—4arctant+ + +§\/§arctan ((Qt—i—l)g)—i—k

1+t+62 L+ (14 2)

E, agora, substituimos ¢ por tan 3.

24sin z4cosx

Exemplo 336 Primitivar a funcdo f (z) = =5H5502

Fazendo z = 2arctant, temos % = 125 sinz = 1253, cosz = 1+t2 Entdo:
/Q—I—Sinx—l-cosxdx _ /2+1+t2+1+t2 2 dt_/2(1+t2)+2t+1—t2x 2
3+ 2sinz 3+2x 2y 1412 3(1+12)+2 1+ ¢t2
24 2t2 42t +1 —t2 2 t2 4+ 2t 43
3t2+5 1+¢2 (3t2 +5) (1 +12)
E, agora, temos:
12043 _ At4B | Ct+D _ (At4B) (1+t%)+(Ct+D)(3t°+5)
(Bt2F5)(1+t2) — 3t2+5 1+t — (3t245) (1+12)
(At+ B) (1+1*) 4+ (Ct+ D) (3t> +5) =t + 2t +3
(At + B) (1+1*) 4+ (Ct + D) (3t* + 5) = At + At> + B + Bt? + 3Ct* + 5Ct + 3Dt*> + 5D
B+3D=1 _ ) B=1-3D e ) B==2
A+5C =2 =3C+5C =2 C=1
B+5D =3 1-3D+5D=3 D=1
Entao,
t2+2t+3 —3t—2 t+1
2 dt = 2| ———dt+2 | ——dt
/(3t2+5)(1+t2) /3t2+5 + /1+t2
6t 1 2t 1
= — | ———dt—4 | ———dt ——_dt+2 | ——dt
/3t2+5 /3t2+5 +/1+t2 + /1+t2
4 1
= —1n(3t2+5)—g/mdt+ln(1+t2)+2arctant

1
= In <3t2—~_+5)+2arctant——><\/7/ \/715

1 4 tv15
= ln< +1 ) + 2arctant — IR X \/ﬁarctan (T) + k

3t24+5
E, agora, substituimos ¢ por tan 3.
Exemplo 337 Primitivar a fungio f (x) = seczx.
Esta funcao pode ser primitivada por varios processos:

o=

secz (secx + tanx) sec? z + sec x tan x

1. [seczdr = [ dx =k + In|sec z + tan x|

secx + tanx secx + tanx

dt

171
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2. Fazendo a substituig&o sinx = t:

cosx cosx cosx 1 1
dr = - = X ——dt = [ ——dt
Jsecads = | osx f(:Ob2 f — sin? 3: f cos T fl—t2
Mas L A B _A(1+t)+B(1—t)_A+At+B—Bt
1—t2 1—t 1+t 1—¢2 N -2
- A+B=1 A+B=1 B=1 .
Entao’{A—B:O <:>{A:B <:>{A_%2 . Logo:
1 -1 1 1+1¢ 1+sinx
— —dt=—% [ —dt+L [—dt =k— 1 1-1¢ In|l+¢t =k+iln E+iln|l——=
s Rl nl =ty In[l 4t =kt ' ‘ ta ‘l—sinx
14 s 2 14si 2 14 s
:k—i—%lnw =k+In W‘:kﬁ-ln‘w =k + In|secx + tan x|
1 —sin“x cos® x
3. Fazendoasubstltul(;ao tan § = ¢, temos ‘égt” = H_tQ e cosxy = i—&-t? Entao:
142 2
dx = dt = dt = — dt t =
Jsecwdn = | T zde =] 15 1+t2 e I +f1+t
t 1+tanZ z z
— k4|14t —Infl—¢ =k+1In + |G| (08 Fsing
1—tan g cos 3§ —sin g

=k+1In

1+ s
’ﬂ =k +In|secx + tan x|

Exemplo 338 Primitivar a funcio f () = tan®z.
Esta fung@o pode ser primitivada por varios processos:
1. Fazendo a substituigao tanz =t

t3 B+t —t 1 2t t2
3 _ Y L S P _Z = _ 2
/tan zdx = /t2+1dt_/ 21 dt /tdt 2/t2+1dt 5 ln(t +1)—|—k

1 1 1
= atan2x—1n(1—|—tan2x) +k= itan2x—1n(sec2x) +k= itan2x—21n|secx|+k

2. Fazendo a substituicao tan § = t. Entao, tanx = 1222 e iiif = ?2#
: 2t \* 2 1613
[tan® zdx = [ (—2> X ——dt = [ 3 dt
1—t¢ 141 (2+1) (146" 1-1t)
16t3 _ At+B C D E F G H

R+1) 1+ 01—t 241 +1+t+(1+t)2+(1+t)3+1—t+(17t)2+(17t)3

Nao continuamos, pois este processo dd muitos célculos
3. [tan®zdz = [tanztan®zdz = [tanz (sec?z — 1) do = [ tanzsec? zdr— [ tan zdz = § tan® z+In cos z+k
Exemplo 339 Primitivar a funcdo f (x) = sec® x.

Esta fun¢ao pode ser primitivada por vdrios processos:

1. Fazendo a substituicao sinz =t

1 1
/sec3xdx = / dx:/ ST dx:/ 8T 5 X dt
cos3 x costx (1—12) COS T
1 1
[ um [
(1—1¢2) (t2—1)
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Mas,
1 _ A, B _C D
(2 —1)° t=1 " (@-1 t+1  (t+1)°
A+ B+ ) O+ ) (- 1)+ Dt~ 1)°
(t2 - 1)°
A=) (P +2041)+ B (2 4204+1)+C(t+1) (2 —2t+1) + D (2 — 2t + 1)
- (22 -1)’
AW+ —t—1)+Bt?+2Bt+ B+ C (t* —t> —t+ 1) + Dt? —=2Dt + D
- (12 —1)°
AP+ AP —At— A+ Bt? +2Bt+ B+ Ct? — Ct? — Ct+C + Dt* — 2Dt + D
(t2 - 1)°
(A+C)t3+(A+B—-C+D)t?+(-A+2B—-C—-2D)t—A+B+C+D
= 2
(#* = 1)
Entao,
A+C=0 C=-A C=-A
A+B-C+D=0 A+B+A+D=0 D=-2A-D
—A+2B-C-2D=0 Y —A42B+4A-2D=0 ~ ) B=D
-A+B+C+D=1 -A+B-A+D=1 —2A+D+D=1
C=-A C:%
= b=- = {P=g
B=D B=1
—24-2A=1 A=-1

1
+ +-
—1)72 t—1 (@t—1)72 t+1 (t4+1)

1 1 1 1
— _dt = / 4ﬁ+/———ﬁ+/ 4ﬁ+/ 4 _dt
/kﬁlf t—1 (t—1)* t+1 (t+1)?

N

1 1 1 11

= —Clnft—1—-= St 41— - k
gt ==y gt lf= g7+
1 1 1 1 1 1

— _ZIn(1—si e o ll(l4sing)—cx— 4k
4n( smx)+4><1_sinx+4n( +sinz) 4><1—|—SinncJr

2t dzx 2

T %@ = 1

1 1 2 1+2\° 2
3
dr = dr = . dt = dt
/sec rax /cos?’x v /( o )5X1+t2 /(1—152) ><1—&-252

2. Fazendo a substituicdo tan § = ¢. Entao, tanx =

1+¢2

Nao continuamos, pois este processo origina muitos célculos.

/sec3 zdx = /secx sec? xdx = /sec T (1 + tan? x) dx
= /sec xdr + / sec x tan? xdx = / sec xdx + /sec r tan x tan xdx
Utilizando a primitivagdo por partes, com f’ (x) = secz tanz, g (z) = tanz:

/sec?’ xdx = /sec xdx +secxrtanx — /sec:c sec? xdx = /sec xdx +secrtanx — /sec3 xdx
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Entao, 2 [ secd xdr = secax tanz + [ seczdz = secxz tanz + In [sec z 4 tan x| 4 2k, donde se conclui que
5 1 1
sec” xdx = B secztanx + B In [secx + tanx| + &
Exemplo 340 Primitivar a fungdo f (x) = sec? z tan z.

[ sec? z tanzdx = % tan?x + k

Exemplo 341 Primitivar a fun¢do f (x) = secx tan® z.

/ secztan®zdr = / secxtanxtanxdr = secrtanz — / sec  sec® zdx
= secxrtanz — /secx (1 + taan) dx
= secxtanz — /sec xdx — /secx tan? zdx
Entao, 2 [ sec ¢ tan® xdx = secz tanx — [ sec zdz, donde vem
9 1 1
sec z tan” xdx = B secxtanx — B In [secx + tanx| + k
Também podemos utilizar as substitui¢oes sinx =t ou tan § = ¢.
12.5 Expressoes com radicais

Exercicio 342 Primitivar a funcio f(z) = [ V1 + z2dz

Seja x = tant, com —% <t < 7. Entao, % = sec? t, pelo que vem:

[ V1+tan? tsec? tdt = [ Vsec? tsec? tdt = [ sec® tdt
A primitiva de sec?t aparece sistematicamente e j4 foi resolvida. De qualquer modo aqui fica, uma vez mais,
o seu célculo:

/sec3 tdt = / (1 + tan? t) sectdt = /sec tdt + /secttanttan tdt

= 2k +In(sect+tant) +secttant — /sec tsec? tdt
Entdo, 2 [ sec? tdt = 2k + In (sect + tant) + sect tan ¢, donde vem

. 1 1
/secdtdt =k+ §1n(sect+tant) + §secttant

N . . cost cost cost | N
In (sect 4 tant) e nao In|sect + tant|, pois o sinal de médulo é redondante (nesta situagao).

Falta, ainda, desfazer a substituicao:
De x = tant, vem 1+ 22 = sec? ¢, pelo que sect = v/1 + 22.
Entdo, [V1+a22dz =k + 1In(z+ V1 +22) + Ja2v1 + 2

Observe-se que, no intervalo | —%, %[, temos sect + tant = L + St — st > 0 razd0 pela qual aparece

Exemplo 343 Primitivar a fungdo f () = [ V14 z2dz
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Vejamos um segundo processo para prlmltlvar a funcao f = [V1+ 22dz:
Como cosh? t —sinh? ¢ = 1, temos que cosh®t = 1+ sinh? ¢. En‘cao7 podemos utilizar a substituicao x = sinht,
donde resulta fli—f = cosh .

Entdo, vem [ /1 + 22dx = [ /1 + sinh® ¢ cosh tdt = cosh t cosh tdt
Mas

/ cosh?tdt = / cosh t cosh tdt = sinh ¢t cosht — / sinh ¢ sinh tdt
= sinhtcosht — / (cosh2 t— 1) dt = sinhtcosht + / 1dt — /cosh2 tdt

Entio, 2 [ cosh? tdt = sinht cosht 4 2k, pelo que [ cosh® tdt = % (t + sinht cosh t) + k.

Ora, sinh ¢ = x implica et_;ft =z, donde vem e — eit =2z
Entao, 2! — 2ze' — 1 =0, pelo que €' = z + /22 + 1, donde se obtém ¢ = In (z + V22 + 1).

De sinht = z, vem cosht = v/1 + 22, pelo que a primitiva de v/1 + 22 é dada por
1
/\/l-l-:EQd:E: 3 (1n(x+ x2—|—1) +:L'\/1-|—.’E2> +k

E claro que chegamos ao mesmo resultado
Observe-se que na resolucao da equacdo e?* — 2ze? — 1 = 0, s6 nos interessa a solucdo positiva.

Exemplo 344 Primitivar a funcio f(xz) = [ V22 + 2+ ldx

O polinémio de 2° grau z2 4+ x + 1 ndo tem raizes reais, tomando valores positivos.
2
Como x2+x\—/&—_1 =(z+3)" +3, fazemos z + § = @tant, com —F <t <.
r __ V3

Entao, Cfl—t =5 sec?t, pelo que vem:

?/ %—l—%tanztsec%dt = \/73 X ?/ms‘m%dt

3 3
/sec?’tdt =k+ gln(sect—i—tant) + gsecttant

>~ w

Falta desfazer a substituicao. De x + % = 3§ tant, vem (2x + 1) @ = tant.
2
Logo, (QIH) =tan?t, pelo que sec?t = _(21?) +1= 4w2+4§+1+3 = 4“32+34””+4.

Entdo, sect = 2,/ £t = 27‘/5\/:62 +x+ 1.

Finalmente, temos

2
/\/:c2+x+1d:c = k+gln<(2 +1) £+—\/ 2tz +> 2x+1)§ —Vvalt+a+1

a

3
= k+gln<(2 +1) £+—\/ 2tz +> -2+ 1) vVaz+a+1

Exemplo 345 Primitivar a fungdo f (z) = [Va? 4+ + 1dz

O polinémio de 2° grau z2 4+ x + 1 ndo tem raizes reais, tomando valores positivos.

Como 22 +x+1= (:B + %)2 + §, fazemos x + l = ﬁ sinh¢t. Entao, % = @ cosht. Entao:

/ 2 +x+1de = —cosht\/—stht—i— dt /cosht 1 + sinh? tdt

1 h (2
= / coshtcoshtdt = 1 / cosh? tdt = 1 / JrCL(t)dt

4 2
3 3 3 3 3 3

= —t+ — [ 2cosh (2 = —t+ —sinh (2 = —t 4+ —sinh ht+k
3 +16 cosh (2t) dt 8t+16s1n (2t) + k 8t+831n tcosht +
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De x + 3 1= ‘/_ sinh ¢, vem ¢t = arcsinh (QIH)\/_

Mas cosht = /1 + sinh? —@/1—1— 21“ = /il T\/_ 21+ 1.

Entao,

3 2 1v3 2 1 2
/\/xQ—i—x—l—ldJs garcsinh(x+ )\/_—|—§>< Tt X \3/§\/x2+x—|—1—|—k;

3 87T
3 2 1 2 1
= garcsinh(x+3)\/§+ x;— Vii+z+1+k

Na expressao anterior, podemos calcular arcsinh M, partindo da definigao da fungao seno hiperbdlico.



Capitulo 13
Equacoes diferenciais

Comegamos este Capitulo pelo estudo das equagoes diferenciais lineares de coeficientes constantes, devido & sua
importancia.

13.1 Equacoes lineares de coeficientes constantes
Exemplo 346 Resolva a equacdo diferencial y' — 5y’ + 6y = x2.

Resolugao
Comecemos por resolver a equagao 3" — 5y’ + 6y = 0, a qual é chamada equagdo homogénea. Para isso, vamos
considerar a funcio y = e*. Entdo, y’ = \e ™ e y/ = A\2e*. Substituindo na equacio homogénea, obtemos:

)\QeMc _ 5/\6)\;1: _|_6e>\9c =0

Da equacdo anterior, vem A\? — 5\ + 6 = 0, equacio esta que é chamada equacdo caracteristica. As raizes da
equacio caracteristica sdo 2 e 3. Entdo, as funcoes e2* e e3* satisfazem a condicio y” — 5y’ + 6y = 0, 0 mesmo
acontecendo com qualquer combinacdo linear das duas funcdes, isto é, a funcdo y = Cie*® + C1e3® também
satisfaz y” — 5y’ + 6y = 0. O interessante da histéria é que qualquer func¢io que satisfaca y”’ — 5y’ + 6y = 0 &
combinacdo linear de €27 e €37,

Logo, a solucdo geral da equacido homogénea y” — 5y’ 4+ 6y =0 é y = C1e*® + Coe?”.

Falta-nos obter uma solucio particular da equacio y” — 5y’ + 6y = 22 para ficar com a questdo resolvida.

Seja y, = Az* + Bx + C. Entao, Yy, = 2Az + B ey, = 24, pelo que obtemos

24— 5(2Az + B) + 6 (A2 + Bz + C) = 2?

Entdo, 6Ax2 + 6Bx + 6C — 10Az — 5B + 2A = 22, donde vem 6A2% + (—104 + 6B) z + 2A — 5B + 6C = 22

6A=1 A=1
Logo, ¢ 3B =5A , donde se conclui que { B=34= %
6C = —2A+5B C = —2A6+SB f%;? _ 11_(%

= 1 5 19

Entao, y, = ng + %7+ 155

A solucao geral da equacdo completa 3" — 5y’ + 6y = x
com uma solugao particular da equagao completa. Entao,

2 ¢ a soma da solucdo geral da equacdo homogénea

1 ) 19
=C 2x C 3x 2 -
Y 1e”” + Cae +637 +18x+_108
Podfamos pretender uma solugao particular que satifizesse, por exemplo, y (0) =1 e 3’ (0) = 2.
) Cr+Co+ 15 =1 < 108C1 + 108C; = 89
Nesse caso, terfamos { 90, + 3C, + 1_58 P Entao, 36C, + 54Cy — 31

177
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Ora,
108C) +108C; =89 108C; + 108Cy = 89
36C, + 54C, = 31 108C, + 162C, = 93
360, + 54Cy = 31
A { 5ACH = 4
36C; = 27 c,=2
< <
te2s” = {a%s
Logo,
_3pe 2 Lo 519
Y=1 27 6 187 7 108

Neste caso, temos uma equagao ordindria de segunda ordem e de primeiro grau. A equagao diferencial diz-se
ordindria por haver, apenas, fun¢bes duma tnica varidvel (z); é de segunda ordem, porque aparece a segunda
derivada e ndo aparece nenhuma derivada de ordem superior; é de primeiro grau (ou de grau 1), porque a derivada
de maior ordem tem grau (expoente) 1. A equagao diz-se, ainda, de coeficientes constantes. Além disso, todas as
derivadas que aparecem tém expoente 1, incluindo a prépria funcao y; por esse motivo, trata-se duma equagao
linear.

Equacao linear de coeficientes constantes é uma equagao diferencial ordindria de ordem n e grau 1, ou seja,
uma equagao do tipo:

any™ + a1y Y 4t ary 4 a0 = f ()

com ay € R, a, #0.
A equacdo caracteristica correspondente & equagao homogénea é

AN+ 4y A" a A+ ag =0

A equacao anterior admite n raizes complexas (pode haver raizes multiplas), sendo que as raizes imagindrias,
se houver, sao conjugadas duas a duas.
Vejamos alguns exemplos com raizes imagindrias:

Exemplo 347 Resolva a equacdo diferencial y'"' — 2y’ + 5y = 2% + 2z.

Resolugao

Equacao homogénea: 3" — 2y’ + 5y =0

Equacdo caracteristica: A> — 2\ +5 =0

N —2XA+5=0 < A=1+£/1-5 < A=1+2

Entdo, a solu¢do geral da equagdo homogénea é ygp = e (C4 cos (2z) + Cy sin (22)).
Recordamos que e(*+tP9)? = ¢ cis (bg) = € (cos (bx) + isin (bz)).

Seja y, = Az? + Bx + C. Entdo, y, = 24z + B e y) = 2A.

Logo, 2A — 2 (2Az + B) + 5 (42 + Bz 4+ C) = 2? + 2u.

Entdo, 24 — 4Ax — 2B + 5Az? + 5Bz + 5C = x? + 2.

Logo, 5bAz? + (—4A+5B)x + 2A — 2B + 5C = z? 4 2.

5bA=1
Logo, . —4A+5B =2
2A-2B+5C=0
5A=1 A:% A:%i
—4A+5B=2 < { bB=2+1% = { B=4
24 —-2B+5C =0 C=-2A+2B C=-2+8=33

Entdo, y, = $22 + Lo + 2.
Logo, a solugao geral da equagao completa é
14 18

1
y = e” (Cy cos (2z) + Caysin (2z)) + ng + 552 + 125
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Exemplo 348 Resolva a equagdo diferencial y'"" —y = 22% + 3z + 2cosx

Resolugao

Equagao homogénea: """ —y =0

Equagao caracteristica: M—-1=0

M-1=0 = (-1)(N®+1)=0 = A==x1VA==i

"

Entao, a solugao geral da equagdo homogénea ¢é yq, = C1e” + Coe™ + C3cosx + Cysinz.

Seja y,, = Az? + Bz + C. Entéo, Yy, =2Ax + B,y =24,y =y, =0.
Logo, —Az? — Bx — C = 222 + 3z.

Entdo, A = -2, B = —3,C =0, pelo que y,, = —2z% — 3x.

Seja yp, = (Dcosz + Esinz)x = Dz cosz + Exsinz. Entdo:

Yy, = Dcosx + Esinx — Dxsinz + Excosz

Yy, = —Dsinx + Ecosx — Dsinz — Dxcosz + Ecosz — Exsinx

Logo, y,,, = —2Dsinx + 2E cosz — Dxcosz — Exsinz.

Ypy = —2Dcosz —2Esinx — Dcosx + Drsinz — Esinz — Excosz

Entdo, y,) = —3D cosz — 3Esinz + Dzsinz — Ex cosz.

Yy =3Dsinx — 3L cosx + Dsinz + Dxcosz — Ecosz + Exsina

Entdo, y,) = 4Dsinx — 4F cosx + Dxcosz + Ersinx
"

Ypy — Ypy =4Dsinz —4FEcosz + Dxcosz + Exsine — Drcosz — Exsine =4Dsinz — 4FE cosx

Entao, D =0,FE = —%, pelo que y,, = —%x sin x.
Logo, y, = —2x2 — 3z — %x sin x.
A solucao geral da equagao completa é

1
y=Che® + Coe ™ + Cycosx + Cysinz — 2z° — 3z — §$sinx

Exemplo 349 Resolva a equagio diferencial 3" — 2y' — 3y = e3* + 2cosx

Resolugao

Equacao homogénea: 3" — 2y’ — 3y =0

Equacéo caracteristica: A> — 2\ —3 =0

NM-21-3=0+ A=1£/I+3 <= A=-1VvA=3

Entao, a solucao geral da equacao homogénea ¢ y4, = C e3® 4 Che™ ™.
Seja y,, = Aze3®. Entao:

y,, = A’ +3Axe®
Yyl = 3AST 4346 4 9Aze™ = 6AY 4 9 Az
Logo,
Yps = 2Wp, — 3Ypy = 6Ae3” + 9Are3” — 2A4e3® — 6Axe® — 3Axe3®
= 4A€3w

Entdo, A = 1, pelo que y,, = Tze*".

Seja yp, = Ccosx + Dsinx. Entao:

Y,, = —Csinz+ Dcosz
Yy, = —Ccosz— Dsinz
Logo,
y;,'Q—Zy;l—Bypl = —Ccosx—Dsinz+2Csinx —2Dcosx —3Ccosz —3Dsinx
= (—4C —2D)cosz + (—4D +2C)sinx
Euta —4C —2D =2 -8D-2D=2 D:_§
A% 1 4D +20 =0 C =2D C=-%"

179
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Logo, yp, = —% cosx — %sin T.
_ 1 3x 2 . 1 . ~ ~ L
Logo, y, = gxe’® — £ cosz — £ sinw e a solugao geral da equagao completa ¢

) 1 , 2 1
y=C1e% 4+ Che™® + er?’"” ~z CcosST — £ sinx

Exemplo 350 Resolva a equagio diferencial y'"' — 5y” + 4y’ = 2x + xe® + 2€2* + 2 cos (3x)

Resolucao

Equagao homogénea: 3" — 5y + 4y’ =0

Equacéo caracteristica: A> —5\% + 4\ =0

N2 A =0 <= AN —B5A+4) =0 <= A=0VA="E0 s A=0vA=1VvA=4
Entao, a solugio geral da equagao homogénea é y,, = C1 + Cae” + Cse'®.

Seja yp, = (Az + B) z = Az + Bz. Entdo:

Yy, =2Az + By, =2A,y, =0

P2

Logo, y,. — 5y, +4y,, =0—5x2A+4 x 2Ar +4B = 8Az — 104 + 4B.
- SA =2 =1
E“tao’{—10A+4B:o : B=tA=3-
Logo, yp, = ix2 + %x.
Seja yp, = (Cx + D) ze® = (Ca* + Dz) e®. Entdo,
yp, = (2Cz + D + Ca? + Dz) ¢ = (Ca? + (2C + D) x 4 D) e*
yr, = (Cz* + (2C+ D)z + D) e” 4 (2Cx 4+ 2C + D) e” = (Ca® + (4C + D) z 4 2C 4 2D) ”
ym = (Ca® + (4C + D)z +2C + 2D) € + (2Cx 4+ 4C + D) e” = (Cx? 4 (6C + D)z + 6C + 3D) e”
Por questoes de espaco, podemos organizar os cédlculos do seguinte modo:

donde vem {

z%e” xe® e
C 6C + D 6C + 3D
—5C | —20C —5D | —10C — 10D
4C 8C' +4D 4D
0 —6C —4C — 3D
_ _ 1
Logo, { D6S—%1C , donde vem { g:%f; % :% .
Entdo, yp, = (—g2? + 2z) e”.
Seja yp, = (Ex + F) e**. Entéo,
xe2w e2x
Yy, = Ee** + (Ex 4 F)2¢** = (2Ex + E + 2F) €** 8FE 12F + 8F
Yy, = 2Ee?® + (2Ex + E + 2F) 2€** = (4Ex + 4F + 4F) €** —20F | —20F — 20F
Y = 4Ee*® + (AEx + AF + 4F) 2¢*® = (8Ex + 12E + 8F) ** 8E 4F + 8F
—4F —4F — 4F
1
Logo, { :igiiF _ 0 donde vem { g; :% 1

Entdo, yp, = (—3z + 1) €*”.
Finalmente, seja yp,, = G cos (3z) + H sin (3z).
Yp, = —3G'sin (3x) + 3H cos (3x) = 3H cos (3z) — 3G sin (37)
Entdo, ¢ ¥, = —9G cos (3z) — 9H sin (3x) .
Ypy = 27G sin (3x) — 27TH cos (3z) = —27H cos (3z) + 27G sin (3z)

Logo:
cos (3x) sin (3x)
—27TH 271G
45G 45H
12H -12G
45G — 15H | 15G + 45H
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Entao, {

Logo, Yp, = 5= cos (3z) —

Entao,

45G — 156H =2
156G +45H =0’

75

15 5
Yo = 37 +§x+

donde vem {

= sin (3z).

1 2 ,
<—6x2 + 53:) e’ + <

A solugao da equagao completa é

y = C + Che® + Cye® + Yp

—135H — 15H =2
G=-3H

1 1
Tt z)

Exemplo 351 Resolva a equagdo diferencial y" + 4y’ — 5y = [(x + 1) cos x + sin ] e*

Yy =

Resolugao
Equagao homogénea: 3" + 4y’ — 5y =0
Equacéo caracterfstica: A> 44\ —5 =0
N+4Ar-5=0 &= A=-2£/9 <= A=-5Vvi=1
Entao, a solucao geral da equagao homogénea & yqp, = C1e7%% + Cye®.

Seja yp, = (Az + B) e® cosz + (Cz + D) e® sinz = Azxe” cosx + Be® cosx + Cze” sinz + De* sinz.

Entao,

(A+ B+ D)e*cosz+ (A+C)ze®cosz+ (—B+C+ D)e®sina + (—A+ C)ze”sinx

181

= (A+B+D)e*cosz—(A+B+D)e*sinc+ (A+C)e*cosz+ (A+ C)ze® cosz — (A+ C) ze®sinx

+(-B+C+D)e*sine+ (-B+C+D)e*cosz+ (—A+C)e*sinz + (—A+ C) ze” sinx

+(—A+C)ze®cosx

= (244 2C +2D)e" cosz + 2Cxe” cosx + (—2A — 2B + 2C) e” sinax — 2Aze” sinx

Podemos organizar os cédlculos do seguinte modo:

ze® cosx e® cosx ze® sinx e®sinx
2C 2A +2C + 2D —2A —2A—-2B+2C
4A +4C 4A+4B + 4D —4A+4C —4B +4C + 4D
—bHA —5B —5C —5D
—-A+6C | 6A—-—B+20+6D | —6A—-C | —2A—-6B+6C —D

Mas, [(z + 1) cosz + sinx] e* = ze® cosz + e® cosz + e® sinz. Logo:

—A+6C=1
6A—B+2C+6D =1
—6A-C=0

—2A—-6B+6C—-D=1

1 25

~A-36A=1 A=-2
— 6A—B—12A+6D=1

C =64 C=%£

—2A—-6B—-36A—-D=1

1 1

-B+6D=1-% ~B+6D=4
— =5 — C—25

37 38 .37 1

—6B-D=1-38 —6B—D=—2

— _ 1

A=-L A 5

-B+6D =31 6D =31 + B
<~ C—5 — C— 5

-y 6 o 37 25

—36B — 6D = —% —-371B=12

A=-2L =—5

6 :ﬁiﬁ D 11477—25 187
— C = 637 1369 “— C— g><1369 1369

_§25 _ﬁ%

B =—156 B = —136

187

Entdo, y, = (—3:2 — 1555) €” cosz + (5@ + 1o ) € sin .

1369
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Entao, a solucao geral da equagao completa é

= Ce % + Che® + —ix—ﬁ e® cosx + Ex—i—ﬂ e®sinx
y="m 2 37" 1369 377 T 1369

Exemplo 352 Resolva a equagio diferencial y'" — 3y’ + 2y = x?

Resolugao

Equacao homogénea: 3" — 3y’ + 2y =0

Equacio caracterfstica: A> — 3\ 42 =0

No3A42=0 «= A=308  _q1yr=2

Entdo, a solucdo geral da equacdo homogénea é y = C1e® + Cae??®.

Seja y, = Az? + Bx + C. Entdo, y), = 24z + B e y)) = 2A.

Entao, y) — 3y, + 2y, = 2A — 6Az — 3B + 2A2” + 2Bx 4+ 2C = 242 + 2B — 6A) 2 + 2A - 3B + 2C.

2A=1 A_é
Logo, { 2B—-6A=0 , donde vem ¢ B =3 .
24-3B+2C =0 1-24+2C0=0
A=1
Entéo, C—% , pelo que y, = %xz—l—%x—k%.
=1

E, por fim, a solugao geral da equacao completa é

1 3 7
Yy :Clew+02€2z +§$2 +§ZIJ+Z

Exemplo 353 Resolva a equagao diferencial y"' —2y" +y' = e*.

Resolugao

Equacao homogénea: 3y — 2y +y' = 0. Equacio caracteristica: A> — 2X% + X = 0.

Entao, A =0V A =1, sendo que 1 é raiz dupla.

A solucao geral da equagao homogénea é y,, = Ci + (Cy + C3x)e”. Uma solugao particular da equagao
completa serd da forma y, = Az?e”.

Entdo, y, = (Az? 4 2Az) e” = Az (z +2) €°, y, = A (2 +4z +2)e” e Y, =A (22 + 6z +6) e”.

Logo, A (£E2 + 6x + 6) e’ —2A (:c2 + 4z + 2) e* + (Ax2 + 2Ax) e = e*. Entdo, 64 —4A =1, pelo que A = %
Entado, y, = %xQeI, pelo que a solugdo geral da equagao completa é y = Cy + (Cy + Csx) e + %xQeI, ou seja,
y=0C1+ (Cg + Csz + %302) er.

Exemplo 354 Resolva a equacdo diferencial y" + a’y = cos (ax).

Resolugao

Equacio homogénea: 3 + a?y = 0. Equacdo caracteristica: A\* + a> = 0. Entfio, A = +ai. Entdo, a solucio
geral da equacio homogénea ¢é y,;, = C cos (ax)+Cy sin (az). Entao, uma solucdo particular da equagao completa
serd y, = = (Acos (az) + Bsin (ax)).

Entdo, y;, = Acos (ax) + Bsin (az) + x (Ba cos (ax) — Aasin (ax)).

Logo, y, = Bacos (ax) — Aasin (ax) + Bacos (ax) — Aasin (azx) + x (—Aa? cos (ax) — Ba®sin (az)).

Logo, yi = 2Bacos (ax) — 2Aasin (az) — a®z (A cos (azx) + Bsin (ax)).

Entdo, 2Bacos (ax) — 2Aasin (ax) — a?x (A cos (ax) + Bsin (ax)) + a®z (A cos (az) + Bsin (ax)) = cos (ax).

Podemos formar o seguinte quadro, para facilitar os cdlculos:

zcos (ax) | xsin(az) | cos(ax) | sin (ax)
Aa? Ba? 0 0
—Aa? —Ba? 2Ba —2Aa
0 0 2Ba —2Aa
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Entao, A=0A B = 5-. Logo, y, = 3= sin (az).
Entéao, a solugao geral da equagao Completa é y = C1cos(ax) + Cysin (ax) + %x sin (ax).
E claro que estivemos a supor que a # 0. Se a = 0, entdo a equacio inicial transforma-se em 3’ = 1, pelo que

y=z+Ciey=3 a2 4 Cra + O
Exemplo 355 Resolva a equagio diferencial " — 9y’ + 20y = x2e3%.

Resolugao

Equacéao homogénea: 3’ — 9y’ + 20y = 0. Equacio caracterfstica: A —9A + 20 = 0. Entdo, A =4V A = 3.
Entao, a solugao geral da equagdo homogénea é y4, = C1e*® 4+ Cysine®. Uma solucdo particular da equacio
completa serd y, = (Aar2 + Bz + C) e3

Entdo, y, = (24z + B + 342? + 3Bz + 3C) €** = (342° + (24 + 3B)z + B+ 3C) "

Logo, yy = (6Az +2A + 3B + 9Az? 4 (6A + 9B) 4 3B + 9C) **

Simplificando, vem y) = (94z? + (124 + 9B) z + 24 + 6B + 9C) €

Podemos formar o seguinte quadro, para facilitar os cédlculos:

.’L‘2 eBac xe3x eBac

9A 124+ 9B 2A+6B+9C
—27TA | —184—-27B —-9B - 27C

20A 20B 20C
2A —6A+2B | 2A-3B+2C
24=1 A=1
Entdo, { —6A+2B=0 . Logo, { B= % , pelo que y, = (222 4+ 324+ 1) €3
2A-3B+2C=0 C:Z
Entdo, a solucao geral da equacdo completa é y = C1e*® + Cre®” + (%xz + %33 + %) e3

Exemplo 356 Resolva a equagio diferencial y” + 4y = x sin® z.

Resolugao

Equacdo homogénea: y” + 4y = 0. Equacdo caracteristica: A\* +4 = 0. Entdo, A = £2i. Entdo, a solucio
geral da equagio homogénea ¢ y,, = Cj cos (2x) + Cysin (2z). Como sin®z = 17%5(21), temos que o segundo
membro da equagao completa é 3 — %x cos (2z).

Uma solugéo particular da equacao completa serd y, = Az + B+ (Cz? + Dz) cos (2z) + (E2? + Fz) sin (2x).
Entdo, y, = A+ (2E2? +2(C + F) z + D) cos (2z) — (2Bz* + 2(D — E) x — F) sin (2z).

Logo, yy = (—4Cz* — 4 (D — 2E) x + 2 (C 4 2F)) cos (2z) 4+ (—4E2? —4(2C + F)z — 2 (2D — E)) sin (2z).
Podemos formar o seguinte quadro, para facilitar os célculos:

2% cos (2z) | wcos(2z) | cos(2x) | x?sin(2x) | wsin(2z) sin (2) x | 1
—4C —4D +8FE | 2C +4F —4F —8C —4F | —4D+2E | 0 0
4C 4D 0 41F 4F 0 4A | 4B

0 8E 2C +4F 0 —-8C —4D +2F | 4A | 4B
14 =1 A=1
B=0 B=0
Ents 8E = —3 E=-+ 1, 1 Lo
ntao, § o LAF—0 - Logo, F—o0 , pelo que y, = 5 — 552 cos (2x) — 527 sin (22).
—-8C =0 C=0
—4D+2E =0 =<

32
Entao, a solucao geral da equagao homogénea é

1 1 . 1
= <C’1 - §x> cos (2z) + <Cg ~16% ) sin (2z) + 3%

Exemplo 357 Resolva a equagio diferencial y' —y' +y = 23 + 6.
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Resolugao

Equacio homogénea: v — ' +y = 0. Equacdo caracteristica: A> — X+ 1 = 0. Entéo, \ = %\/g Entao, a
solucao geral da equacao homogénea & yg5, = es (01 cos "’"T\/g + Cysin ’”T‘/g> Uma solucao particular da equacao
completa é y, = Az® + Bx? + Cz + D.

Entao, y), = 3Az* + 2Bz + C. Logo, y) = 6Ax + 2B.

Entdo, ) —y, + yp = 6Az + 2B — 3Az? — 2Bz — C 4+ Az® + Ba* + Cx + D.

Logo, Az3+ (B —3A)z? + (6A—2B+C)z+2B—C + D =23 + 6.

- B-3A=0 B = - 3 9
Entao, 6A—92B+C —0 , donde vem C=0 . Entao, y, = z° + 3z°.
2B—-C+D=6 D=0

Logo, a solucao geral da equagao completa é

x 3 3 )
y=e2 (C’l cos x\2/_ + Cysin x\2/_> + 23 + 322

d* d3 d?
Exemplo 358 Resolva a equagdo diferencial ¢y 2_y + £y _ e
dxt dz3 = da?

X

Resolugao )
= . d'y dy &Py = ot 4 3 2 <
Equacao homogénea: T igEs T T 0. Equacao caracteristica: A® —2A°+\“ = 0. Entao, A\=0Vv A =1
(raizes duplas). Entao, a solugdo geral da equac@o homogénea ¢é yg, = C1 + Cox + Cse” + Cyze”.
Uma solugdo particular da equagao completa ¢ y, = Az?e®.

Logo, y, = (24z + Az?) e” e y)) = (2A 4 2Ax + 24z + Ax?) e = (2A + 44z + Az?) e”.

Logo Yy (4A + 2Ax +2A + 4Ax + sz) er = (6A + 6Ax + sz) e*.
i

4
E, por fim, w = (6A +2Ax + 6A+ 6Ax + AacQ) e’ = (12A + 8Ax + Ax2) e’.

- d'yp Py | Pyp 2 2 2
Entao, -2 + = (12A + 8Ax + Ax® — 12A — 12Ax — 2Ax* 4+ 2A + 4Ax + Ax ) e’.
dzt dx3 dx?
Entao, 24e” = e”. Logo, A = %, pelo que y, = %xQe’”.
Logo, a solugao geral da equagado completa é y = C; + Cox + Cse® + Cyze® + %xQeI.
Entao, y = C; + Cox + (C’3 + Cyx + %xz) er.

d
Exemplo 359 Resolva a equagdo diferencial ¢y o4 +y=€e"lnzx.
dx? dx
Resolucao
- Py dy - 2 i .
Equagao homogénea: proie 2d— +y = 0. Equagdo caracterfstica: A —2A+1 = 0. Entdo, A = 1 (raiz dupla).
v x

Logo, a solucéo geral da equacao homogénea é y = (Cy + Cax) €*.

Como obter uma solucdo particular? Com alguma imaginacdo, pensamos em y = Az2e®Inz. Quando cal-
cularmos a derivada de Inxz, obtemos %, o que faz baixar o expoente. E como temos de calcular a segunda
derivada...

Restard um outro problema, mas de fécil resolucao:

Suponhamos que y = Az?e” Inz. Entdo, 3y = (2A$ + A:L'Q) e*lnz + Aze®.

Entao, y” = (24 + 24z + 24z + A2?) e“Inx + (2A + Ax) e” + (A + Az) €”.

Logo, y" = (24 + 4Az + Az?) e” Inz + (34 + 2A4z) €”.

Logo, y" — 2y +y = (2A + 4Az + Az? — 4Ax — 2A2* + Az?) e"Inx + (3A 4 2Ax — 2Ax) €.

Entao, "’ — 2y +y = 24e* Inz + 3Ae”

Entao, A = %, pelo que y = %:10269” Inz.

S6 que o problema nao ficou totalmente resolvido, uma vez que obtivemos a parcela %ex que nao pretendiamos,
ou seja, para y = $x%e” Inx, temos y”’ — 2y +y =€ Inz+ 3e® endo y’ — 2y +y =e"Inu.

Entéo, resolvemos a equagao 3" — 2y’ +y = f%ex, o que nos livrars da parcela inconveniente.
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Seja y = Ba?e®. Entdo, y' = (Ba? 4 2Bx) e® e y” = (Baz? + 2Bz + 2Bz + 2B) € = B (2% 4 4z + 2) €.
Entdo, y” — 2y +y = (Ba? + 4Bz + 2B) ¢® — (2B2* 4 4Bx) ¢* + Ba?e” = 2Be".

Entao, B = —%, pelo que uma solugao particular da equacao completa é y = %x%z Inx — %x%z.

Logo, a solugio geral da equacdo completa é y = (C1 + Coz) e” + $2%e” Inz — 322€”.

A solugdo pode ter o seguinte aspecto:

32 2
y = <C’1—|—C'2x—%+%lnx>ex

Note-se que podiamos ter optado por descobrir uma solugao particular pelo método da variagao das constantes,
o qual serd apresentado mais adiante.

d3 d? d,
Exemplo 360 Resolva a equagdo diferencia, ¢y oY % _

dz3  dz? dz 0.

Resolugao
Trata-se duma equagio homogénea. Equacio caracteristica: A* —A? —6X = 0. Entdo, A =3VA = —2VA=0.

x

Logo, a solucdo geral da equacio é y = Cy + Cye3® + Cze™2%.

13.2 Meétodos gerais

Estes métodos aplicam-se a quaisquer tipos de fungdes, em determinadas condigoes.

13.2.1 Equacoes de varidveis separadas

Exemplo 361 Resolva a equagdo diferencial y' = xy.

Resolugao
d, 1 2
Yy =xy —y:xy = —dy =xdr lny:x——kC
dx Y 2
= Y= eTJr = Ke=z

A constante K, de acordo com a resolugado apresentada, deveria ser positiva, mas, como deverfamos ter posto
In|y| em vez de Iny, K pode ser positivo ou negativo. E, como y = 0 ¢é solugdo, entdo K pode ser qualquer
numero real. Digamos que os erros se compensam.

Exemplo 362 Resolva a equacdo diferencial x (y + 1) dx + y? (v — 1) dy = 0.

Resolugao

2

X
d
PP L

1 1
1 -1+ — =
— <+$_1)d:ﬁ+<y +y+1>dy 0

2
= :L’+1n(x71)+y?*y+ln(y+1)zc

ry+D)de+y*(z—1)dy=0 <+—=

dy=20

Exemplo 363 Resolva a equagio diferencial z* (y + 3) dz + 3> (ZL’2 — 1) dy = 0.
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Resolugao

2 2
x y*—9+9
d
21t T

1 9
1 — _— =
< +x2_1>d:p+<y 3+y+3>dy 0

1 1
1 1 9
1+ —2—-—-—2_1d —-3+——=)dy=0
( L :c+1) $+<y +y+3> Y
2

1 1
x+§1n(x—1)—§1n(x+l)+%—3y+91n(y+3):C’

— x+1n,/x_1+y—2—3 +9In(y+3)=C
cr1 2 yro =

Exemplo 364 Resolva a equacdo diferencial zyy' = 1 — x2.

2 (y+3)de+y® (2 —1)dy=0 dy =0

F 1 17

Resolugao

dy 9 1—2?

gy =1—22 = a:yd—zl—ac — ydy = dx
T

1 2 2
— ydyz(;—x)dx = %:lnx—%—kC

Exemplo 365 Resolva a equacdo diferencial x% +42=1.

Resolugao
dy 9 dy 9 2 2 2 1 1
Wil —= Y1y = Zdr= dy — Zdp=(—4+—")d
JZjd:zc—’_y o Y r 1—y2y T 1—y+l+y Y
1 1
<~ 2lhz+WlmC=h(l+y)—In(l-y) < ln(C’x2):1n1+y = Cx2:1+—y
- )
2 1 1—y 2
2
Cx +1—y 1+ Ca? 2 4 1+ Ca?

Exemplo 366 Resolva a equacdo diferencial sin x cos? ydx + cos? zdy = 0.

Resolugao

sinx

sinz cos? ydx + cos? zsinydy =0 < dy=20

z
cos?x cos?y

< secxtanzdr +sec’ydy =0 < secx +tany = C

Exemplo 367 Resolva a equagdo diferencial (1 + y) % =22 (1—vy).

Resolugao
d 1 —14+2 2
(1+y)—y:$2(1—y) = ﬂdyzanClac = udyzgzjzdgc = (-1-——|dy=2%dz
dx 1—y 1—y y—1

1 1
— —y—-2In(y-1)= §x3+0 — —y—In(y—1)> :§x3—|—0
Exemplo 368 Resolva a equacdo diferencial /1 — x2dy = (1 + yQ) dx.
Resolucao

V1—22dy = (14 y°)dz <

1 1
d =
1+ y? Y V1—22

dr <= arctany = C' + arcsinx
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Exemplo 369 Resolva a equagdo diferencial x° (y + a)2 (% — 1) =42 — 2a22y + 2.
Resolucao
d d 2 _9qx2 2
$2<y+a)2<—y—1)=y2—2ax2y+a2 — _y:1+w
dz dzx :E2(y+a)
d 2 2 2 _9qx2 2
e Y _z+ta +y aa’y +a
dx 22 (y + a)
d 2,2 4 902 2,2 02 92 5
— _y::ry+aazy+az+y2 ar’y +a
dx :EQ(era)
d 2,2 4 12,2 4 22 | o2
— ay _ 7Y +a‘x +y2 +a
dx 22 (y + a)
dy 2 (y*+a?) +y’ +a’
— YW_ (v ) 592
dx 22 (y + a)
dy (y? +a?) (z* +1)
= — = 5
dx 22 (y + a)
1 2 2 2
— (14 t)gp= Y taitiay
2 y2_|_a2
1 2ay
= e )
1
< x——+C:y+aln(y2+a2)
x

Exemplo 370 Resolva a equagdo diferencial % =14=— 5= —

Resolugao

dy 1 1 1 dy x+1 z+1 dy x+1 1

—=1+—-- - = —= - = — = 1-

dz +:c v2+2 z(y?+2) dx x z(y? +2) dz x Y2 +2
2
y2 42 z+1 1 1

— dy = dr — (14 ——|dy=(1+-|d

y2+ly z <+y2+1 4 +x o

<— y+arctany=x+Inz+C

Exemplo 371 Resolva a equacgdo diferencial 3e® tan ydx + (1 — %) sec? ydy = 0.

Resolugao
N 3e® a2
3e” tanydr + (1 — e®)sec’ ydy =0 <= C dr+ = ydyzO
1—e® tany
< —3ln(l1—¢€")+Intany=InC
= b2 oo Y
(1—e") (I—e")
— tany=C (1 —¢€")® < y=arctan {C (1- ez)g}

Exemplo 372 Resolva a equagdo diferencial (£E2 + :r2y) dx = ye*dy.
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Resolugao

(x2 + x2y) dr =ye*dy <<= 2*(1+y)de=ye"dy < 2’ “dx = (1 — y—i1> dy
— /m%‘”dmzy—ln(y%—l)—kc
— —r?e "4+ / 2re dr=y—In(y+1)+C
— e " —2xe "+ /Ze_xdaj =y—-In(y+1)+C
— e -2z " -2 "=y—In(y+1)+C
= —%zy—ln(y—i—l)—i—C

Exemplo 373 Resolva a equagdo diferencial a:y% +9y2 =14 /1—12.

Resolucao

d d 1—y?2 4+ /1 —y2 d
acy—y—i-yQ:l—l-\/l—yQ = 2= v+ Y e 2= i dy
dz dz Y x 1—y2++/1—y2
dr  sintcost dr  sint
x  cos2t+ cost x 14 cost

<~ Iz+lnC=In(1+cost) < Cx=1+cost < Cx=1++/1-92

Claro que utilizdmos a substitui¢do y = sint.

13.2.2 Equagao diferencial exacta

Suponhamos que temos uma fungéo f (z,y) e pretendemos calcular df.
Entao, df = %gdx + %dy. Assim, se f (z,y) = 2zy + 2% + ¥, entdo df = (2y + 2z) dz + (2z + 3y?) dy.
Calculemos 8% (2y +22) e 2 (22 + 3y?):
& (2y+22) =2 = £ (22 + 3y%)
Entéao, dizemos que (2y + 2z) dz + (Qx + 3y2) dy = 0 é uma equacao diferencial exacta.
Entdo, se tivermos (2y + 2z) dz + (2z + 3y?) dy = 0, temos 2zy + 2? + y> = C, como solugdo da equagao
diferencial dada.

Exemplo 374 Resolva a equagdo diferencial (2xy + é) dx + (ZL’2 — y% + 1) dy = 0.

Resolugao
Sejam P (z,y) = 2zy + % eQ(x,y)=a2—-% +1.

Entao, %—5 = 8% (2$y + %) =2z — y—12 e %% = 6% (x2 — y—"ﬁ + 1) =2 — y—12, pelo que se verifica a condicao de
diferencial exacta.

Logo, pretendemos descobrir uma funcao f (z,y) tal que df = (2xy + %) dx + (x2 - ﬁ + 1), ou seja, pre-

<

tendemos uma fun¢ao f (z,y) tal que

%5 = 2zy + % e %5 =22 - y% + 1. Para encontrarmos essa fung¢ao, primitivamos 2xy + % em ordem a z,
obtendo-se x%y + % + ¢ (y).

Derivando a ltima expressdo em ordem a ¥, obtemos 2 — 7 +¢' (y), pelo que ¢’ (y) = 1. Entéo, ¢ (y) = y+C.

Entao, f(z,y) :x2y+§+y—0. Logo, Q:Qy—&—%—i—y:C.

Exemplo 375 Resolva a equagdo diferencial (2x2y + %) dx + (%zd —y+ 1) dy = 0.
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Resolugao
SejamP(xy)—Qxy—i——eQ(xy) 33: —y+ 1
Entéo, %—5 = 3 (235 Y+ I) = 222 e % = 8836 ( 2 —y+ 1) = 222, pelo que se verifica a condicdo de

diferencial exacta.

Logo, pretendemos descobrir uma fungao f (z,y) tal que df = (2x2y + %) dz + (%m3 —y+ 1), ou seja, pre-
tendemos uma fungao f(z, y) tal que

8f =2zy+1le 65 2 y+1. Entéo, f (z,y) = —x3y+lna¢+gp( ). Logo 203 —y+1+¢' (y )—%aﬁg—y—&—l.
Entao oy =-% +y+C

Entao, f (z, y) 2z y+lnxfl +y+C.

Solugao: gac 3y+Inw — % 7 +y+C=0

Exemplo 376 Resolva a equagao dzferenczal Ldx + ;L?’wdy =0.

Resolugao

D (22 _ o —3) — G4 — _ 6z, D (¥¥=3"\ _ 6z
Dy (y3)_6y (2xy )_ bry™ " = oyt Bw( 7 =Ty

Logo, verifica-se a condigao de diferencial exacta.
2
Entdo, existe uma funcdo f (z,y), tal que 3 af = 2”” A 8f =4 ;33” . Entéo, f (z,y) = STt (y)-

2 2
Logo, =~ + ¢’ (y) = = + 3=, pelo que so(y) =—3 +C- Entéo, L —

Exemplo 377 Resolva a equacdo diferencial In (y + 1) do + 2= l)dy =0.

2+1
Resolucao
d 2 — 2y . 9 (2y(z=1)\ _ _2
L) = & (M) = 24
Logo, existe uma fungéo f (x,y) tal que df =In (y2 + 1) dx + ny(f;ll) dy. Primitivando 2z Hl) em ordem a y,

obtemos f (z,y) = (z — 1)In (y* + 1) +¢ (). Derivando em ordem a , obtemos In (y* 4+ 1) +¢' (z) = In (y* + 1),

pelo que ¥ (z) = C.
Entao, (zx —1)In (4> +1) = C.

Exemplo 378 Resolva a equagdo diferencial (33:2 + 4xy) dx + (2352 + 3y2) dy = 0.

Resolugao

% (3352 + 4xy) = 4x; 5 (23: + 3y ) =4z.

Logo, existe uma funcao f (z, y) tal que df (3332 + 4xy) dx + (23@2 + 3y2) dy.

Entdo, f (z,y) = 23 + 22%y + y>. Logo, 22 + 222y + y3 = C. A fungao ¢ (y) foi calculada mentalmente.

Exemplo 379 Resolva a equacdo diferencial “;—2%% +2zlny =0.

Resolugao
y dz L4 2xIny=0 < 2zxlnydr + % dy =0
o (z2\ _ 2_1:
(Qxlnydx) y ; 5 (7) = <L

Logo, existe uma funcdo f (z,y) tal que df = 2z Inydxr + “;—zdy.
Entdo, f (z,y) = 2?Iny. Logo, z?Iny = C.

Exemplo 380 Resolva a equacdo diferencial (cosx — x cosy) d—y =siny + ysinz.

Resolugao

COST — T COSY ﬂ:siny—l—ysinac <= (siny+ysinz)dzr + (—cosz + xcosy)dy =0
dz

%(siny—i—ysinx):cosy—l—sinx; %(—cosx—&—xcosy):sinx—l—cosy.

Logo, existe uma funcéo f (x,y) tal que df = (siny + ysinx) dx + (— cosz + x cosy) dy.
Entéao, f (z,y) = xsiny — ycosz. Logo, zsiny — ycosx = C.

Exemplo 381 Resolva a equagdo diferencial m% +y=zxlnz.



190 CAPITULO 13. EQUACOES DIFERENCIAIS

Resolugao

A equagéo x% +y =2aInz é equivalente a (y — zlnz) dx + xdy = 0. Ora, 8% (y—zlnz)=1e gi =1
Logo, existe uma funcao f (z,y) tal que df = (y — zlnx) dz + zdy.

f(z,y) = 2y + ¢ (z). Derivando em ordem a x, obtemos y + 7' (z) = —zInz.

x2 2?2 1 x? T x? x?
ntao, ¢ (z) /( zlnz)dx nx /( 7 X ac> nx+/2d1‘ 5 nx + 1
Entao, f (z,y) = zy — —1n:10—|— Logo Ty “”—;lnx ””T =C.

Exemplo 382 Resolva a equacdo diferencial In ( ) dr + 2 Q_H )dy =0.
Resolugao o)
9 2 2y(z—1) _ 2
Ora, v In (y2 + 1) 2_?{_1 e Bx 322_’_1 = 2_71_1
Logo, existe uma fungao f (z,y) tal que df =1n (y + 1) dx + 2y(2$+11).

Seja f (z,y) = (z — 1) In (y2 + 1). Derivando em ordem a z, obtemos In (y2 + 1).
Entao, f (z,y) = (z —1)In (y* +1). Logo, (z —1)In (y* + 1) = C.

Exemplo 383 Resolva a equagdo diferencial (33:2 + 4xy) dx + (2352 + 3y2) dy = 0.

Resolugao

Ora, a% (33:2 + 4xy) =4z e % (2352 + 3y2) = 4zx.

Logo, existe uma fungao f (z,y) tal que df = (3z% 4 4zy) do + (222 + 3y?) dy.
Seja g (z,y) = 23 + 22%y. Derivando em ordem a y, obtemos 2z2.

Entao, f (z,y) = 2 + 22%y + ¢ (y). Logo, ¢’ (y) = 3y*, pelo que ¢ (y) = y°.
Logo, f (z,y) = 2 + 222y + y3, pelo que a solugdo geral é 23 + 222y + y3 = C.

Exemplo 384 Resolva a equagdo diferencial “; W4 95 Iny =0.

Resolucao

A equa(;ao dada é equlvalente a 2z Inydx + 2 dy =0
0 2\ _ 2z

Ora, = (2x1ny) e 5 (—) =<5

Logo, existe uma fungao f(z,y) tal que df = 2z Inydz + £ z dy

Seja g (z,y) = #2Iny. Derivando em ordem a x, obtemos 2 52 =2zny.
Entdo, f (z,y) = g (z,y) = 2% Iny, pelo que a solugao geral é 2% Iny = C.

(1 —yz) dz + (1 —xz) dy

Exemplo 385 Resolva a equagdo diferencial 5 =0.
(1+zy)
Resolugao
- ., . 1—y? 1— 22
A equagdo dada é equivalente a sdr + sdy =0
(1+ zy) (1+ zy)

Ora,

i 1— g2 :—2y(1—|—xy)2—2x(1—y2)(1—|—$y):—Qy(l+xy)—2x(1—y2):—Qx—Qy
9y \ (1+y)* (14 ay)* (14 =y)® (14 =y)®

i 1 — a2 2z —2y
Or \ (1+2y)*) (1+ay)’
_ 2 .2

x
Note-se que a expressao (—2 pode ser obtida de

trocando x e y.
1+ zy) (1 +zy)

29

—y? 1—x

T
zy)° (1 +ay)

2

1
Logo, existe uma fungéo f (z,y) tal que df = q dy.
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2
. 12 1 Y21 - dg _ 1—y 8g _ y>+1+42z
Seja g (z,y) = yy (_ 1+zy) = y(yl+:cy)' E claro que 3% = m Mas, a—z = w
1—9? 2
: _ <~ df _ Y Af _ yi+l42ay /
Seja f (z,y) = g (z,y) + ¢ (y). Entdo, 5= = —(1 n xy)y enquanto que i = (o752 + ¢ ().
E t~ y2+1+21y + /( )d . 1 1 —xz
ntao, L0 4 of (y) deve ser igual a ———.
(+zy)?y? (1+ 2y)?
Logo,
() 1—a? v+ 1+2zy y? -yt -y —1-2xy
Y \y - =
(1+ay)?®  (L+ay)’y? (1+ay)’y?
ya? 2oy +1  (L+ay)?® 1
y? (1+ wy)* v (1+ay)? 9
~ ~ , 2_
Entao, f(y) = i, pelo que a solucgao geral é y(nyly) + i C.
Logo, Z{Jr;; +1=Cy,ouy?—1+1+zy=Cy(l+ay).

Entdo, y? + zy = Cy (1 + 2y), donde vem y + x = C (1 + zy).

Observagao
1—y*)do+ (1—2%)d
Aequa(;éo( y) * (2 $) y:Oéequivalentea(1—y2)da:+(1—x2)dy:0.
(1+ zy)
Entao,
1—y? 1 — 22
1—y?)de+ (1-2*)dy=0 < d dy =0
U-y)dor (- e I (e T i
1 1
d d 0
T 1 a2 x+1—y2 Y
1 1
d dy=20
< 21 QH_y?—l Y
1 1 1 1
& 2 _dx — —2—d 2 _dr — —2—dy=0
x—lx r+1 x+y—1x y—|—1y
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192
Entao,
1 y—1 (z-1)(y—-1)
In +Inh—=C<« =K
r+1 y+1 (x+1)(y+1)
z—1 _ z—1+Kx+ K
759“_1;5%_1; K, Solution is: {y = —7_36_‘_{:_1(;:_}(}

y+ 2z = C (1 + zy), Solution is: {y = ffgr}

Exemplo 386 Resolva a equagdo diferencial (x + ef) dz +ev ( — %) dy = 0.

Resolugéo
Ora, 2 oy (:c + e%) —ev —3°

‘)-(1—%)4-6% ()=t (t-5m-1)=c (-2).

Logo, (ac + e%) dx +ev (1 — 5) dy = 0 é uma equacao diferencial exacta.

=

5]
~/~
/~

—

|
< |8
N——
N——

Il

(4]

< g
A/~
< [

Primitivando x 4+ ev, em ordem a z, obtemos %302 + yev.
_— Y = Y —— Yy = Yy — =y = Y — =].
Ora, ay(:r + yev ) e +y( )e e ye e ( y)
x
Y

Logo, a solucdo geral da equacdo dada & 22 + 2ye

13.2.3 O método do factor integrante

Por vezes, temos uma equacgao diferencial do tipo P (x,y)dx + Q (z,y) dy = 0, mas 8P + BQ. Nao se trata
duma diferencial exacta, mas pode ocorrer a situagao de ser possivel multiplicar ambos 05 membIOb da equacao
diferencial por uma funcio A (x,y), de modo a obtermos uma diferencial exacta. A funcio \ (z,y), dé-se o nome

de factor integrante. Tém interesse préatico os casos em que A depende s6 de x ou s6 de y.
Suponhamos que A depende s6 de z. Entao, passamos a ter

A(z) P (z,y)de+ A (2) Q (x,y)dy =0

Logo, devemos ter A (z )aﬁ (, )Z)\/(x)Q(x y)+ A (z ) Q(x y).
At Q($ y) + 2Q (z,y), donde vem

Logo, 2P () =

N () 0 0
ou seja,
N 2Py -2Qwy)
Az) Q(z,y)
Entao,

5P (@y) - 5Q @y
Az) = e/ Q (=, ?J) &

Se o factor integrante depender s6 de y, teremos

%Q@.y) = P (2.y)
oz Jy

Exemplo 387 Resolva a equagdo diferencial 2ydx + zdy = 0.
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Resolugao
Sejam P = 2y e Q = z. Entao, ——27&1—%
Suponhamos que o factor integrante depende s6 de z. Entao,

L (2y) — & (x 21 1
/—ay( ) 8m( )d:c / dx /—d:c
Alz)=e z =e z —e) T =enT—g

Entao, multiplicamos ambos os membros da equacao dada por x:

2xydx + z2dy = 0
E, agora temos 5- (2xy) =2z e 2 (22) = 2z.

Logo, z%y = C.
Podemos considerar que o factor integrante depende sé de y. Entao,

/ % (@) — o () /1—2 1/1@
Ay) =e 2 Y. _e )y by L

Entao, multiplicamos ambos os membros da equacao dada por ﬁ:

1 1
y—da + —xdy =0 = 2/ydx + zy I dy

VYooY
Logo, 2x/y = C.

Exemplo 388 Resolva a equagdo diferencial y (1 + xy) de — xzdy = 0.

Resolucao
Sejam P (x,y) =y (1 +ay) =y +2y? e Q (v,y) = —x. Entdo, 2&£ =1+ 2y e aQ =1
9P _ 9Q
B " ar 1+2 1 242
Logo, oy _ox _ZHenytl 24 %Y Esta funcao nao depende sé de x.
, Q (z,y) z z
-9 1wy 214wy 2 i ,
= = = ——, expressao esta que depende s6 de y.
P (z,y) y(1+zy) y (1 +zy) y
Entao,
2
/——dy 21 2 _ 1
)\(y):e y :e_ ny:y— :—2
Y

Multiplicando ambos os membros da equacao dada por 2, vem

1+zy

dx—%dyzo

Sejam P (z,y) = 324 — 2 4+ i e Q(z,y) = —%. Entao,

Logo, existe uma fungéo f (z,y) tal que df = sz dz — J5dy.
Y x z? x z?
Entao, f (z,y) = T+ 5 Logo, T+ = C.

Exemplo 389 Resolva a equagdo diferencial (x + y)dx + dy = 0.
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Resolugao
Sejam P (z,y) =z +y e Q (z,y) = 1. Entao, ?9_5 =le ?9_8 =0
P _ 9Q
Logo, -2 896*170*1
T Q(x,y) 1
Entao,

A(z) = e/ e =e"

Multiplicando ambos os membros da equacao dada por e*, vem
(x4 y)e®de +e®dy =0
Sejam P (z,y) = (z +y) e® e Q (z,y) = e*. Entéo,

oP .
oy Oz
Logo, existe uma fungéo f (z,y) tal que df = (z + y) e®dx + e*dy.
Entao, f (z,y) = ye® + ¢ (x). Entéo, ye® + ¢’ (z) = ze® + ye”, pelo que ¢’ (z) = ze®.
Logo, p () = [ ze®dx = ze® — [ edx = xe® —e® = (z — 1) €”.

Logo, f (z,y) = ye* + (x — 1) e*, donde vem ye® + (x —1)e* =C, ouseja, y=1—x + Ce™*

Exemplo 390 Resolva a equagdo diferencial dx + [1 4 (x + y) tany| dy = 0.

Resolugao
Sejam P (z,y) =1e Q (z,y) =14 (x + y) tany. Entao, %—1; =0e % = tany.
9Q _ opr
Logo 92 %y _ fany =tany
" P(z,y) 1 '
Entao,

tan ydy 1
)\(y)ze/ = Incosy = secy

Multiplicando ambos os membros da equagao dada por secy, vem
secydx + [secy + (x + y) secy tany]dy = 0

Sejam P (z,y) =secy e Q (x,y) =secy + (z + y) secy tany. Entao,

— =secytany = —
dy VY= g
Logo, existe uma funcao f (z,y) tal que df = secydz + [secy + (x + y) secy tany] dy.
Entdo, f (z,y) = wsecy + v (y). Entdo, zsecytany + ¢’ (y) = secy + xsecytany + ysecytany, pelo que
Y (y) = secy + ysecy tany.
Logo, ¥ (y) = /(secy + ysecytany)dy = /secydy +ysecy — /secydy = ysecy.
Logo, f (z,y) = zsecy + ysecy, donde vem (z + y)secy = C, isto é, x = C' cosy — y.

Exemplo 391 Resolva a equagdao diferencial (33:y2 + 3x2) %% = 23 + 3zy — 2°.

Resolugao

A equagdo dada é equivalente a (2y3 + 3zy — x?’) dx — (3xy2 + 3x2) dy = 0.

Sejam P (x,y) = 2y> + 3zy — 2% e Q (2,y) = —32y? — 322, Entdo, %—ij =6y°+ 3z e %g— = —3y% — 6.
S~ G +3+43246c  9(3P+z) 3

Qz,y)  =Bx@P+4+x)  Bx(yP+z)

Logo,
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Entao,
3

/*—dw 1

A(:]j):e €T :e—Blnx:_

Multiplicando ambos os membros da equagao obtida por 1%7 vem

3 2
Sejam P (z,y) = %—i—% —leQ(z,y) = %—i—% Entao,

P 6y’ 3 0Q

oy a3 22 Oz

Logo, existe uma fungao f (z,y) tal que df = (%%3 + %721 — 1) dzr + (—%ZQLQ — %) dy.
y> 3y _ 2% 3y

Entao, f (z,y) = = + ¢ (). E:téo, 23273 + 3yx 2 + ¢ (x) = 5 + = 1, pelo que ¢’ (z) = —1.
3
Logo, ¢ (x) = —z. Logo, f (z,y) = _y_2 L - C, donde vem z3 + 3zy + y3 = Cz2.
x T

Exemplo 392 Resolva a equacdo diferencial In xdx + % (e +xlnz —2x)dy =0.

Resolugao

Sejam P (z,y) =Ilnz e Q (z,y) = i (e + zlnx — z). Entéo, % =0e % = é (I+nz—-1)= ilnx.
99 _ 9P L,

Logo, 2% _ ¥ =1

P(z,y) Inx v’

1
[
Ay =e v =y
Multiplicando ambos os membros da equacao obtida por y, vem
ylnzdr + (¢ +xlnc —2)dy =0

Sejam P (z,y) =ylnz e Q (x,y) = e¥ + zlnz — z. Entdo,

oP_ 0

oy Oz

Primitivando e¥ + zlna — 2, em ordem a y, temos f (x,y) = e¥ + zylnx — xy, cuja derivada, em ordem a z,
éylnax.
Entao, a solucao geral da equacao dada é e¥ + xylnz — xy = C.

13.2.4 Meétodo de substituicao

Por vezes, é necessdrio aplicar este método para resolver certas equagoes diferenciais. Vejamos um exemplo (que
podia ser resolvido por separacdo das varidveis):

Exemplo 393 Resolva a equacao diferencial (w2 —y? - y) dxr — xzdy = 0, utilizando as substituicoes t =u+v e
Yy=u—v.

Resolugao
Entao, dr = du + dv, dy = du — dwv.
Logo, [(u +0) —(u—v)? —u+ v} (du + dv) — (u 4 v) (du — dv) = 0.

Entao, [u? 4 2uv 4 v? — u? 4 2uv — v — u + v] (du + dv) — (u + v) (du — dv) = 0.
Simplificando, vem (duv —u + v)du + (duv —u+v)dv — (u + v) du + (u 4 v) dv = 0.
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Entao, (duwv —u+v—u—v)du+ (duv —u+v+u+v)dv =0.
Logo, (duv — 2u) du + (4uv + 2v) dv = 0. Entéo, 2u (2v — 1) du + 2v (2u + 1) dv = 0. Logo,

2u 2 1 1
d dv=0 <= 1- d 1+ ——)dv=0
1 T < 2u+1> “+< +2v—1> v

1 1
= ufiln(2u+1)+v+§ln(2vfl):C'

Como, u = mT“’ e v = 5%, desfazemos a substituicao:

1 1 C
x—iln(x—i-y—i—l)—i-iln(x—y—l)—5

Multiplicando ambos os membros por 2, obtemos

—y—1
2x+lni:
z+y+1

O problema, neste método, é encontrar a substituicao adequada. No entanto, hd casos em que podemos
determinar essa substituicao.
Este método estd, normalmente, associado a outro.

13.2.5 Meétodo da variacao das constantes
Exemplo 394 Resolva a equagdo diferencial y' = P (x)y + Q (x)

Resolucao
/

Consideremos a equagdo homogénea 3y’ — P (x) y = 0. Entao, I _p (z), donde vem Iny = /P (x)dz+ C.
Y

P (x)dx
Logo, y = K e/ . Utilizando o método da variacao da constante, consideramos que K depende de =z,
pelo que temos

P(x)dz P(x)dx
y'=K’<x>e/ @ +K<x>e/ D = Py + 0@

Entao, K’ (z) e/P (e)do =@ (z), donde vem K’ (z) = Q () e/P @) dm. Entéo,

K(aﬁ):/Q(x)e_/P(x)dxdx—i—Kg

/P(:L’)d:c —/P(:E)d:r
Logo, a solugao da equacao dada éy = e /Q (x)e dr + Ky

A equagao diferencial y/ = P (x)y + Q (x) é conhecida por equagio linear.
Exemplo 395 Resolva a equacdo diferencial xzy' +vy = xInzx.
Resolucao

A equagdo dada ¢ equivalente a ' + £ = Inz.
Consideremos a equagao diferencial y' + £ = 0.

Entao, % = —< pelo que %3 = —d—f. Entao, Iny 4+ 1Inz =InC. Logo, xy = C.
Entéo, y = % Suponhamos, agora, que em vez de C, temos C ().

Entao, g{ = Ciz), pelo que y' = IC,(migc(m) = C:ix) - —Cx(g)-

Logo, &%) — Inz, donde vem C’ (z) = zInz.

T
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2 2 2
Entéo,C(x):/xlnacdx:%lnx—/gdx:%lnx—%—i—ff.
L — %lnx—%ﬁ-}( : _z T K _ K T

080, y = Z——2——, ouseja, y=glnz -+ - ==+ 7 (2Inz —1).

x
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Mais adiante, temos uma subseccao dedicada exclusivamente a equagao linear, sendo que a presente referéncia

se destina a ilustrar o método da variacao das constantes.

Exemplo 396 Resolva a equagdo diferencial y" — 3y’ + 2y = x*

Resolucao

Esta equacao diferencial j4 foi resolvida, mas vamos seguir, agora, outro processo.

Equacao homogénea: 3" — 3y’ + 2y =0

Equacao caracterfstica: A> — 3\ 42 =0

N3N 42=0 = A=3E08  h—1ya=2

Entdo, a solucdo geral da equacdo homogénea é y = C1e” + Cae??®.
Suponhamos, agora, que C; e Cs sao fungoes de x.

Entdo, y' = Cfe® + Cre® + Che?™ + 205e%".

Vamos escolher as fungoes C; e Cz de modo que Cje® + Che?* = 0.

Entdo, y' = C1e® + 2C2¢e%*, pelo que 3’ = Cle® + Cre® + 2Che?* 4 4Cqe?*.

Entao,

' =3y +2y = Cje” + Cre® + 205e* + 4C2e*® — 3C1e” — 6Ce*™ + 201e” + 2C5e*®

C1e® + 2C%e*®

Agora, fazemos Cje® + 2C5e?® = 22, obtendo-se o sistema {

Subtraindo, membro a membro, obtemos Che?® = 22, pelo que Ch = x2e

Cle® + Che?* =0
Cle® +2Che®® = 2?2 -
2,—2x

Entao, Cy = / z?e % dx, que pode ser primitivada por partes. Mas, sabendo a "forma"da primitiva, temos

C; (z) = (A2? + Bz + C) e ?*. Entdo,

Ch(z) = (2Az + B) e ** — 2 (A2® + Bz + C) e * = (—2A2® + 24z — 2Bz + B —2C) e~ **

—2A =1 A=-1
Logo, 2A—-2B =0 , donde vem ¢ B = i .
B-2C=0 c=-1
Entao, Cy = (f%xQ - %:r — i) —22 L K.
De Cje® + Che?® =0, vem C] = —Che® = —z2e .

Entéo, C; = — /xQe*Idx. Seja Cp = (F:E2 + Gz + H) e ",

Entao, C] = (2Fs+ G — Fa? — Gz — H) e * = (—F2? + 2Fz — Gx + G — H) e™".

Logo, 2F —G=0 ,donde vem ¢ G =2 , pelo que
G-H=0 H=2
Cy(z) = (Fx2+Gx+H)e_’”+K2

= (x2—|—2x+2)e_"'”—|—K2

E, finalmente, temos a solugao da equagao completa:

y = C’l(w)ez—l—Cg(x)e%:((m2+2x+2)6_$+K2)ez+((——x ——zr—=

2
1 1

1
2

1
4

)e—2z +K1) er

1 1 3 7
= 22420424+ Koe® — 22?2 — x-S+ K12 =222+ x4 — + K12 + Koe®

2 2 4 2 2 4

E, como podemos verificar, temos
y=322+3z+ 1+ Kie¥ + Koe®
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Y=L (L2 +3x+ 14+ Kie¥ + Kye®) =+ 3 4+ 2K1€* + Kpe®
Y = % (:B + % + 2K e* 4 ng"”) =1+4K;e* + Kqe®

Y’ =3y +2y =1+ 4K1€* + Kye™ — 3 (x4 £ + 2K1€** + Kye™) +
+2 (%xQ + %x + % + Kpe** + ng") =2

Exemplo 397 Resolva a equacao diferencial y’ — 3y’ 4+ 2y = xsinx

Resolugao

J4 vimos que a solucdo geral da equacio homogénea é iy = Ce” + Cpe?®.
Suponhamos, agora, que C; e Cs sao fungoes de x.

Entdo, y' = Cfe® + Cre® + Che?® + 205",

Vamos escolher as funcdes C; e Cy de modo que Cje® + Che?* = 0.

Entdo, y' = C1e® + 2C2e%*, pelo que 3’ = Cle® + Cre® + 2Che?® + 4Cqe?*.
Entao,

y' =3y +2y = Cje” + Cre® +2Che*™ + 4Cye*® — 3C1e® — 6Ce*" + 201 e” 4 205e*®
= Cle® + 20562"”

Cle® + Che* =0

Agora, fazemos C!e® 4+ 2C%e?* = zsin x, obtendo-se o sistema . .
gora, ! 2 ’ Cle® +20%e** = zsinz

Subtraindo, membro a membro, obtemos C4e?* = x sinz, pelo que C) = ze~ > sin .
Entao, Cy = /:refQI sin xdz.
Seja v/ = e ?*sinz. Entdo, u = /6_293 sinzdzx. Fazendo f' = e 2 e g = sinz, temos que f = —%6_21 e
g = coszx.
- o . 1 5, . 1 _
Entdo, u = [ e **sinzdr = —=e **sinz + = [ e 2* cos zdx.
2 2
. . . _ _ 1 o .
Repetindo o raciocinio, temos /e 22 cos xdx = —5¢ 2 cosx — 5/¢ 2% sin xdx.
Entao,
—2zx s 1 —2x L3 1 —2x
e “Fsinzdr = —=e “Fsinz+ = [ e “*cosxdx
2 2
1 5 . 1 1 _ 1 _on .
= ——e ®sinz+=(—=e ®cosz— = [ e Psinxdr
2 2 2 2
ox . 1 _ 1 o -
= ——e ®siner—-e ®cosx— - | e Fsinaxdr
2 4 4
5 —2x L3 1 —2x L3 1 —2x
Logo, 3 [ e sinxdr = —56 sinx — Ze COS .
= —2z _: 2 -2z _: 1 —2z
Entao, [ e “*sinxdx = —ge  sinz—ze" cos.

Voltando a Cy = /:re*% sin zdz, temos v = e **sinz e v = x.

Entao,
—2x 2 —2x _: 1 —2x 2 —2x _: 1 —2x
Cy = ze sin zdx = —ge sinx — ge cosx | x+ ge smm—i—ge cosz | dx

2 2 1
= —Zgze ®ging — gme_h cos T + E /6_2’” sin zdx + R /6_2“c cos xdx

4 2 1
= —gxefm” sinx — gmeﬁm CoST — %6721 sinx — %6721: cosT + £ /6721 cos xdx

E, agora, falta-nos calcular / e~ 2% cos wda:
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Suponhamos que /.5_2“c coszdr = Ae ** sinz + Be %* cosz. Entao:

e cosr = —24e P sinz + Ae **cosxz — 2Be ? cosz — Be *sin

(—2A — B)e **sinz + (A —2B) e *" cosx
Logo, —2A—B=0ANA-2B =1, dondevemA:%/\B:—%.

~ _ 1 o, . 2 _
Entdo, /e 22 cos xdx = =€ 2x51n$fge 2% cos .

Logo,

2 oy _ oy . 2 _ 1 _
Cy = ——uwe 2“Csm:n—gace 2"”cos:v—%e 2””smx—2—5e 27”(:053:—&—5 e~ 2 cos wdx

2 2 2 2

= ——gxe “Tsinz — —ze “Ccosr — —e “Tsinx — —e “Fcosx + K.

5 5 25 25 2
Mas, de Ce® + Che?® =0, vem Cf = —Che® = —xe % sinx, pelo que C; = — /xeﬂ’” sin zdx.
E claro que nio vamos voltar a calcular esta primitiva do mesmo modo que a anterior.
Suponhamos que /:re*”” sinzdr = (Ax + B) e “sinz + (Cx + D) e “ cosx.

A derivada do segundo membro da igualdade anterior é

Ae *sinz — (Ax + B)e “sinz + (Ax + B)e “cosax + Ce P cosx — (Cx + D) e cosz — (Cx + D) e " sinx

Entao,
zsine = Asinz — (Az + B)sinz + (Az + B)cosz + Ccosx — (Cx + D) cosz — (Cx + D)sinx
= (A—Az—B-Cz—D)sinz+ (Az —Cx+ B+ C — D)cosz
—-A-C=1 =-1 A=-1
L A-B-D=0 B+D:—% B=0
2% A_c—o = a-c--1 = C——%

e ..
Logo, /a?e Tsinxdr = —5%e Tsinx —

1 1
Cy=— /xe‘"’” sin zdx = 5:106_”'” sinx + <—x + —> e Tcosz + K

[\
[\

A solucao geral da equacao completa é

1 1 2 3 4
y:CleI—i—C’geQ"’” = §xsinx+§(x+l)cosx+Klem—ga:sinx—gaccosx—2—5sinx—%cosx
1 3 3 17
= Klew—&—ngh—i—l—oxsinx—&—l—oxcosx—2—5sinx+%cosx

Vejamos um exemplo de terceira ordem:

Exemplo 398 Resolva a equagao diferencial y"' — 6y” + 11y’ — 6y = sinx

Resolugao

A equagao homogénea ¢ y'”' — 6y” + 113" — 6y = 0.

A equacéo caracteristica ¢ A* — 6A% + 11X — 6 = 0, sendo que uma das rafzes ¢ 1. As outras rafzes sio 2 ¢ 3.
Entao a solugao geral da equacao homogénea é

y = C1e® 4+ Cre®® + C3e3”
Supondo que C7, Cs e C3 sao fungoes de z, temos

y = Cle” + C’ée% + C’éegz + Che” + 205e%® + 3053



200 CAPITULO 13. EQUACOES DIFERENCIAIS

Fazendo Cje® + Che®® + Ched® = 0, temos y' = Cre® + 2Coe® + 3C5e32.
Entao,
y" = Cle” + 205621 + 3C’§e3m + Che® + 4CHe?™ + 9053

Fazendo C}e® + 2C%e?® + 3C%e3® = 0, temos y” = Cre® + 4C2e%* + 9C5¢e3*.
Finalmente, temos
y" = Cre” + 405> + 9C5e®™ + Cre® + 8Cqe*™ + 27C3e®”

Entao,
y" —6y" + 11y — 6y = Cje” 4+ 4Che** + 9CLe®” = sinx
Cle® + Che?™ + Ched® =0 Cle® + Che?™ + Ched® =0
Cle® +2C%e*® + 3C%e3” = 0 = Che?® +2C%e3® =0
Cle® + 4Che®® + 9C4e3” = sinz 2C%e** 4 6C%e3* = sinx

Che® + Che®™ + Che3® =0
Logo, { Che*® +2C%e3® =0
2C%e3" = sinw

1
Entéo, C4§ = %6_3’5 sinz, pelo que C5 = %/6_31 sinxdx = —2—06_3“J cosx — 2—06_3“3 sinx + K3.
Mas, Che?® 4 2C%e3” = 0 implica C) = —2C%e® = —e~** sinz.
Logo,
1 2

Cy = — / e 2T ginzdy = 36_293 coszx + 56_21 sinz + Ko
E, agora, de Cje® + Che?* + Che3® = 0, vem

! ! _x ! 2T —T o3 1—1- l—w-

C] = —Cse" — (C5e* = e ¥sinzx — 3¢ ' sinz = e "sinz

Logo,

o 1 / o i zd 1 _, 1 .. VK

=— [ e Tsinadr =——e *cosx — —e “sinx
) 4 4 !
A solucao geral da equagao completa é
1 1 1 2 1 3
y = ~1 cosT — 1 sinx + Kje® + 3 cos T + v sinz + Kqe2® — 20 CcosT — 20 sinz + Kse3®
Vejamos, agora, um exemplo de quarta ordem:
Exemplo 399 Resolva a equagio diferencial y™® —y =sinx
Resolugao
A equacdo homogénea é y*) —y = 0.
A equacao caracteristica é Mo1= 0, sendo que as raizes sao +1 e *i.
Entao a solucao geral da equagao homogénea é
y=Cre® +Coe "4+ Cscosx+ Cysine
Suponhamos que Cy, Cs, C3 e Cy sao fungoes de .
Entao,
y = Cle®+ Che ™ + Chcosx + Cysinz + Cre” — Cee ™ + Cycosx — Cysinz
= (Ci1e* —Cee ™ 4+ Cycosz — C3sinw
, com Cle” + Che ™ + Chcosz + Cysinx = 0.
y' = Cle® —Che ™™ 4+ Cicosz — Chsinx + Cre” + Cae™™ — Cycosz — Cysinx

= (C1e®+Cee™® —Czcosx — Cysinz
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, com Cle® — Cle ™ — Clsinz + Cjcosz = 0.

y" = Cle® 4+ Che ™™ — Chcosx — Cysinz + Cre” — Coe™" 4+ C3sinx — Cycosx
= (1€ —Ce ™ + Czsinx — Cycosx

, com Cle” + Che ™ — Chcosz — Cysinz = 0.
= Cle” — Che ™ + Cisinae — Cycosz + Cr1e” + Cae™* + Czcosx + Cysinz

E, agora, vem
yW —y =Cle” — Che ™ + Chsina — Cycosx = sin x

Cle® + Che ™ + Chcosx + Cysinx =0
,com ¢ Cle* —Che ™ — Chsinz + Cjcosz =0 .

Cie® + Che ™™ — Chcosx — Csinx =0
Entao, vem sucessivamente:
Cre® + Che ™ + Chcosx + Cysinz =0 Cie® + Che™™ =
Cre® — Che ™ — Chysina + Cycosz =0 Cécosx+C451nx—0
Cle* + Che ™™ — Chcosax — Cysinx =0 2C1e" — 2Che ™ =sinx
Cie” — Che ™™ + Chsinax — C) cosx = sinx 2C% sinx — 2C) cosx = sinx
2 Ci = éeih
I _ (V2%
C; = 026 ;. Cgcosx+C4sinx:0
2CY, cos x+2C4 sinzcosx =0 o —
—3Che ™™ =sinx § = —ge’sinz
) 2 2C% = sin’® x
2CY% sin® z — 2C sinx cosx = sin“ x o 1=cos(2x)
3 2
Cl = —%e "sinz
03 %S 21, _ % « 1—0025(290) _ 1—cos(2x)
Enta
1A, C’ng% e’ sinzdr = =e* COSI’*EEZSiHSC“‘FKQ
Cy = % cos (22) + K4
1 1
Ci = —% /671 sinzdr = 6671 cosT + Eeﬂ” sinz + K3
_ 1,z 1
Entdo, Cy = g€ cosx — ge SIHSC+K2x .
Cs = 5/(2— 2cos (2z)) dz = i gsin(Zx) + K3
Cy= %cos (2z) + K4
Logo, a solugao geral da equagao completa é
y = Cie"+Che ™ +Cscosx+ Cysinz
1 1 1 1
= gcosx—l— gsinx—l—Klez + Ecosx — Esinx + Kye™™ +
z 1 . 1 .
+ 175 sin (2z) + K3 | cosz + —g ¢os (2x) + K4 | sinz

1 1 1
= gcosw + Kie® + Kye ™ + (2 ~3 sin (2z) + K3) cosx + <§ cos (2z) + K4> sinx

" +y =secx.

Exemplo 400 Resolva a equacdo diferencial y
Resolugao
Equacdo homogénea: 3’ + 1’ = 0. Equacéo caracteristica: A> + X\ = 0. Entdo, A =0V \ = +i.
A solucao geral da equagao homogénea é y = C; + Cy cosz + Cs sin z.

Entao,
y Ci+ Chcosx + Chsinae — Cysina + Czcosx = —Cysinx + C3 cosx
y = —Clsinz + Cicosz — Cycosz — Cysine = —Cycosz — Cysinz
y" = —Chcosz — Cisinz + Cysinz — C5 cosx

201
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Ci 4 Chcosz + Cisine =0
,com ¢ —Chsinz+ Cicosx =0 . Entao,
—Chcosz — Chsinz = secx

Cl =secx C1 =seczx
—Chsinz + Cicosz =0 = —CYsin®z 4 Cysinzcosz =0
—Clcosz — Cisinz = secx —Chcos’z — Clsinxcosz =1
Cy =1In(secx + tanz) + K3
= Ch=-1

sinz 4+ Cicosz =0

C1 =1In(secx + tanz) + K,
= Cy =~z + Ky
Ch==2 — (O3 =Incosz + K3

cos T

A solucao geral da equacao homogénea é
y=1In(secx +tanz) + K1 + (K2 — z)cosz + (K3 + Incosz) sinz

Observemos que podiamos ter comegado por baixar a ordem da equacao diferencial:

"

y" +y =secx = y"+y=C1+In(secx + tanzx)
Exemplo 401 Resolva a equagdo diferencial y” + 4y = 2tanz = 0.

Resolugao

Equacao homogénea: 3 + 4y = 0. Equacio caracteristica: A% 4+ 4 = 0. Entdo, A = +2i.
A solugdo geral da equagao homogénea é y = C cos (2z) + Cs sin (2z).

Suponhamos que C; e Cs sdo fungdes de x.

Entao,

y' = C] cos (2z) — 2C sin (2z) 4+ C sin (22) + 2C5 cos (2x) = —2Cf sin (2z) 4+ 2C5 cos (2z)
Yy’ = —2C] sin (2z) — 4C} cos (2z) + 2CY cos (22) — 4C5 sin (2x)

—2C1 sin (2z) + 2C5 cos (2z) = 2tanz
Entao, Cf sin (2z) — C% cos (2z) = — tanz. Mas, C] = —Cj tan (2x).
Logo, —C) tan (2x) sin (2x) — C% cos (2z) = —tanx.
Entéo, C4 [tan (22) sin (2z) 4 cos (22)] = tanz.

! - ! o3 —
com { Cf cos (2x) + Chsin (2z) =0

Entao,
o = tan = tan = tanx cos (2z)
27 tan(2z)sin (2z) + cos (2z) 5“12(_(229”)) + cos (2z) N
sinz (2cos?z — 1) ] sin x
= = 2sinxcosx —
cos T cos T

sinx

Logo, Cy = / (2 sinx cosx —

Por outro lado,

) dz = sin? z + In (cos ) + Ko.
cos T

2sinz 2sin®2 2sin®z — 4sin®zcos? x
C; = —Cjtan(2z) = —2si 2 =
! 2 tan (2z) ST oS T s (2x) + cos (2x) cos (2z)
2cos?z — 1
= —2sin?z = T~ = 94in?z = cos (2z) —1

cos (2z)

1
Entao, Cy = /cos (2x)der —xz+ K = §sin (2z) —x + K,

Entao,

y = Cqcos (2z) + Cosin (22) = (% sin (2z) —z + Kl) cos (2z) + (sin® z + In (cos z) + K) sin (2z)
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13.3 Meétodos formais

Estes métodos aplicam-se a equagoes diferenciais com fungoes de determinada forma.

13.3.1 Equagoes homogéneas

Chama-se equagao diferencial homogénea a toda a equagao do tipo 3/ = f (%)

Exemplo 402 Resolva a equagdo diferencial y' = iji;z
Resolucgao
12+xy

Observemos que o numerador e o denominador de sao polinémios homogéneos de 2° grau.

Y2ty

, x?+ay 1+

y: 3 = 3
RO

A mudanca de varidvel é % = u, ou seja, y = ux. Entao, % =u-+ x‘;—z.

Entdo, 5% = u + x%, ou seja, % —u= x‘;—z. Ora,

u?4u
1 du 1—u? du 1 U 1 9
Efu:z%<:> " :$%<:>Edzzl_uzdu<:>1n:r+C:f§1n(lfu)
Entao,
1 y? 1, 22 —¢? 1 9 9
lna:—l—C’:—iln(l—P):—iln = :—§ln(x —y*)+nz

Entao, C = —% In (x2 — yz)7 donde vem z? — 32 = K. Logo,

y=+vVa2-KVy=—/22-K
Exemplo 403 Resolva a equagao diferencial (x + y)dx + (x — y) dy = 0.

Resolugao

Neste caso, = + y € * — y sao polinémios homogéneos de 1° grau.

A mudanca de varidvel é y = ux. Entao, % =u+ x%, ou seja, dy = udx + xdu.
Entéo, (x + ux) dx + (z — uz) dy = 0, ou seja

(z +uz)de + (z — uz) (udz + zdu) =0 <= (2 +uz)de + (vu—v’z)dz + (2 — ua®) du =0
= ($ + 2ux — u2$) dz + (ZL’2 — uz2) du=0
— z(l+2u—v?)dr+2*(1—u)du=0

1 1—-u
= —dx+1+2u_u2u 0

1 1 2—-2u
= T e ™=
= lnx+lln(u2—2u—l):%
< In(z*)+In [(ufl)z—Q] =C

2
— x2[(g—1) —2]:K
x

Entao,

2 K K K
(§—1) 2= = o245 = y=[124/245 |2
T 2 T 2 2

Note-se que, na equagao diferencial (z + y) dx + (x — y) dy = 0, temos a% (z+y)=1= 2 (z—1y), pelo que

se trata duma diferencial exacta.
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Entao, para f (z, y)—:vy—&———}ﬁ temos—%:y—&—xe%:x—y. Entéo,xy—l—z—;—y;:C’.

Note-se que ao escrevermos y = (1 +4/2+ F) x, estamos a referir-nos a duas fungoes distintas (e ndo a uma

func@o multivoca).

Exemplo 404 Resolva a equagdo diferencial Z—?dw + %dy =0.

Resolugao

Faz-se a substituicao y = uz. Entao, %ﬂ =u+ xﬁ—“, pelo que dy = udx + zdu.
Substituindo, vem 2dz + (1 — =) (udz 4 zdu) = 0. Entao,

2 3 2 3 3
—dw+<1——2>(udx+:1cdu):0 — —dw—&—udw—l—xdu——dw——ﬁdu:O
U U U u U
1 3x
— ——dr+udr+zdu— —du=0
U U
3
<= (u——)dm+x(1——2)du:0
u u
2 _ 2_3
= Y 1d$+x(u2 )du:0
u u
der  (u*=3)u
= —+ - —du=0
x u2(u271)u
d 2
= m w3 ————du=20
u(u?—1)
_ AWM ) s o A (i = 1) 4B (1 ) 4C (i ) = =3
44 +u+1_ D = a1 Entéo, (u* =1)+B (u® +u) +C (v —u) =u?—3.

Para a =1, temos 2B = —2, pelo que B = —1. Para a = 0, temos —A = —3, pelo que A = 3.
Para a = —1, temos 2C' = —2, pelo que C = —1.

Entao, ;”—i—mdu—o <= df—i—%du—ﬁdu qulalu—O
Logo, Inz +In (v*) —In(u—1) —In(u+ 1) = InC. Entéo, u’gﬁ =C.
Logo,
u)3 3 Cy?
%:C@y— y —C = y*=Cy* - Ca?
()" -1 xz?2 22

Exemplo 405 Resolva a equagdo diferencial (x + y)dx + (y — ) dy = 0.

Resolucao

(z+y)de+ (y—2)dy=0 < ( )da?+(——1)dy:0

Faz-se a substituicao y = uz. Entao, % =u+ x‘;—z, pelo que dy = udx + zdu.
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Substituindo, vem (1 4+ u) dz + (u — 1) (udz + zdu) = 0. Entao,

(14+u)de+ (u—1) (udz + zdu) =0 (I+u+v’—u)de+z(u—1)du=0
(W+1)de+z(u—1)du=0
1 U 1
Edz+u2+1du7u2+ldu—0

1 C
Inx + §1n (u2 + 1) —arctanu = )

y? y
2lnx +In <—2 + 1) —2arctan= = C
x T

[

— In(y*+2°) - 9arctan 2 = C
T

Exemplo 406 Resolva a equacao diferencial xdy — ydx = /22 + y2dzx.

Resolugao

2 2
xdy — yder = \/2? + y?dx — dyf%d$:\/1+%d$ — dy:\/1+%dm+%dx

Faz-se a substituicao y = ux. Entao, % =u-+ xfl—g, pelo que dy = udx + zdu.

Substituindo, vem udz + xdu = V1 + u2dz + udz. Entéo,

V1+ulde =zdu <= ldz*;du@ldxf L dtantdt
v V1t u? " VI+tan?t dt

1 1
— Zdx =costsec’tdt < =dx = sectdt
T T

<= Inz+InC=In(sect+tant) <= Cz =sect + tant

Entao, Cx =u+vV1+u? =2 +,/1+ Z—z, donde vem Cz? = y+ /22 + y2. Se isolarmos o radical, elevarmos
ao quadrado e dividirmos ambos os membros por z2, obtemos C%z2 —2Cy — 1 = 0.

Exemplo 407 Resolva a equacio diferencial zcos 234 =y cos £ —z.

xzdr
Resolucao
d d
xcosg—y:ycosgfx — —ycosg:gcosgfl — cosgdy: (gcosgfl)d:r
x dx T dx T T T T T T

Faz-se a substituicao y = uz. Entao, %% =u+ xg—g, pelo que dy = udx + zdu.
Substituindo, vem cosu (udzx + xdu) = (ucosu — 1) dz. Entao,

cosu (udx + xzdu) = (ucosu — 1)dr <= wcosudx + xcosudu = (ucosu — 1) dz

1
<— zcosudu = —dx <= cosudu = ——dx
T
3 C sin u
< sinu=-lnzx+InC +— —=¢
T

s

Mas, u = £, pelo que % =e’"% ou seja, xe’T =C

Exemplo 408 Resolva a equacdo diferencial (a?Q + 2a¢y) % = y? — 22v.

Resolugao

(x2 + Q:Ey) jy

T y?—2zy = (:1c2 + Qxy) dy = (y2 — Q:Ey) dx

2 29
— <1+—y>dy=<y—2——y>dx
x x X
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Faz-se a substituicao y = uz. Entao, iu =u+ xd , pelo que dy = udx + zdu.

Substituindo, vem (1 4 2u) (udx + xdu) (u? - 2u) dz. Entao,

(14 2u) (udz + zdu) = (uv* —2u)dz < (2u® +u)dz+z (14 2u)du= (u® —2u)dz
— (V+3u)dz+z(1+2u)du=0
2u+1

1
— —dz+ " ———du=0
T + 3u

A+B=2 < A=
Ora, 3 = s + 2 = Auspessn. s, { 4402 muiao, { 1

Logo, 1dz + 1( : %) du = 0. Entéo, Inz + 2In(u+3) + +Inu =InC.

MH
wl—eolu

Logo, =/ u( = C, donde vem z3 (£ + 3) ¥ — 3, ou seja, (3 +y)°y = Ka3.

13.3.2 Equacoes quase homogéneas

ayz+biy+cy
Temos dois casos a considerar, consoante as rectas de equagoes ax + by +c¢ = 0 e a1x + byy + ¢1 = 0 sdo
concorrentes ou estritamente paralelas.

Se as rectas forem paralelas, isto é, se %+ = i = (3, faz-se a substitui¢do a1z + b1y = u.
Entao, a; + by gz 37;7 donde vem Ji = (Z— al) . Entao,

du
T —a Bu+c du Bu+c du Bu+c
b1 f<u+cl) dx @ = 1f<u—|—cl dx a+bif u—+ ¢
du
R =dx

ar + i f (222)

Obtivemos, assim, uma equagao de varidveis separadas.

Se as rectas forem concorrentes, isto é, se a% =+ %7 fazemos as substituigoes X = = — xg,Y = y — yg, onde
(x0,y0) € o ponto de intersecgao das duas rectas.

Equacao quase homogénea ¢ uma equacao do tipo 3y’ = f (ﬂm), com a,ay,c,c # 0.

Exemplo 409 Resolva a equagdo diferencial % = Zztoytl

rx+y—1 °
Resolucao
Neste caso, as rectas sao paralelas pelo que se faz a substituicao =z + y = u.
Entao, Z—Z =1 —|— £, pelo que 7 Ji — 1. Logo,
du 1:@:2954—23/—&—1 . @_1:214—&—1
dx dx z+y—1 dx u—1
d 2 1 -1 3 -1
== qu_zutltu - U du = 3dx
dz u—1 u—1

= <1—E>du—3dx — u—lnu=3z+C

Entdo, z +y —In(z +y) =3z + C.
Note-se que, se fixarmos a férmula antes apresentada, a resolucao é mais rdapida.

Exemplo 410 Resolva a equagdo diferencial %2 dy _ ztytd

z—y

Resolugao

z+y+2=0 — 2y = -2 — y=-—1

z—y=0 T=Yy r=-—1

Entao, X—x—&—lY—y—i—l pelo que dX =dx e dY = dy. Logo,ﬁ:%.

Seja Y = UX. Entdo, & =U + XL
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dU _ dY _ X+4Y _ X4UX _ 14U
Logo, U+ X 9% = 0% = %oy = X-0x — 10"

Entao,
au_1+U 1+ U-U+U*  14U?
dX 1-U B 1-U - 1-U
Separando as varidveis, obtemos
dX 1-U dX 1 1 20
- —aw S U s dU
X 1+0? X 1402 21+0U2

C 1
<= 1nX—|—§ :arctanU—iln(l—i—Uz)

Desfazendo a segunda substituigao, temos

2

Y Y
—> < C+1n (X2 +Y2) = 2arctanf

Y
2In X +C = 2arctany —In (1+ X2

Destazendo a primeira substituicdo, temos

1
C+1n(z2+2z+y2+2y+2):2arctanyil
x

Exemplo 411 Resolva a equagdo diferencial (22 —y+4)dy + (x — 2y +5)dz = 0.

Resolugao

Trata-se duma equacdo quase homogénea. As rectas 2x —y +4 =0 e x — 2y + 5 = 0 sdo concorrentes.

2 —y+4=0 3z+3=0 z=-—1

{x—2y+5:0 {3y—6:0 y=2
Entao, X =2+ 1,Y =y — 2, pelo que dX =dzx e dY = dy.

dy _ _z=2y+5 _ ~ X-1-2Y-445 _ _ X-2Y dY _ _ X-2Y
Mas, g4 = —2%%4 = —Sx—aov_atd = “ax-y- 1080, gx = —ix—y-
Seja Y = UX. Entdo, 4& =U + X &
Logo, U + XdU — d¥ —  X_2y _ " X_2UX _ 1-2U _ 2U_1

) ax

—dxX T T 2X—-Yy T T 2X—UX — T 2=U — 2=U "

Entao,
du 20U -1 U— 20-1-20+U% U?*-1
dX 2-U B 2-U 2-U
Separando as varidveis, obtemos

dX 2—-U dX 2 1 2U
=W X W s W

X Uz-1
dX 1 1 1 2U
7—(—U_1‘—U+1)dU‘§—U2_1dU

lnXJr%zln(Uf1)—ln(U+1)—%ln(U271)
2InX +InC =2 (U —-1)-2In(U+1)—In(U>—1)

o U-p* _ U-1

(U+1)?°U0U2-1) (U+1)>°

rre 1

Desfazendo a segunda substituicao, temos

ox2o U-1 _ x-t = _Y-x Xt XY -X)
U+ (X41)° ()’ X Tw+x)?  (y+x)P

Logo,
Y-X=C({+X)*

E, ﬁnalmente,y—2—x—1:C(y—2+$+1)3, ou seja

y—z-3=C(z+y—1)>

207
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Exemplo 412 Resolva a equagdo diferencial y' = ﬁ%.

Resolucao
Trata-se duma equagao quase homogénea. As rectas z+2y+1 = 0e 2x+4y+3 = 0 sao estritamente paralelas.

Seja u = x + 2y. Entao, d—“ —1—|—2£E = 1—&—2(—%;242;13) —1+2(2u+3) = —"’—ngrg.
Zutdty 12 gy =

Entao, 1025 4u+d) du = dz.

Logo, % 1ln(4u+5)—x+C Mas, u = = + 2y. Logo, Z +y+§ln(4x+8y):ac+0.
Entao, x+2y+—ln(4x+8y+5)—2x+K

2u+d

=du = dx, donde vem dx e, por fim, (% + 5 X

Exemplo 413 Resolva a equacdo diferencial (2o — 4y +5)dy = (z — 2y + 3) dz.

Resolugao
Trata-se duma equagao quase homogénea. As rectas 2z —4y+5 = 0 e x —2y+3 = 0 sdo estritamente paralelas.
du z—2y+3 _ u+3 _ 2u45—2u—6 __ 1
Seja u = x — 2y. Entao, ¢4 —172l =1- 2(m) = 172(%15) =220 =
Entao, g—g = 2u+5, donde vem (2u + 5) du = —dz e, por fim, u® + bu = —x + C.
Logo, (z — 2y)* +5(x—2y) =—x+ C. Logo, (x—2y)° +52—10y +z=C.
Entdo, (z — 2y)* + 62 — 10y = C.
Exemplo 414 Resolva a equacdo diferencial (y + ax + b) dy — (y + ax — b) dz = 0.
Resolugao
Trata-se duma equacao quase homogénea. As rectas y+ax+b =0 e y+ax—b = 0 sdo estritamente paralelas.
3 5 U ax uU— au+tad+t+u— ula bla—
Seja u =y + az. Entdo, & =a+ % =q + Lyiaﬁb a+ 4p — autabiucb ( Hgib( .
Entao W(ZU =dz. Mas
u+b B (a+1)(u+b) 1 N A
u(@+1)+ba—1)  (a+Du(a+1)+ba+1)(a—1) a+1 wu(a+1)+ba—1)

au+u+ba—b+A(a+1)
(a+1u(a+1)+b(a+1)(a—1)

1 2b atl _
Logo, A = -==. Logo, (a_+1 T @ X u(a+1)ib(a_1)) du = dzx.
Entao,
U 2b

_i_i
at+l  (a+1)°

In(ula+1)+b(a—1)=a+C

Entao,
y+ax 20
+

a+l  (a+1)°

Inf(y+azx)(a+1)+bla—1)]=2+C

Multiplicando ambos os membros por (a + 1)°, vem
(a4+1)(y+az)+2bIn[(y+az)(a+1)+bla—1)] - (a+1)’z=K

Simplificando, obtemos

(a+1)(y—z)+2bIn[(y+az)(a+1)+b(a—1)] =K
Seb=0, vem y =z + C, o que estd de acordo com dy = dx.
Se a = —1, temos Wﬁ(al) = ﬁ‘gg = —g; — 5. Entao, Wﬂ:(‘kl)du = dzx é equivalente a — — —du =

dz, o que nos conduz a _E —su =z +C. Entao, —(y x) — 4= =2+C. Logo, (y — $)2+2b(y - x)+4bm =C.
Entao, (y — x)2 + 2by + 2bxz = C. Resolvendo, em ordem a y, vem

y=-b+xt b2 —4bx+C

Logo, a solugao inicial ndo é védlida quando a = —1 A b # 0, uma vez que ¢é vilida se b = 0.
A 1ltima solugéo é védlida se a = —1, podendo b ser qualquer nimero real.
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Exemplo 415 Resolva a equagdo diferencial (3y — x) =3z —y+4.
Resolugao
Trata-se duma equacao quase homogénea. As rectas 3y —x =0e 3z —y+4=0sao concorrentes.
3x—y+4=O 8y:—4 y=—3 '
Sejam X = x + %,Y =y+ % Entao,
dY dy 3z-y+4 3(X-3)-YV+i+4 3X-V
dX dr  3y—xz  3(Y-i)-Xx+3% 3¥Y-X
E obtivemos uma equacio homogénea. Seja Y = UX. Entao, & dX =U+ X . Logo
U+Xd—U dy 3X-Y 3X-UX 3-U
dX dX 3Y-X 3UX-X 3U-1
LOgO X — 3U_U U= 3—U3?JBU12+U — 33—U3£J1 , pelo que dX _ 33U3U12 dU.
1
Logo,In X +InC = —5 1n (3 3U2) /Wd(].
Ora 1___ _A B__ _ AQ-U)+BU+U) _ A— AU+B+BU
3302 — 340 T 30-D) 3—30°2 3—3072
- A+B A= % A=1
Entao,{B_AZO <:>{B 4 o= B %
1 1 1 1 1 1. 14U
Enta ——dU == | ——=dU — - dU = -1 .
naLO’/3—3U2 6)1+0U 6/1—U 6 1T—U

Logo, n (CX) = —11In (3 - 3U%) — +In 155

Entdo, 61n (CX) = —31n (3 — 3U2) — In L donde (1n (CX)‘“’) ~1

1—

Entdo, C%X6 = =, pelo que 27C5 X6 =

X
X

Entéo, 27C6 X6 = — XY XY

v2

X X
6 _ XY
Logo, 2707 = 55 X P vy = TP E v
Entdo, (X +Y)*(X —Y) = Cy. Logo, (z+3+y+ %)2 (z+

Entao,

M<X2—Y2)3 (X+Y)(X2 Y2>3X+Y
1

(:E+y+2)2(x—y+l):

. .o dy _ by—=z—5
Exemplo 416 Resolva a equagdo diferencial §% = 24="—=.

(XQ —

1-U

S5x—y+1
Resolugao
Trata-se duma equacao quase homogénea. As rectas by —x — 5 =0 e 5z — y + 1 = 0 sdo concorrentes.
5y —x—5=0 — r=5y—>5 z=0
Sr—y+1=0 2by—25—-y+1=0 y=1"
Sejam X = x,Y =y — 1. Entao,
ﬁ_@_E)(Y—Fl)—X—E)_E)Y—X
dX dx 55X —-(Y+1)+1 5X-Y

E obtivemos uma equacio homogénea. Seja Y = UX. Entéo, 4 = X

R RN TEEE LR
=% =
ERIES oy
Y2)3 .

=U+ XdU Logo,

U+Xﬂ_ﬂ_5YfX_5UXfX_5U71
dX dX 5X-Y 5X-UX 5-U
Logo, XdU _ 55[J:U1 U= 5U71515UU+U2 _ %2 L pelo que 2§(X - 182 Q?dU 522U1
Mas =2 2

’ U2 1 U-1 U+1-

dU + z3%5dU.

Entdo, 2In X +InC = —In (U2 —1) +5In (U — 1) = 5In (U + 1), pelo que In (CX?) =1In W1y

209
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2_ _ (U-1° _ (U-1?
Entao, CX = T noTr = (U+1)6’ donde vem C'X =

(

(

Entio, CX (U +1)° —wf).EMmJMw7+Utﬂ§fU%
Logo, CX (Y;f)g = (Y)_(‘;()Q, donde vem C (Y + X)* = (Y — X)?.
Desfazendo a substituicao, vem

Clat+y—17°=@y—z—1)°

2
Exemplo 417 Resolva a equagdo diferencial % = (ﬁig;j?’) .
Resolugao
Asrectasz+y—1=0e2x+2y+3=0sd0 estritamente paralelas.
2
Seja u = x + y. Entéo, ?l_: = 1—|—% =1+ (Qiigy_is) =1+ (2u+5> .

du _ w’—2ut144u’+12ut9 _ sul4loutio _ 5(ui+2ut2)

Entao, 7 = TuZ 112019 T P20t T G120

_ 44412049 _ 4 +8ut8tdutl
Logo, bdx = TR du, pelo que bdx = = +2u+2 du.

Logo, bdx = (4 + 52“45%;32) du = (4 + u;f;qﬁm (u+1 ) du.

Entdo, 5z + C = 4u + 2In (u? + 2u + 2) — 3arctan (u + 1).
Entao,

5:E+C:4$+4y+21n(x2+2xy+y2+2$+2y+2)73arctan(z+y+1)
Logo, —x—|—4y+21n(x2—|—2xy—|—y2—|—2x—|—2y+2)—3arctan(x—|—y+1):0.

13.3.3 Equagao linear

Equacao linear é uma equagéo da forma y' = P (x)y + Q ().

Chamamos a atengéo para o facto de haver termos com dois significados. Assim, equagdo homogénea pode
ser a equagao y" — xy/ + y = 0 ou pode ser iy = f ( ) O mesmo se passa com equagao linear: as equagoes
y' +3y +2y=sinz ey = P(z)y+ Q (z) sdo equagodes lineares com sentidos diferentes.

Y=P)y+Q() < ¢y - Px)y=Q(x) /
Consideremos a equagdo homogénea 3y’ — P (x) y = 0. Entao, Y _p (z), donde vem Iny = /P (x)dz+ C.
Y

P (z)dz
Logo, y =K e/ . Utilizando o método da variagao da constante, temos

P (x)dz P (x)dx
y’:K’e/ ) —|—Ke/ @) P(z)=P(z)y+Q(x)

Entao K’e/P (z)do = Q (z), donde vem K’ = Q (x) e_/P @) da?. Entao

K:/Q(m)e/P(m)d$dx+K2

/ P (z)dz - / P (z)dx
Logo, a solugdo da equagéo dada é y = e / Q(z)e dr + Ky

Exemplo 418 Resolva a equagdo diferencial % =zy+ .

Resolugao
Comecemos por resolver a equagao % = xy. Entao, d?;i = xdz. Logo, Iny = &- + C.

0

x

‘22 1'2 .
Entdo, y = eT+t¢ = Ke'T. Consideremos que K depende de z. Entdo, y = K (x)eT.
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22 22

Logo, ¢y = K’ (x) % 12K (z) e’z . Entao, devemos ter K’ (z)e’z

2 % g z 5
Klo)= /7m2 (7x677) dr = —2’e”T — 2/*$€77d1‘ = —z%e" T — 2"

2 2

=23, donde vem K’ (z) =z

M
=
s

Logo, y = K (z)e™ = ((—302 —2) e —|—C> e = —a? 21 Ae%.

Exemplo 419 Resolva a equagdo diferencial % =41

Resolugao

Consideremos a equacao diferencial % = . Entdo, % =4

pelo que Iny =Inz +InC.
Entao y = Cz. Consideremos que C' depende de z, isto é, y = 2C (z). Entao, vy’ = C (z) + zC’ (x).

Como C (z) = £, devemos ter zC’ (z) = —1, pelo que C' () = —1 ¢ C(z) = —Inz + K.

Logo, y = —zlnz + Kz =z (K — Inx).

Exemplo 420 Resolva a equagdo diferencial y' — 2= =1+ x.

—JE2 -
Resolucgao
Consideremos a equacao diferencial % = 72-. Entao, dy — lf—%.
Yy T
_ - A+F=1 A=1
1 _A F_ _ A—Azs{F+F
Mas, =z = 135 t 15 = T 1.z - Entdo, { F—A=0" LOgO’{ F=1-
1 1

_ T 1 . dy dr 5 5

Entao, .= = 125 + 125 -Entao, /? —/ T2 T+ + T dx, pelo que
1

1
lnyziln(l—&—x)—iln(l—x)—&—lnC

,ou seja, Iny = In (C’ }f—w) Entao, y = C if—i Suponhamos que C' depende dex:
1+
Entao,
T+ : 17z G
o / z (1-=) / T, (1-=2)?
y ' (z) —1—x+0($ ) i (z) T —
11—z 1—x
17z Cl)\/i5 1+ Cx)Vi—azyl—=x
= C'(x) + — =C"(2) + 2
1—=z (1—x) -z (1-2)"Vi+tz/1-2
1+ (1—-2)C(x) 1+z C(x)
= C'(z)4/ + =C
(@) l—z  (1-2)’V1—2a? (@) -2z (1-2)v1—2a?
Logo,
, 1+x , I+z)V1—x ,
== 1 = = 1 — 2
C' (z) T +z = C'(z) NiE = C'(z)=vV1-=z
Mas,

t
2

/\/1 — sin? t costdt = /cos2 tdt
1/[1+ c@0)]dt = L4 Tsin(2t) + K
5 cos =5+7 sin

1 1 1
+ isintcost—i—Kz §arcsinx—|— §x\/l — 22+ K

211
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Entao, a solucao geral da equacgao é

1 1 1 1
y=0C(x) T —arcsinz + —zv1—22+ K te
1-—2z 2 2 11—z

Exemplo 421 Resolva a equagdo diferencial (v + 1)y’ —y = 3z + 4a3.

Resolugao o
Y A 3 /Yy 3x"H44x
A equacao dada é equivalente a y T ="

Consideremos a equagao diferencial y' — —#5 = 0.

Entao, % = 243, pelo que %11 = wd—_ffl. Entao, Iny =In(z 4+ 1)+ InC. Logo, y = C (z + 1).
Suponhamos, agora, que em vez de C, temos C' (x).
Entao, y = (x + 1) C (), pelo que ¢/ = C () + (x + 1) C’ (z).

Logo, (z +1)C" (z) = 31:1%13, donde vem C' (z) = 3(””:++f)"§3-

3t +42® _ 3xt44a® 2 cx+d
Mas, i D)? = w24l = 3z°+axr+b+ e

Entao, (3332 + ax + b) (ac2 + 2z + 1) +cx +d = 3z* + 42°.
Para z =0, temos b+ d = 0.

Para x = —1, temos —c+d = —1.
Paraz=1,vem4(3+a+b) +c+d="T.

Para z = 2, temos 9 (12 4+ 2a + b) + 2¢ + d = 80. Logo,

b= —d b=—d b= —d
c=d+1 c=d+1 c=d+1
124+4a—4d+d+1+d="7 = da—2d=—6 ) d=2a+3
108 4+ 18a — 9d + 2d + 2 4+ d = 80 18a — 6d = —30 3a—d=-5

— c=d+1 — c=0
d=2a+3 d=—
3a—2a—3=-5 a=-—2

Entéo,C"(x):?)xQ—Zx—i—l—w. Logo,C(m):x?’—xQ—i—xﬁ-%ﬂ—i—K.

Logo,

1
v = @rDCE =) (¢ = ot g+ K)

= @+D)EK+1+a' -2 422 +28 -2’ +o2=(+1)K+1+2'+2

Exemplo 422 Resolva a equagdo diferencial y' + ycosx = % sin (2x).

Resolugao

Consideremos a equagao diferencial y' + ycosz = 0. _

Entao, Z—z = —ycosz, pelo que U — _ coszd. Entao, Iny + InC = —sinz. Logo, Cy = e "%,

Entdo, y = Cre™ 5%, Suponhamos, agora, que em vez de Cy, temos C; (z). Entdo, y = C; (x) e~ "%, pelo
que y/ = Ci (x) e~ sinw 4 Cl (.’L‘) e~ sinz (—COS :C)

Logo, Cf (z) e~ 5" ® = 1 sin (2z), donde vem C} (z) = sinz cos zes"?.

Entao, Cy (x) = /sinxcos e dz.

sinx

Fazendo v = €% cosz e v = sinx, temos u = e e v’ = cosz.

Logo,

/sinm cosxe®¥dr = e sinw — /esmz cosxdr = e *sinx — e + K
Entao, a solucao geral da equacgao é

Y= e~ sinz (esmxsinx_esmac +K) — —1+Sinx+K6_smx
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2

Exemplo 423 Resolva a equagdo diferencial 3y = yi.
2oy +y? —x
Resolugao
2 2oy +y2 —x+— 2 r —2x
y/:y72<:>y/: yry _ y<:>y/:1+72y
2zy +y* — =z 2zy +y* — =z 2zy+y* —x
2 2
. Cdy Y , . de  2xyt+y —x 9 1
A equacao diferencial 5% = m é equivalente a ﬁ = T =1+ T E)T
A equagio obtida é uma equagao linear em .
Seja g—z = (% — y_12) z. Entao, Z—i = (11%) T.
Entao, %’J;—ldy = 42 Entdo, (3% - y_12) dy = 42, Logo, In (y?) + InC +% =Inz.

Entao, In (Cy26%> =Inz. Entéo, z = C’yQE%.

Suponhamos, agora, que em vez de C, temos C (y).
- 1 1 1

Entdo, x = C (y) y%e¥, pelo que g—z =C"(y)y?*ev +2yC (y)ev — C (y) ev.

Logo, C’ (y) y%ev = 1, donde vem C' (y) = y—lze_%. Logo, C(y) =e v + K.
Logo,

_1 2 2 1
x:(e y—i—K)yey:y (1—|—Key)
Exemplo 424 Resolva a equagdo diferencial x (1 — CEQ) dy + (2x2 — 1) ydr = ax’dx.

Resolugao

x(l—xQ)dy—&— (2x2y—y—ax3)dx20 — x(mQ —1)dy: (2x2y—y—ax3)dx
dy 22%y —y — ax®
= —="
dx z(z2-1)
— dy 222 — 1 ax?
de :L’(iEQ*l)y x2 -1
A equagdo obtida é uma equagao linear em y.
d 222 — 1 d 222 — 1
Consideremos a equagao homogénea — = x—y. Entao, &_ = dx.
de  xz(2?2-1) xd -z

Mas, 2021 _ % I % L _ A(2?=1)+B(2+2)+C (2> —z) _ (A+B4C)a®4(B-C)z—A

z3—x z+1 z(z2—1) z(z2—1)
A+B+C=2 C=1
Entao, B-C=0 , donde vem ¢ B = % .
—A=-1 A=1

222 — 1 1 1 1 1 1
Logo,/x—d:r:/—d:r+— —der—/—d:czln:r+1n\/:rf1+1n\/:v+1+lnC.
x(z2-1) x 2) z-1 2/ z+1

Entao, Iny = In (Czv/z? — 1), donde se conclui que y = Cxv/z? — 1.

Suponhamos, agora, que em vez de C, temos C (z). Entédo, y = 2C (z) vz2 — 1.

Logo,
d
d_Z:c(x),/xz_lJra:C/(x) Va2 —1+z2C (z) \/%

2
Entao, zC’ (z) Va2 — 1= *x;w_ 1 Logo, C' (z) = —§ (2) (2* — 1)7%'
1
] N
Entao, C(x) = —%_7% + K = Jﬁ——1 t+ K.
080,
y = W 21+ Kava? —1=ax+ Kzva? -1
Va? —1

E claro que, para a = 0, temos y = K2v/22 — 1 que é a solucio geral da equacio homogénea.
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Exemplo 425 Resolva a equacdo diferencial v/1 + xQ% +y = 2z.

Resolugao
T+ 2% 4y =2 d = : 2
x =2z — =
dr YT V1 + 22 4 V1422
A equacgao obtida é uma equagao linear em y.
. - dy dy 1
Consideremos a equagao I \/1+—2y Entao, ; =~ dx.

Logo,
Iny =InC — arcsinhz
Entdo, y = Ce~ aresinhe — 7?5%1 =C (V1+a?—uz).

Note-se que arcsinhx = In (\/1 +x2+ ac)
Se nao qu1berm05 utilizar a trigonometria hiperbdlica, fazemos a substituicao x = tant:

p—— 2tdt = sectdt = —1In (sect +tant) = —In (V1 + 22+
- e [aga=- st + tant) = 1o )
Entéo, Iny =InC — In ( \/1+x2+x) In \/r+ =In(C (V1422 —2)).

Logo, y = C (V142 — z). Sejay = C (z) (V1 + 2% — z). Entéo,
y = (\/1—}-332—35) C' (z)+ (m—l)C(ac)

Logo, devemos ter (vV1+a? —z)C' (z) = m, pelo que C’ (z) = \/121952 X \/14_22_%. Ora,

¢ (@) 2x " 1 2z (V14 22 + )
X = =
Vi+22 Ji4+z22—z 1+ 22 (\/1+x2+x) (\/14—3:2—3:)
23:(\/1—1—3:24—3:) o 4+ 222
= = xT —_—
V1+a? V14 2?

Entao,

C(r)=2*+K+ de =2 + K + 22/1 4+ 22 — /2\/1—|—:1cd$

\/—
Mas,
/2\/1+x2daj:2/\/1+tan2tsec2tdt:2/sec?’tdt
E,
/8603 tdt = /sect(l+tan2 t) dt = /sectdt+/secttan2 tdt
= /sectdt+/secttanttantdt:secttant+/sectdtf/sectse(:2 tdt
Entao,
2/sec3tdt:secttant+/sectdt:secttant+1n(sect+tant)+K

Logo,

/2\/1+ac2d33:secttant+1n(sect+tant) =zv1+a22+1n (aj—i— 1+$2>
Logo,

C’(x):x2+K+x\/l+x271n(z+ 1+x2>

Entao,

y=(Vita?—2) (@ + K +ay/Iva2 (ot VIta2))
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Exemplo 426 Resolva a equagdo diferencial %% = ytan (2x) + 1 + sec (2z).

Resolugao
dy
— =2y tan (2z) + 2 + 2 sec (2x)
dz
d o
Consideremos a equagéo % = 2y tan (2z). Entao, Y — 9tan (2z) dx = Qd—g = —3:%2(5)1).
)

Logo, Iny = InC' — In cos (2z), pelo que y = —%—~ = C'sec (2z).

cos(2z)
Consideremos y = C (z) sec (2z). Entéo, y' = C’ (z) sec (2z) + C (z) sec (2z) tan (2z).
Entao, C’ (x) sec (2z) = 2 + 2sec (2z), donde vem C’ (z) = 2 + 2 cos (22).
Entao, C (z) = K + 2z + sin (2z). Logo, a solucao geral da equacao dada é

y = (K + 2z + sin (2z)) sec (2z) = (K + 2x) sec (2z) + tan (2x)
Exemplo 427 Resolva a equagdo diferencial %ﬂ% —y=x+sinz.
Resolugao

dy
dx

Seja y = C (x) e®. Entao, vy = C' (z)e® + C (x) €”, pelo que C’ (z) e® = x + sinz.

=y <<= y=0C¢e"

Logo, C' (z) = xe~* + e " sinz. Entdo, C (z) = /weﬂ”dw + [ e "sinadz.

Podemos calcular as duas primitivas por partes, mas ¢ mais facil saber a forma das primitivas:
/$ef"”d:v =(Az+B)e™® = ze *=(-Az—B+A)e® = A=-1AB=-1.

Entao, /xe_’”da? =(—z—1)e *=—xe ¥ —e".

/efm sinzdr = (Dcosz + Esinz)e”® = e “sinx = (—Dcosz — Esinx — Dsinx + Ecosz)e™ ™
Entdo, B — D =0A —E — D = 1. Entio, E=D = —1.

1 1
Logo, C (z) = /weﬂ”dw + /67“’ sinzdr = —ze™ " —e™ % — 567“7 cosx — 5671 sinz + K.

Logo, C (z) = =3¢~ (2z + 2 + cosz + sinz) + K
E, por fim, y=C (z)e* = Ke* —xz — 1 — %cosx% sin .

13.3.4 Equacao de Bernoulli
Equagcao de Bernoulli é uma equagao da forma y' = yP (z) + y"Q (z).

Yy " =y""P(z)+Q(x)

Utilizemos a mudanga de varigvel z = y!=".

Entao, 2z’ = (1 — n)y~"y’, donde vem

=y "y =y P @)+ Q) = 2P (x) + Q(x)

Logo, 2’ =(1—=n)P(xz)z+ (1 —n) Q (x).
Esta equagao é uma equacao linear, a qual se resolve como acabdmos de ver.

Exemplo 428 Resolva a equagdo diferencial % =%+ xy2.
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Resolugao

y'=y+ay’  Seaz=y' =l

Entéo, 2’ = __2y—__( +$y) —I—ly—xz—f—x.

A equagao 2’ —%z — 2 é uma equagao linear.

Consideremos a equagao 2z’ = ——z Entao, ﬂ = —%z, donde vem % + %dw =0.

Entdo, Inz +Inx = InC, donde vem zz = C’

Considerando C = C (z), temos z = &) Entdo, 2/ = 2C@)C) _ C'@) _ C)

z z2 B 2
Entao, CT(I) = —x, donde vem C’ (z) = —?, pelo que C (z) = —32° + K.
il K
Logo, z = m% = —%$2 + % Mas, y = %, pelo que y = _%x£+£ = —xgng.

Exemplo 429 Resolva a equagdo diferencial 3y2% —ay? =z +1.

Resolugao

Se a = 0, vem 3y2d“ =x+1. Logo, 3y%dy = (z + 1) dz. Entao, y3 = %2 +2+C,peloquey = {/Z +a+C.
Se a # 0, temos uma equagao de Bernoulli:

Mudanga de varidvel: z = y'*2 = y3. Entao, 2/ = 3y%y’ =3y (4y + 2y ) =a’ +o+1=az+z + 1.

consideremos a equacao % = az. Entao, d—; = adx, donde vem In z = lnC’ + az.

Logo, z = Ce®. Seja z = C (x) e**. Entdo, 2’ = C’ (z) e*® + aC (z) e*®
Logo, C' (z) e®® =z + 1, donde vem C’ () = (x + 1) e 9.
1 1 1 1
Entéio, C (x) = e e = —= (x+1) e + [ e de = —= (z+1)e ™ — e ™ + K.
ntao, C (z) /(w—i— e x a(at—&— e —i—/ae x a(w—i— e 3¢ +
Logo,

z=C(z)e —(5($+1)e -3¢ +K>€ :*E($+1)*§+K6

Entao,
z+1 1

3 _ ar =
y° = Ke " e

Exemplo 430 Resolva a equagdo diferencial x%;i =y + 2212

Resolugao
A equagdo dada é equivalente a % = %y + 242, a qual é uma equacdo de Bernoulli:
/ 1 2

Mudanca de varidvel: z = y'=2 = é Entao, 2’ = —57 = —Jy;_# = —ﬁ —2= —%z - 2.
A equagdo inicial foi transformada numa equagao linear.
z’:f%z = d—zz+d7?”:O <~ Inz+hex=InC << zz=C = z:%.
Seja z = C;,w). Entao, ,i’ = W Logo, ¢ (w) = —2. Entdo, C' (z) = —2x, pelo que vem C (z) = K —z?.
Logo, z = €& — K= Entso, ¢ = s

xr xr xr

Exemplo 431 Resolva a equagdo diferencial ( 3+ $y)

Resolucao
Z—Z = yx + y32?; trata-se duma equacdo de Bernoulli. Seja z = 2172 = %
Entdio, & = L de = — L (yz 4 4%%) = 2L — P = —zy — .
A equagao 4 dz = —zy — 93 é uma equacdo linear em 2.
C0n51deremos a equagao g—; = —zy. Entao, d—zz = —ydy.
2
Entao, Inz =InC — %, donde vem z = Ce™ 7.
2 2 2 2
Considerando C' = C (y), temos z = C (y) e~ 7. Entéo, & o =c - d%C (y) —yC (y)e 7.
2 2
Logo, devemos ter e~ = d%C( ) = —y3. Entao, d—yC’ (y) = —yle'T.
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Logo,
3 2 9 2 9 ¥2 ¥ 9 ¥2 v
Cly)=—[yezdy=— [ yyezdy=-y“ez + [ 2yezdy=—y°e? +22 + K
Entao,
?:/2 y2 y2 ?:/2 '.’42
z:C(y)e_T:<—y2eT+QeT+K>e_T:2—y2+K6_T
2
Entao, z = ﬁ, ou se€ja, (Q—y2 —|—Ke‘y7>x =1.

2—y2+Ke™ 2

Exemplo 432 Resolva a equagdo diferencial cos x% +ysinz + 1% = 0.

Resolugao
%Z— +ytanx + 33 secx = 0 é uma equacdo de Bernoulli. Seja z = y' =3 = y—12
Entdo, 4 = fy—%% = fy% (—ytanz — y3secw) = y—22 tanz + 2secx = 2z tanx + 2sec .
A equagao g @ = 2ztanz + 2secx é uma equagao linear em z.
dz dz

C0n51deremos a equagao o= = 2ztanz. Entao, ¢ = 2tanxdx.

Entdo, Inz =InC — 21110053: donde vem z = & = Csec?z.

Considerando C' = C (), temos z = C’ (x) sec? x. Entdo, 2/ = C' (x)sec? x + 2C (x) sec x sec x tan .
Entéo, 2/ = C’ (x)sec? x + 2C (z) sec? z tan x.

Logo, devemos ter C’ (z)sec’ x = 2secz. Entdo, C’ (z) = 2cosx. Logo, C (z) = K + 2sinz.

Logo, z = (K + 2sinx)sec? z = K sec? z + 2sec x tan x.

Entao, y? = oo $+2lsecwtanx, isto &, y2 (K sec? x + 2sec x tan x) =1.

13.3.5 Equacao de Riccatti
Equagao de Riccatti é uma equagao da forma y' = P (z) + yQ (z) + y?R ().

Entao, a equagao linear e o caso n = 2 da equagao de Bernoulli sao casos particulares da equacao de Riccatti.
O método para a resolugdo duma equagdo de Riccatti exige o conhecimento prévio duma solugdo particular

da equagao diferencial.

Seja y, uma solugao particular da equagio y' = P (z) + yQ (z) + y*R ().
Fazendo a substituicao y =y, + %7 obtemos uma equagao linear.

Exemplo 433 Resolva a equagao diferencial 3~ W — cosx — y — y? tanzsecz, sabendo que a funcdo cosz é uma
solugao da equagao dada.
Resolugao
~ dy 1 dz
Seja y = cosz + 1 Entao, = —sinx — _21%
3 Z
LogEJ, cosST — Yy — y tanzsecr = —sinx — 3 .
Entao,
2
1 dz 1 1
—sinz — By = Cosz—cosz———|cosT + — ] tanxsecx
dx z z
1 9 2cosx 1\ sinz
= ———|cos"x+ =) ==
z 2% ) cos?x
1 . 2sinx sinx
= —— —sinx — -
z zcosx  z?cos’x
1de _ 1 _ 2sinz _ _sinz
LOgO, T22dz T T 2 zcosT z2cos? z? pelo que
dz 2sinx sinx sinx
— =z+ z+——5—=z(1+2tanz) + —
dx coszT cos?z cos?z

Seja & = z (1 +2tanz). Entio, £ = (1 + 2322) gy

cos T
Logo, Inz =z — 2Incosx + C, donde vem Inz + Incos?z = z + C.
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~ . x
Entéo, z cos?z = Ke®, ou seja, 2z = Lo,
COos“

Aplicando o método da varia¢do da constante, vem

, (K'e® + Ke®) cos? x + 2K e® sin x cos x
costzx
K'e* cosxz + Ke® cosx + 2Ke% sinx

cos3 x

K/ X
= 26 + Ke® (14 2tanx)
cos?

Entao,
K'e® sin x
cos?z  cos?x
Logo, K'e® = sin z,donde se conclui que
K =e¢ "sinz

Fazendo K = (Acosz + Bsinz)e™*, temos

K' = (—Acosz— Bsinz)e * + (—Asinz + Beosz)e
((m—A+ B)cosz — (A+ B)sinx)e™™
- —-A+B=0 A=-1 - 1 . . a
Entéo, { A+ B—_1° donde vem { B 7% . Entdo, K = —5 (cosz +sinz)e™ + D
1 . .. €er De®
2= =3 (cosz +sinx)e xcos%c -
_ 1 /cosx +sinx De*
N 2 cos? x cos? x
_ —cosx —sinz + 2De”
2cos? x
Logo,

2cos? z

1
Y =COST + — = COST — -
z cosx + sinx — 2De®

Exemplo 434 Resolva a equagdo diferencial % = %+xy2, sabendo que a fung¢do ,x_32 é uma solucdo da equagao
dada.

Resolugao

o — B 1 _ a2 1 5o dy _ -3 _ 1d: _ 6 1dz

Seja y = 12—(‘,1— = —3x~° + <. Entao, 3 = 6z =3-=5
z

6 1dz _y 2
Logo, o5 — 2z 2 = & + oy~

W =

Entao,
6 1dz y ) 31 31\’
& Zd o W —§+g”(ﬁ+;)
3 1 9 6 =z
o 7? xrz Ei.’EZ ;
3 9 5
T BB xR
Logo, — %% = —5 4+ 2 pelo que
dz 5
£—52—$

Seja % = 2z Entéo, & = 3dz.
Xr xr z

Logo, Inz =5lnz +1InC, donde vem z = Cz5.
Entdo, z = 2°C (), pelo que % = 2°C' (z) + 52*C ().



13.3. METODOS FORMAIS 219

Logo, devemos ter #°C’ (z) = —x, ou seja, €' (z) = - = —=x
Entédo, C'(z) = $27° + D = 55 + D.
2
Logo, z = 2°C (z) = (525 + D) 2° = & 4 Da®.
Logo,
3 n 13 n 1
Y= $2 2 - .TQ % + DZES
Embora possa nao parecer, obtivemos a mesma familia de fungoes que haviamos obtido anteriormente, quando
consideramos a equacao dada como uma equacao de Bernoulli.

Exemplo 435 Resolva a equagao diferencial % = 2y + 23, sabendo que a funcdo —x% — 2 é uma solucdo da
equacao dada.

Resolucao
A equagao dada é uma equacao linear e, também, uma equacao de Riccatti. Vamos resolvé-la como equagao
de Riccatti.

Sejay = —22 -2+ % Entao, %ﬂ% = -2 — z%j—;.
Logo, —2x — z%g—; =y + 3.
Entao,
1d 1
—295——2—Z=xy+a?3=x(y+x2) :x(—2+—> 2—2.’L‘+£
2% dx z z
Logo, 2—12% = —Z. Entao, % = —xdx, pelo que Inz = —“”2—2 +InC.

Logo, z=Ce "z, peloque y = —22 — 2+ Ke'7 .
Exemplo 436 Resolva a equagao diferencial % =@w—-1)(zy—y—x).
Resolugao

T=@-Dy-y-—2)=ay’ -y - 2y+y+or=ac+(1-22)y+ (z— 1)y
Esta equagao é uma equacao de Riccatti que admite a solugao particular y = 1.

Sejay =1+ % Entao, % = —z%%. Entao,
1 dz 9
S = z+(1-22)y+(x—1)y
1 1\*
= x+(1—2x)(1+—)+(x—1)(1+—)
z z
Entao,
dz _ 2 2 2
o = +@2z-1) (2" +2)— (@ —-1)(z+1)
x

= 22242 42— —z—a -2z + 22 +224+1
= z—a+1

Consideremos a equagao % = 2. Entao, % =dx, peloque lnz =InC + z.

Logo, z = Ce*. Seja z = C (x) e*. Entao, 2/ = C' () e® + C () €*.

Logo, C' (z)e* =1 — x, donde vem C’ (z) = (1 —x)e .

Entao,

C(z) = /efmd:r + / (—zwe ") de = —e " +xe” " — /efzd:c
= —e "4z +e "+ K=z "+ K

Logo, z = C (z) e® = x + Ke®. Entao,

1 1
4 +z +x+Keg”
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Exemplo 437 A equagdo diferencial % +xy? — (2:102 + 1) y+z3+x—1=0 admite a solucdo particular y = ax.
1. Determine a.
2. Resolva a equagado.
Resolugao

1. %a. Entéo, a + za?a? — (2x2+1)am+x3+x—120. Logo, a + a’z3 — 2a23 —ax + 22>+ —1 = 0.

Entao, a = 1.
2. %:—xy2+(2x2—|—l)y—x3—x+l

Esta equagao é uma equagao de Riccatti que admite a solucao particular y = x.

Sejay =x + % Entao, % =1- 2—12%. Entao,
1 dz 9 9 3
l— 5=y + (22 +1)y—a’—z+1
Entao,
1d d
—og = R )yt e e =t - (2004 1)+ (00 ) 2
Mas, y =z + % Entao,
dz 1\? 1
2 2 2 3 2
— = - — (2 1 -
Ir $<x+z)z ($+)<:E+Z)z +(x +x)z
= z(@z+1)7— (22° +1) (22® + 2) + (2 + 2) 2
= 2322+ 2%+ — 20322 — 2222 — 2% — 2+ 232% + x2?
= xz—2z2
Consideremos a equagao linear g—; =—z+z.
Seja % = —z. Entao, % = —dx, pelo que Inz = InC — z. Entao, z = Ce™".

Seja, z = C (z) e~ . Entao, 2/ = C' (x)e ™ — C (z) e ™.
Entao, C' (x) e™* = z, donde vem C’ (z) = ze®. Entao,

C(ﬂc)Z/xe‘”dxzxe’”—/e‘”dx:xe’”—ex—&-l(

Logo, z=C(x)e " =(ze® —e*+ K)e "=z — 1+ Ke 7.

~ _ 1 _ 1
Entao, y=z+ 3 =2+ ;97 zo—=-

13.4 Equacoes de 1* ordem nao resolvidas

Suponhamos que temos uma equagao diferencial da forma f (x,y,y’) = 0. Fazendo y’ = p, temos f (z,y,p) = 0.
Em principio, temos trés maneiras para resolver esta equagao diferencial: em ordem a p, em ordem a y e em
ordem a .

13.4.1 Equacgoes resoliveis em ordem a 3’

Exemplo 438 Resolva a equagdo diferencial x (y')2 +2ry —y=0
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Resolugao

w22
v +2ay —y=0 < y,:%—i—xy

— y =-1% 1+2
xX

— y’z—l—,/l—i—g\/y’:—l—i—,/l—i—g
x T

Cada uma das equagoes obtidas é uma equagdo homogénea.

Consideremos a equagao y' = —1 — /1 + £

Seja y = uz. Entao, ¢y = % :u—l—x%. Logo, u—|—x% = —1—+/1+ u, donde vem xg—g =—u—1—+v1+u.
U

s de _ 1 _ 1 _ o1
Bntdo, & = — ot = ~m e e = ~2 (L Vet D) X ggimdu
Logo, Inz = —2In (1 ++vu+ 1) +InC. Entao, (1 + vu + 1)2 =C. Logo, x (14 /T+ %)2 =C.
Analogamente, para a equagao y' = —1 + /1 + £, obtendo-se (1 -1+ %)2 =C.

Entdo, (1+/T+Z)° =< =0V (1 - /T+ L)’ = £ = 0. Entiio,
2

2
<1+,/1+£) —g] [(1— 1+£> —Q]:o
X X X X
2 2
(1—1—2) —€<1+2,/1+£+1+2)—9(1—2,/1+3+1+£>+C—2=o
X X X X X X X X

Simplificando, obtemos

Entao,

2 C 2 Cc? 2 4C 2C C?

Y <4+—y) = Y TS T~
x x

— P —4Cz—20y+C?=0

— (y—0)’—4Cz=0

Exemplo 439 Resolva a equacdo diferencial (y’)2 -2y +2z=0

Resolugao

Entdo, y' =1+ 1 — .

e

2
Y =1+V1l-12 < y:xqig(l—x) +C

Exemplo 440 Resolva a equagio diferencial (y')* +y> = 1.

Resolugao

Entao, y' = £+/1 — ¢2.
dy

Yy =41 —y? = d—::l: 1—y? < =+
x

dy

i

=dr <= =+ (C = *arcsiny

Logo, y = tsin (x + C).

Exemplo 441 Resolva a equagio diferencial y (y')* — 2z’ +y = 0.
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Resolugao

Entao, ¢y =

x4 /22 — 9?2 _T :L'_2
Yy

5 — L A equag@o obtida é uma equagdo homogénea, pelo que fazemos
Yy

<

a substituicao y = ux.
Entao, 3y’ = u + x%. Logo,

du 1 1 du 1—u? 1—u?
—=—1t4/= -1 <= — = +
u+$dx U u2 xda: U u?
du  1—u?2++v1—u2
< r— =
dx u
dx

U
— = du
x 1—u2++v1—u?

t

Facamos a mudanca de varidvel 1 — u? = 2. Entdo, —2udu = 2tdt, pelo que % =

u u  du
0 - gt =—In(t+1).
ra’/ku?i\ﬂﬂﬂ /t?itdt /t?itu /til n(t+1)
Logo,

nhr=-In(t+£1)+InC <= z(t+1)=C < t:g:tl
x

Mas, t = v/1 — u2. Entao,

\/l—uQZ%il = 1——=€i1 = Va?—y*=C=x

Exemplo 442 Resolva a equagio diferencial (y')* — 2y’ + 2 — y> = 0.

Resolugao
Entdo, vy =z + /22 —22+y2 =z +y.

Consideremos as equagoes iy’ = +y. Entao, % = 41, pelo que Iny = +2+C. Entao, y = Ke**. Consideremos
K dependente de z. Entao,

Y =K (z)e*+K(z)e*Vy =K' (z)e ™ —K(z)e ™

K' (z)=xe VK (z)=€"
K (z) = —we " + /eil’dw VK (z)=uze® — /exdm
K(z)=—-2e"4e 4+ C1 VK (z)=2e" — "+

1117

Logo, a solucao geral da equacao dada é
y=—-x+14+Ce*Vy=aoz—14+Cre "
13.4.2 Equacgoes resoliiveis em ordem a y
Exemplo 443 Resolva a equacdo diferencial x (y’)2 —2yy —xz=0

Resolucao
Sejap=1y = %. Resolvendo a equagao dada em ordem a y, obtemos
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Derivando, obtemos

dy p2—1+ 2px2p—2(p*—1)dp p*—1 2p*+2dp
= _— = xr _— = €T _—
b dx 2p 4p? dx 2p 4p?  dzx
o pr-1 mp2 +1dp
B 2p 2p2 dzx
Entao,
20 p*—1  p*+1dp pP’+1  pP+1ldp
_ = €T —_ =X —_—
2p 2p 2p? dzx 2p 2p2 dzx

1 x dp dp dx dp
= === =r— = —=—
2p  2p2dx p xdw T P
Entéo, Inz 4+ In C' = In p, donde se conclui que p = Cx.
Entao,
Ax? -1 22?1
=X =
Y 2cx 2c

Exemplo 444 Resolva a equagdo diferencial y = xzg (y') + h (v/').

Resolugao

Sejap=1y = %. Entdo, y = zg (p) + h (p). Derivando em ordem a x, vem

p=g(p)+x9'(p);l—];+h'(p)—

Obtivemos, assim, uma equacao linear em .

Exemplo 445 Resolva a equagdo diferencial 3 (y’)2 Y

Resolucao
2/ -1 28 —1 2 d
Entao, y = (5(2')2 T = p3p2 ac:?px—%,comp:y/zﬁ. Derivando em ordem a x, vem
_ 2. dp H-Gpogp %p 2.dp 1, 2dp
3 37 dx 9p4 3 37dx 3p? 3p3dx
Entao,
dp 1 2xdp 1 1Y\ dp
3p=2 20— — — + —— = — =214+ =)=E
e P ™ $<+p3)dx
1 341
1+ — L
— idaJ: p3dp<:>—da:: P’ dp
2 1 2 pd+1
P+ —=
p p?
1 2
S Ed:r:];dp<:>1nx+ln6’:2lnp
= Cr=p’ <= p=+VCx
2 2 1 1\°
Mas,yz;px—%. Entéo,y:jzgxx/Cm—ﬁ,ouseja, <3y+5> =4Cz3.

dp ___p—9(®
dz  xg'(p) + I (p)
/ i
e Gz _zd®)+Np
dp p—g(p)
dx g (p h (p)

!
|

223
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Exemplo 446 Resolva a equagdo diferencial x (y')2 +2zy —y=0

Resolugao
Resolvendo a equagio dada em ordem a y, obtemos y = z (i) + 2ay/.

d
Sejap =1y = d_i Entdo, y = xp? + 2xp.

d, d,
Derivando em ordem a z, vem p = 3’ = p? + 2xpd—p +2p + Qxd—p. Entao
x x

dp dp dp dp

2 o+ 202 — p—p*=2 1) — — 1)=2 1) =

p= p+xpd T2t 2 = p—p a?(p+)dl,<=> p(p+1) 96(p+)d:C
d dr 2

= —p:2x—p = _x+ —dp=0 <= Inz+2lnp=InC

dx

ﬁﬁ

=  ap?’=C <= p=+=

Entao, p = :l:%. Mas, y = z (/) + 2xy/. Entéo,

C
y:x(y’)Q—l—Qa:y’:xp2+2xp:C:t2x\/—
x

Entdo, (y — C)* = 4Cx.

Exemplo 447 Resolva a equacdo diferencial y = xy’ +1/1+ (y’)2.

Resolugao
Seja p =y = L. Entdo, y = ap + /1 + p2.
p | dp dp dp
Derivando em ordem a x, vem p = p + a:— \/1p+— Ir . Entéo, T \/1p+— i = 0. Ora,
P2 p? dx

xﬁJrL@:O = (aﬂrL)@:

V1+p? ) da

d
Entao, Ly, Logo, p = C, pelo que y = & + Ca.
dx

Exemplo 448 Resolva a equacio diferencial y =z (1+y') + (v/)°

Resolucao

Sejap=1y = dl Entdo, y = = (1 + p) + p*.

Logo, derlvando em ordem a x, vem p=1+p+ :E —|— 2p
Entao, acdp + 2pdp = —1, donde vem z + 2p = —Z—ﬁ.

Entao, x + 2p = d; Logo, ‘é—; + 2 = —2p. A solugdo geral da equagdo homogénea é x = Ce™P.
Seja x = Ap + B, uma solugao particular. Entdo, A+ Ap + B = —2p. Logo, A = —2,B = 2.

A solucao geral da equagao completa é x = Ce ™ — 2p + 2.

Logo,

(Ce™” =2p+2) (14p)+p° =Ce™? —2p+2+ Cpe? — 2p* + 2p + p*
= Ce P+Cpe?—p*+2

<
|

Entao,
r=CeP+2—-2p
y=Ce P+ Cpe?—p>+2

A funcao fica definida por equagoes paramétricas.
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13.4.3 Equacoes resoliiveis em ordem a

Exemplo 449 Resolva a equagio diferencial z (y')° — 2yy’ — x =0

Resolugao
Sejap=1y = %%. Resolvendo a equacao dada em ordem a z, obtemos

2y’ 2py

W) -1 -1

Derivando em ordem a y, vem

d 2 d
1 do (20+20) P —1) =20y x 2L 5, 2y (1) —4p’y dp

_— —— = +
p o dy (p? —1) p?—1 P-1> dy
Entao,
y(—p*-dp 1 2p 2y(P*+1)dp _ 2p 1
T o 2 du n 2 — 2 g 2 5
(p2-1° dy p p*—1 (p2-1)°dy p*—-1 p

2y(P*+1)dp _ 2p° —p° +1

< =
(p2—-1)72 dy  (pP*—1)p
2 (p? +1 24+1d
= (P; >dp:p +io
p*—1 Py
2 d
— P dp:—y
p?—1 Yy

Logo, In (p2 — 1) =Iny +InC, donde se conclui que p> — 1 = Cy

Substituindo na equagao dada, temos x (1 + Cy) — 2yy/1 + Cy — z = 0, ou seja, Czy — 2y/1 + Cy = 0.
— _ : _ C%%—-4

Logo, Cz = 2/1+ Cy, ou C?2? = 44 4Cy, ou ainda, y = S

13.5 Equacoes de ordem superior a 1¢
J& resolvemos as equagdes diferenciais lineares com coeficientes constantes. Vejamos outros exemplos
2

Exemplo 450 Resolva a equacdo diferencial y"' = x

Resolugao . s ) ,
y'=2* = yY'=%+4C = yY=5+Cz+C, = y=5+C1% +Cx+Cs

Exemplo 451 Resolva a equagio diferencial y"' = 1
Resolugao
" 1 "
yr=o = y =lhz+C
1
e y’:/llnxdx+01x+02:xlnx—/xx—da:+013:+02
x
= Yy =xhr—2+Ciz+Cy=zlnz+ (C; —1)z+Cy
x? x? x?
e [ _nz
= y 5 nx /QIde_F(Cl ) 5 + Cox + Cs
2 2 2
- y:x—lnx—x——l-(C’l—l)x——i-ng—i—Cg
2 4 2
22
= y:7lnx+K1x2+K2x+K3
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Exemplo 452 Resolva a equacdo diferencial y'"' = I% +sinx
Resolugao
1
"= — +sinz = "=—-=—cosz+C; = y = —Inzdr —sinz + Ciz + Cs
T T
22
= y= —/1ln$+c08$+017+02x+03
22
= y= —xlnx—&—/ldm—I—cosx—I—Cl? + Cox + Cjs
22
= y= —ajlna?—&—x—l—cosx—i—Cl?—i—C’gx—i—Cg
= y=—xlnz+cosx+ K22 + Koz + K3
Exemplo 453 Resolva a equacdo diferencial 3" = xe®.
Resolugao

y" =z = y”:zemf/ezdx:zemfem+cl:(:rfl)em+6’1
!

= Yy =(x—-2)e"+Ciz+ Cy

2
T
- y=($—3)€x+C17+02x+C3

Exemplo 454 Resolva a equagio diferencial y"' = 2.
Resolugao
2
y/”: E - yHZZIIl.’E—‘rCl
2
= y’z?mlnxf/—xd:r+clz+02:2x1nx72m+6’1x+6’2
x
2 2
= y:xQIDx—/%dm—xQ—I—Cl%—|—C'29U—|—C’3
2 a? 2 a?
= y==x lnx—E—x +C17+C’2x+C3
2 z? 2 2
= y==z ln:p—?—x + Kz + Koz + K3

Exemplo 455 Resolva a equagdo diferencial (x 4+ 1)y" — (x +2)y' +z+2=0.

Resolugao
A equacao dada é uma equacao linear. Podemos substituir ¢ por z, embora tal ndo seja necessario. Entao,
obtemos 2’ = ’;—ﬁz - i—ﬁ
Consideremos a equagio 2z’ = 222, Entdo, Z;/ = =42,
2 ! 1
Z = i::—_lz = Z;:l_i_—x—&—l = Inz=z+n(z+1)+InC = 2=C(z+1)€"
Consideremos C = C' (z). Entéo, z = (z + 1) e”C (x). Logo, 2’ = e"C (2)+ (z + 1) e*C () + (z + 1) e C’ (x).
Logo, (x +1)e*C’ (z) = —i—ﬁ. Entao, C' (z) = —(ﬁ_:rf)Q e .
z4+2 _ _A B _ Axz+A+B x _ _
Mas, wt1)? o T e = (er1)? Entdo, A= B =1.
Logo,
1 1 1 -1
Cz) = —/ + 5 | e Fdr = —/ e Ydx + / ———e “dx
z+1  (z+1) z+1 (z+1)

1 1 1
_ —zq - —_e %) d
/erle $+z+1e /erl( € ) o
1
g -T K
x+1e T




13.5. EQUACOES DE ORDEM SUPERIOR A 14

Entdo, z=(x+1)e*C (z) = (x +1)e® (%He_w —i—Kl) =1+ K (z+1)e".

Entéo,yz/ldm—&—/Kl (x+1)e*de =z + Ko + Kyze®.

13.5.1 Equacao de Euler

Equacao de Euler é uma equagao diferencial da forma

n dny n—1 d"_ly
(ax +b) Ton +A,_1(ax+Db) T

d
+~--+A1(ax+b)d—i+Aoy=f(x)
A equacio anterior resolve-se por meio da substituicio az + b = €.

Exemplo 456 Resolva a equagdo diferencial :EQ% + $%Z— —y=uzlnz.

Resolugao
0 ot fo dr ot dt i dy _ dy o dt _ ,—tdy
Seja x = e'. Entao, 5f =€’ e 9t =e™". Logo, g% = ¢¢ x o+ = e "¢, E, agora, vem

Py d(dy\_d( _dy\_d [ _dy\ dt
2 de\dz) ax\ @) " @ \® @) iz
_ _dy  _, d%y _o [Py dy
_ t _ t_ t_ — 2t - g 2
- < T ¢ dt2  dt

Substituindo, na equacao inicial, temos

Py dy dy d*y
2t —2t t —t g4t g4t
e (%a heeTg YT g s

Consideremos a equagao % —y = 0. A equagdo caracteristica é M —1= 0, cujas raizes sao £1.
Entéo, a solugado geral da equagao d—i} —y=0¢éy=Cret + Coe.
Seja y, = (At + B) te' = (At* + Bt; el.
Entdo, e = (At® + 2At + Bt + B) ¢! = (At> + (2A + B)t + B) ¢'.
E S8 — (A2 + (2A4+ B)t + B+ 24t +2A+ B) ¢! = (A + (4A + B)t + 24+ 2B) ¢'.
Logo, (At? + (4A+ B)t +2A 4 2B) e’ — (At? 4+ Bt) ' = te.
Simplificando o primeiro membro, obtemos (44t + 2A + 2B) e* = tel.
4A=1 A=1

5 4 5 (142 _ 1) ot
Entao, { 94+ 9B =0 , pelo que { B:7% . Entao, y, = (4t 4t)e .
A solugao geral da equagao $2§—i’% tal —y=glnzéy=Coet+31 (2 —t+4C) e
E claro que podemos substituir 4C; por C;. Logo, y = Cae™t 4 i (t2 —t+ 401) et.
Mas, t = Inx, pelo que vem

T
. +Z(1n2x—lnx+01)

Y

Exemplo 457 Resolva a equacdo diferencial 372%% — 23@% +2y=z+2>+2%2Inz.

Resolugao
Seja x = e!. Entdo, 22 = ¢! e &£ = ¢!, Logo, % = % x 4t — e’t%. E, agora, vem

Py _d (dy\_ (LY _dy
de?  dx \dr) a2 dt
Substituindo, na equagao inicial, temos

d? d d d? d
e2le2t <Wg — d—i) — Qete_td—?z +2y =€ + e +te? —= ¢y _ 3_y + 2y = et +te? 4 e3¢

227
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Consideremos a equagao dt2 3—3 —|— 2y = 0. A equacgdo caracteristica é N —3X+2=0, cujas rafzes sao 1 e 2.

Entao, a solugao geral da equagao =4 d 4 3l +2y =06y =Cret + Cre?
Seja y, = Ate’ + (Bt + C) b2+ Dedt = Afet + (Bt? + Ct) e*' 4 De™.

Entao, dgtp = (At + A) €' + (2Bt* + 2Ct + 2Bt + C) e* + 3De?".

]Eag._(At+2A)e—+(489—%4Ct+4Bt+26“%4Bt+26“+2B)¥t+9lw“.
Entdo, T4 = (At +24) ¢ + (4Bt> + 8Bt +4Ct + 2B + 4C) ¢* + 9D

E podemos formar o seguinte quadro para facilitar os calculos:

tet €t t2 €2t tth €2t €3t
A 2A 4B 8B+4C | 2B+4C | 9D
—-3A | —-3A | —6B | —6C' — 6B -3C —-9D
2A 0 2B 2C 0 2D
0 —A 0 2B 2B+ C 2D
Logo, vem
—Ae' — 2Bte* + (2B — C) e* + 2De* = ¢! + te*! + e
2B =1 B=1
5 2
Entao, OB+ C =0 donde vem c=21"
2D =1 D=1
Entao,

1 1
yp = —te' + (§t — 1) te?! + 563’5

—te! + (Bt? + Ct) ¢** + De?t
2
A solugéo geral da equacao ‘(ilté’ — 3dy +2y = el +te? et e

1 1.
y = Cre' +Coe® —te' + <§t — 1> te2t 1 563t
t Lo 2t L 3
= (Ci—t)e' + Et —t+Cs e +§e
Mas, x = e?, pelo que t = Inx. Entdo, a solucio geral da equacio xQ — 21‘41 +2y=x+23+2%Inx é
1 1
=z (Cy —lnx) + z? (§1n2x — 111.’17—‘1-02) + §x3

Exemplo 458 Resolva a equagio diferencial 2 (z + 1) % —(z+1) % +y=n=z.

Resolucao
Seja x + 1 = e'. Entdo, % = ¢t e 4L = ¢, Logo, & = % x 4L :e_tdy E, agora, vem

Py _d(dy\ _ Ly (dPy dy
dz?  dx \dz ) dt2  dt

Substituindo, na equacgao inicial, temos

o [Py dy _,dy Py _dy
2¢?te 2t<w—a> ele tdt+y—e—1<:>2ﬁ—35+y:et—l

Consideremos a equagao 24y dt2 3—E +y = 0. A equacgao caracteristica é A2 —3\+1= 0, cujas raizes sao 1

[¢]
[

Entdo, a solucdo geral da equacio 244 dt2 3d +y=0¢y=Chel + Ches.
Seja y, = Ate! + C. Entdo, 22 = (At + A)e t E Ly — (At +24) ¢t
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Logo,
2(At+24)e' —3(At+ A)e' + Ate' + C=¢' -1 <= Ae'+C=¢e" -1

A=1 . s
Logo, { C—_1 " Entao, y, = te’ — 1.
A solugao geral da equagao 2% = 3% +y=ec —1¢
y201€t+02€% +tel —1=(Cy +t)€t+02€% -1

Mas, z + 1 = ¢ ¢ t = In (z + 1). Entdo, a solugao geral da equagio 2 (z + 1)* % —(z+1) %ﬂ% +ty==xé

y=(Cr+t)e +Che? —1=(x+1)[Ci+In(z+1)]+Covz+1-1

Exemplo 459 Resolva a equacio diferencial 2 (z + 1)° % —(z+1)° % +@+1y==z.
Resolugao
2
A equacdo dada é equivalente a 2 (z + 1)* % —(z+1) % +y=5
- ; 2y 4Ly 0. cuia soluc ,
’ 2 - Y
No exemplo anterior, resolvemos a equagao 2 (z +1)° =% — (z + 1) 3£ +y = 0, cuja solugdo geral &

y = Cre! + 026%
-1
Y x4+1 T et )
Seja y, = Ae~t + C. Entdo, 4y, = —Ae~t e Loy, = Ae~.
Logo, Q%yp —3Ly, +y, =24t +34e P+ Ade T+ C=1—¢€".
i

com xz + 1 = et. Entao =1—et

Entéo, { éz 1_6 , pelo que y, = —2e 7t + 1.
Entdo, y = Che! + Coe? — +e~' 4+ 1. Entédo
1
y:C1($+1)+CQ\/$+1_7+1

6(x+1)
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Capitulo 14

Sistemas de equacoes diferenciais

Observacao sobre o cdlculo de e, onde A é uma matriz quadrada:
Seja A uma matriz quadrada. Vejamos como calcular e”:
Sabemos que
. I2 I3 "
e :1+x+§+§+--~m+“~

Por isso, é natural apresentar a segunite definigao:
1 1 1
e =T+ A+ AP+ AP+ AT
2! 3! n!

Estamos a supor que A é uma matriz quadrada, para que possamos calcular as poténcias de A.
Em geral, € dificil calcular as sucessivas poténcias de A.
Se a matriz A for diagonalizavel, teremos A = PDP~!, pelo que A™ = PD"P~!. Entdo,

1

1 1
et = THA+ AT AR A
2! 3! n!

1 1 1
PIP™'+PDP' + §PD2P—1 + §PDSP—1 +--—=PD"P7! 4.

1 1 . 1
= P<I+D+—D2+—D3+-~—D"+~-~)P1
2! 3! n!
O problema transformou-se em saber calcular I+ D + %D2 + %D?’ +- .- %D" +---, ou seja, e, com D matriz
diagonal.
. 2 0 D
Exemplo 460 Seja D = 0 3l Calcule e* .
Resolugao
1 1 1
e? = I+D+=-D*+=D3+...=D" +...
2! 3! n!
(1 0 2 0 1022 o0 1022 o0
= o 1] * [0 3} o {0 32} T3 {0 33} L
B R R < 0
= 2 3
I 0 1+3+5+3 4+
e 0
o 10 e?
M 00 e 00
Logo,se D= [0 Xy O|,entdoe? =0 e* 0
0 0 X 0 0 e
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o’ (t) =y (t) + 2 (t)
Exercicio 461 Resolva o sequinte sistema de equagdes diferenciais < y' (t) =z (t) + z (¢)
Zt)=z(t)+y(t)
Resolugao
=y+z
O sistema anterior costuma escrever-se { 4 =x + z , com z,¥, z funcoes de t.
Z=x+y
Entao,
2]’ x’ 0 1 1| [z y+z
yl =y =11 0 1| |y| = |z+=2
z k4 1 1 0f |z T+y

De forma andloga & equacdo diferencial 3/ = ky, cuja solucio ¢ y = CeF®, temos que a solucio do sistema

0 1 1
2]’ 01 1| |z x (il 01
yl =1 0 1| |yl eyl =eltt 1 0O
z 1 1 0| |= z
0 1 1
Seja A= |1 0 1| e determinemos os valores préprios de A:
110
A 1 1 -2 0 1 A 0 1
1 =X 1 = 1 =A=-1 1|=]|2 0 1—A
1 1 =X 1 A+1 0 =) 1 A+1 =X
—A 1

—(/\+1)’ 5 1/\’=—(A+1)(—>\+>\2—2)
= -+ (¥ -r-2)

De |[A—M|=0,vem A=—-1VA -A—-2=0,0ouseja\=—-1VA=—-1VA=2

Vectores préprios associados a A = —1:
1 1 1| |=x 0 r+y+z 0
1 1 1| |y = 0l & |z+y+z| = |0
1 1 1| |z 0 rT+y+=z 0

S rz+y+z=0&z=—2—y

Este subespacgo préprio tem dimensao 2, valor igual & multiplicidade da raiz —1.
Dois vectores préprios linearmente independentes: (1,0,—1) e (0,1, —1).
Vectores proprios associados a A = 2:

2 1 1 T 0 —2r+y+=z 0
1 -2 1 y| =10 < z—2y+z | =10
1 1 =2 [z 0 r+y—2z 0
—2z+y+2=0 z=2r—y
= r—2y+2z=0 ¢ z—-2y+2x—y=0
r+y—2z=0 rz+y—22z=0
z=2x—y z=z
& 3r—3y=0 S y==z @{z:x
z+y—22=0 0=0 y==2

Um vector préprio: (1,1,1).



1 0 1 1 0 1 1 0 1 11
Entao, P=| 0 1 1], tendo-sedetP =10 1 1j=10 1 1 —'_1 9
-1 -1 1 -1 -1 1 0 -1 2
Logo,
11 0 1 o 11"
-1 1 -1 1 -1 -1
S O U T R I B
3 -1 1 -1 1 -1 -1
0 1 1 1 1 0
ot 0 1 0 1
f2 -1t 2 -1 -1
= g -1 2 1 :§ -1 2 -1
_—1 -1 1 1 1 1
2 1 17
_ |2 2 d
ERI S
3 3 3
1 0 1][-1 0o o][2 -3 —%
Logo, A=PDP™ =10 1 1] |0 -1 0| |—3 % —5 |, tendo-se D =
1 1
-1 -1 1f|o o 2/ & I 1
Entao,
(1 0 1]fet 0 o0][2 % -4
3 3
etA:OIIOe_tO—%%—g
-1 -1 1|0 0 e*| |3 3 3
(et 0 2] [2 -1 _1
_ |0 et el | 2 _d
et et 2| |10
L 3 3 3
r2 —t 1.2t 10—t 1,2t 1,—t 1.2t
ze "+ 3e —3z¢ "+ 3¢ —sze "+ 36
— —%67t+%62t %eft_’_%th _%eft_'_%th
__567t+§62t _%eft_'_%th %eft_’_%th
A solugao é dada por
x [ Zet 4 le2t  _Lletyp le2t _le—ty 1267 [y
3 3 3
yl = 47%e*t+f%e% 2ot 4 Le2t ‘*§€7t+’§€% Csy
z |—3e7 !+ 3e* %e*t+fle% %e*t%f%e% Cs
r2c 1 2% 1C 1 2%t 1C 1 2
G TR g T T T 0
= —5—}-+§C €2t+§gt2'—|—§c €2t—§g:‘—|-503€2t
=35+ 3C1e* — 252 + 105 + 25 4 205
r2C,-Cy—Cs —t | C1+Co+Cs 2t
3 e "+ 3 e
_ —C14+9Co=C o —t | C14Cr+Cs5 2t
—01—824-203 €7t + C1+32+03 €2t
L 3 3
T = 201—?2—03 et o+ C1+C:2+C3 e2t
Logo, y = —C1+ C2—Cae—t+ C1+C2+C362t .
y = —C1—32+203 et + Ci+ 32+C3 e2t
Outra resolugao
o =y+z -y =y—=w (x—y) =—(z
y=z+z & - =z—=x e (z—2)=-(z -
d=x4y oy 2 =22+ 2y + 22 (x+y+2)=2(

‘_3.
-1 0
0 -1
0 0
- y)
)
x4+y+2)
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Logo,

x—y= Ae?
r—2=Be ! &
T+y+z=Ce*

y=1x— Ae~t

z=x2— Be™t

r4+ax—Ae t+a — Bet = Ce?
et 4 Bet 4 L2t gt

y=4

N { z= %e‘t—i— ée_t—i— éem — Bet
A
3

Tr = 5

3
_ —2§+Be—t + Ce2t
_ A- Be—t+%62t

i
ISE S

a' () =y (t)+2(t
Exercicio 462 Resolva o sequinte sistema de equagdes diferenciais { y' (t) =z (t) + 2 (t) + 3e~*
Z(t)=z)+y()
Resolucao
¥=y+z =2 =—(x—2)
yY=x+z+3t &< y=x+2z+3"
Z=x+y ¥ty +2=2(x+y+z2)+3e"t

Consideremos a equacdo diferencial u’ — 2u = 3e~*. A solucdo geral da equacdo homogénea é u = Ae?*. Seja
u, = Ke™'. Entdo, u;, = —Ke™", pelo que devemos ter —Ke™* —2Ke " = 3e~". Logo, K = —1, pelo que a
solucdo geral da equacdo completa é u = Ae* — e,

Entdo, x +y + 2 = Ae?* — et

Consideremos (z — z)' = — (z — 2). Seja v' = —v. Entflo, v = Be*. Logo, © — z = Be™*.

Logo, x =z+ Be te z+ Be t +y+ 2= Ae? — et

Entdo, y = —2z + Ae? —e ™t — Be ™! = -2z + Ae? — (B +1)e t.

Logo,

Y =x+y=z+Be ' —224+A* —(B+1)e ' =—z—e ' + Ae*

Entdo, 2’ + 2z = —e~t + Ae*.

Solugao geral da equagao homogénea: z = Ce™". Seja z, = Dte™" 4 Fe*'. Entao, z, = De™" — Dte™" +2Fe*,
pelo que devemos ter De~! — Dte™t + 2Fe? + Dte™! 4+ Fe? = —e~t 4 Ae?!.

Logo, De™t + 3Fe* = —e~* 4 Ae?, donde vem D = —1 A F = 4.

Entdo, z, = —te ! + 4e* e 2 = Ce™t —te ! + 42

Agora, temos

24
y = —2z+Ae* —(B+1)et=-20e"+2te " — ?e% +Ae* —(B+1)e!
A
= —(2C+B+1)e"+2te "+ ge%
De £ = 2z + Be™t, vem

A A
r=z+Be '=Cet —te '+ —e* + Be ! = ge% +(B+C)et —tet

3
Entao,
z=4e*+(B+C)et —te?
y=—(2C+B+1)et +2te7t + e

z=Cet —te t + %e%
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Outra resolugao

T ' 0 1 1] [= 0 Y+ z
yl =y =11 0 1| |y| + |3 = |xz+2z+3e"
z 2 1 1 0] |z 0 x+y
2]’ 0 1 1| |= Y+ z
Jé resolvemos |y| = |1 0 1| |y| = |x+2]|.
z 1 1 0f |z Tty
A solugao obtida foi
T = 201 -C>—C3 et 4+ C1+C:;2+C3 e2t
y = —C142C>—C3 et 4+ C1+C2+C3 e2t
y = *01*§2+QC3 et + C1+C§2+C3 e2t
T, Ate™? z,]’ Ae~t — Ate™t
Seja |y, | = |Bte ™+ Ce™"|. Entao, |y, | = |Be ' —Bte !t —Ce™"|.
Zp Dte? Zp De~t — Dte™t

Logo, devemos ter
Ae t — Ate™t = Bte™! + Ce~ ! + Dte?t
Be™t — Bte™! — Ce™t = Ate™! + Dte™t 4 3e~?
De=t — Dte™t = Ate™! + Bte=! + Ce ™!

Entao,
A=C
—-A=B+D A=C A=-1
B-C=3 N D=C N D=-—
—-B=A+D B=3+4+C B=2
D=C 3C+3=0 Cc=-1
-D=A+B
Logo,
zp —te™t
yp | = |2te”t —et
Zp —te™?

Finalmente, temos
— 201*%'2*03 et 4+ C1+C;’2+C§ e2t _ pe—t
— 7CI+(027C3 et + C1+Q2+C3 e2t 4+ 2et — et

—Cl—(§2+203 et & Cl‘i'c;z-‘rczs e2t _ et

z =

2’ =3z — 3y

o= dr—3y com z(0) =4 ey (0) =6.

Exercicio 463 Resolva o sequinte sistema de equagoes diferenciais {

Resolugao
{ 4z’ = 12z — 6y

3
’_ / _ _°
3y = 122 — 6y =4z’ = 3y :>4x—3y+4C:>33—4y+C

Entao,
y =3y +4C -2y =y +4C

Logo, y = Ae' —4C e v = 3 (Ae’ —4C) + C = 2 Ae! — 2C.

3 4.t

L x=3Ae"+C
Resposta: y = Aet +2C VA, C eR

3A+C =4 3A+4C =16

1 ~ _ _ . . _
Logo,{ A+2C—6 ,dondevem{ A—6-_9C . Entao, 18 — 6C' + 4C = 16, donde se conclui que C =1

e A=4.

L x=3et+1
080, y=4det +2 °

Outra resolugao



236 CAPITULO 14. SISTEMAS DE EQUACOES DIFERENCIAIS

=[S

_3
Entao, i =e!B, com B = {3

2
4 =2\
Calculo dos vectores préprios da matriz B:

’:o & —6-3A+22+X+6=0

s MNoA=0eA=1VA=0

& z=3
Um vector préprio é (3,4).
3—%915:0@330—%3;:0
4 =2| |y 0 4o — 2y 0
& y=2
Outro vector préprio (ndo colinear com o anterior) ¢ (1,2).
A matriz diagonal correspondente é D = (1) 8]

Entao, P = E 5], pelo que det P =6 — 4 = 2.

T -
2 -4 2 -1
-1 _1 1
Logo, P —2[1 3] —2[4 3|

Ora,
g L[3 1]Jeh 0] ]2 -1
T 34 2o 1|4 3
173 1] [2et —ef
T o204 2] |4 3
_ lJ6ef—4 —3e'+3
T2 (8ef =8 —4e' +6
_ [3et—2 —3et+3
T |4et -4 —2et +3
Logo, . ) . )
x| _[3e'—2 —3e'+3][A] _ [3Ae’ —2A—3Be' + 3B
y| — |4et —4 —2et+3| |B|  |4A4e’ —4A —2Bet + 3B
Entao,
8A—-24-5B+35B] _[4] | [A] _[4
4A—-4A—-2B+3B| |6 B| |6
Logo,

z| [ 12e'—8—9¢'+9 |  [3el +1
y| = [16et — 16 — 12! + 18] = |4e! 42
z=3e"+1

Ouseja,{ y=det 42



Capitulo 15
Grupdides, Semigrupos e Grupos

Definigao 464 Grupdide é um par ordenado (A,0), onde A é um conjunto nao vazio e 0 é uma operagio bindria
definida em A, ou seja, 0 é uma aplicacio de A% em A.

Alguns exemplos de grupéides:
(N7 +) ’ (Z7+) ) (Qu +) ) (R7 +) ) ((Cv +) ’ (Nu X) 9 (Z7 X) 9 (Q7 X) ) (R7 X) 9 ((Ca X) ) (Zv _) ’ (Q7 _) ’ (Rv _) ’ ((Cu _)
Definicao 465 Um grupdide (A,0) é comutativo se 0y = ybz,Vr,y € A.

Todos os grupdides acima apresentados sao comutativos.
Alguns exemplos de grupéides nao comutativos:

(Q+7 +) ) (R+7 +) 7M2><2 (Z) 7M2><2 (R) 7M2><2 ((C)
M5 (X) representa o conjunto das matrizes com n linhas e n colunas e cujos elementos pertencem a X.

Definicao 466 Um grupdide (A, 0) tem elemento neutro se existir um elemento u € A, que verifique as condigdes
uba = abu = a,Va € A.

Exemplos de grupéides com elemento neutro:
(Zu +) ) (Q7 +) ) (R7 +) ) ((Ca +) ) (Nu X) ) (Zu X) ) (Q7 X) ) (Ru X) ) ((C7 X) 7M2><2 ((C)
Exemplos de grupéides sem elemento neutro:

(QF, ), (R*, =), (R\{0},+),(2Z, x), (2N, +)

Definicao 467 Seja (A,0) um grupdide e seja B um subconjunto ndo vazio de A. Diz-se que (B,0) é um
subgrupdide de (A,0), se bifby € C, Vby, by € B, isto é, se o conjunto C é fechado para a operagio 0.

O conjunto dos nimeros naturais pares é fechado para a adi¢ao, pelo que (2N, +) é um subgrupdéide de (N, +).
O conjunto dos nimeros naturais fmpares é fechado para a multiplicagdo, pelo que (1 + 2N, x) é um sub-
grupdide de (N, x).

Definicao 468 Sejam (A, 0) e (B, ) dois grupdides e f uma aplicagio de A em B. Diz-se que f é um isomor-
fismo de (A,0) em (B, ), se f é bijectiva e satisfaz a condi¢io f (x0y) = f(z)of (y),Vr,y € A. Diz-se que
(A,0) é isomorfo a (B, p), se existir um ismorfimo de (A,0) em (B, ).

Proposigao 469 Sejam (A,0) e (B, p) dois grupdides tais que f é um isomorfismo de (A,0) em (B, ). Entdo,
f=1 é um isomorfismo de (B, ) em (A,0).

Prova. Sejam by,bs € B. Como f é sobrejectiva, existem a1, a2 € A, tais que by = f (a1) e ba = f (az). Como f
¢é injectiva, a1 e ag sao Unicos.

Entao, f~" (bipbz) = f~1 (f (a1) ¢f (a2)) = [~ (f (a10a2)) = a10az = f~1 (b1) 071 (b2).

E claro que f~! ¢ uma aplicacdo bijectiva de B em A, o que termina a demonstracio. M
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Proposicao 470 Sejam (A,0) e (B, ) dois grupdides tais que f é um isomorfismo de (A,0) em (B,p) e u é
elemento neutro de (A,0). Entdo, f (u) é elemento neutro de (B, ).

Prova. Seja b € B. Entéo, existe a € A, tal que b = f (a). Logo, bof (u) = f(a) ¢f (u) = f (abu) = f(a) = b.
Analogamente, f (u) pb= f (u)¢f (a) = f (uba) = f(a) =b. B

Proposigao 471 O elemento neutro dum grupdide, se existir, é dnico.

Prova. Sejam u,v € A dois elementos neutros do grupéide (A, §). Entdo, u = ubv, porque v é elemento neutro.
Mas, ufv = v, porque u é elemento neutro. Entao, u =v. m

Proposicao 472 Sejam (A,0) e (B, y) dois grupdides tais que f é um isomorfismo de (A,0) em (B, ) e (A,0)
é comutativo. Entdo, (B, ) é um grupdide comutativo.

Prova. Sejam by,bs € B. Entao, existem aj,as € A, tais que by = f (a1) e by = f (ag).
Logo, bipby = f (a1) ¢f (a2) = f(a10a2) = f (a20a1) = f(a2) pf (a1) = baybi. m

Defini¢ao 473 Semigrupo é um grupdide (A, 6) em que a operagio 0 verifica a propriedade associativa, isto é,
(20y) 0z = 20 (ybz) ,Va,y,z € A.

Exemplos de semigrupos:
(Z,4),(Q,4), (R, +),(C,+), (N, %), (Z, x),(Q, %), (R, x), (C, x), Max2 (C)
Exemplos de grupéides nao associativos:
@ +), (R, +),(Z,-),(Q-),([R,-),(C,-)

Proposicao 474 Sejam (A,0) e (B, p) dois grupdides tais que f é um isomorfismo de (A,0) em (B, p) e (A,0)
é semigrupo. Entdo, (B, @) também é semigrupo.

Prova. Sejam by,be1,b3 € B. Entdo, existem aj,as,a3 € A, tais que by = f(a1), ba = f(az) e bg = f(a3).
Entao,

(bipb2) @bz = (f(a1) pf (a2)) ¢f (a3) = f (a10a2) ¢f (a3) = f ((a16az) Oas) = f (a10 (azba3))
[ (a1) ¢f (az0az) = bip (f (a2) pf (a3)) = bip (baipbs)

Est4, assim, terminada a demonstragao. m

Proposicao 475 Sejam (A,0), (B,) e (C,v) trés grupdides tais que existe um isomorfismo f de (A,6) em
(B, ) e um isomorfismo g de (B, ) em (C,1). Entdo, existe um isomorfismo de (A,0) em (C,).

Prova. Consideremos a aplicagdo go f, de A em C. Sejam a1, as € A, tais que a; # as. Entdo, f (a1) # f (a2),
pois f é injectiva. Logo, g (f (a1)) # g (f (a2)), pois g & injectiva. Entdo, go f (a1) # g o f (az2), donde se conclui
que g o f é injectiva.

Seja ¢ € C. Entao, existe b € B, tal que g (b) = ¢, uma vez que g & sobrejectiva. Mas, como f é injectiva,
existe a € A, tal que f( ) =b. Entéo, c=g(b) = g(f(a)) =go f(a). Entdo, go f é uma aplicagdo bijectiva de
Aem B.

Sejam a1, as € A. Entéo,

(go f)(ar1baz) = g(f(a10az)) =g (f (a1)pf (az)) =g (f(a1)) g (f (az))
(go f)(a)v(go f)(a2)

Logo, g o f é um isomorfismo de (A4,0) em (C,v). ®

Proposicao 476 Seja (A,0) um grupdide. Entao, a aplicagdo Ia, de A em A, definda por I, (a) = a,Va € A, é
um isomorfismo.
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Prova. Dado a € A, temos que a = I4 (a), pelo que I4 é sobrejectiva. Por outro lado, sejam a1, a2 € A, tais que
a1 # az. Entao, I4 (a1) # 14 (az2), pelo que 14 é injectiva. Entao, I4 é uma aplicagio bijectiva de A em A.
E, finalmente, temos 14 (a16az) = a10as = (14 (a1)) 6 (14 (a2)), o que termina a demonstragio. ®

Proposigao 477 A relacao de isomorfia entre grupdides é uma relagao de equivaléncia.

Prova. Relagdo de isomorfia significa "ser isomorfo a". Relagdo de equivaléncia é uma relagao reflexiva, simétrica
e transitiva.

Seja (A, ) um grupéide. Entao, (A, 6) é isomorfo a si préprio, pois a aplicagdo identidade (I4) é um isomor-
fismo de (A,0) em (A,0). Logo, a relagao de isomorfia é reflexiva.

Sejam (A,0) e (B, ) dois grupdides tais que (A4, 0) é isomorfo a (B, ). Entdo, existe um isomorfismo f, de
(A,0) em (B, ). Entdo, f~1 é um isomorfismo de (B, ¢) em (A,0). Logo, (B, ) ¢é isomorfo a (4,60). Logo, a
relacdo de isomorfia é simétrica.

Sejam (A4, 60), (B,p) e (C,1) trés grupdides tais que (A, 6) é isomorfo a (B, p) e (B, ) é isomorfo a (C,v).
Entao, existe um isomorfismo f de (A,0) em (B, ) e um isomorfismo g de (B, ) em (C,v). Entdo, go f é um
isomorfismo de (A, ) em (C, ), pelo que (A4,0) é isomorfo a (C, ). Logo, a relagao de isomorfia é transitiva.

Entao, a relacdo de isomorfia (entre grupsides) é uma relagdo de equivaléncia. m

Exemplo 478 Consideremos o conjunto R e a opera¢ao bindria 0, definida por x0y = x + y + 3,Va,y € R.
Vejamos algumas propriedades da operagao 6:

Em primeiro lugar, se z,y € R, entdo = + y + 3 € R, tendo-se que, fixando x e y, o resultado de x +y + 3 ¢
tnico. O conjunto R é fechado para a operagao 0. Ora, ydr =y+x+3 =z +y+ 3 = z0y,Vz,y € R, pelo que
(R,0) & um grupéide comutativo.

(x0y)0z=(r+y+3)0z=(r+y+3)+2+3=x+y+2+6
20 (ybz) =0 (y+2+3)=c+(y+2+3)+3=x+y+2+6

Entdo, (x0y) 0z = z6 (yfz) ,Vx,y,z € R, pelo que a operagdo 6 é associativa, ou seja, o grupdide (R,0) é
semigrupo, o qual ja vimos que é comutativo.

Haverd elemento neutro para a operacao 7 Suponhamos que z6u = z = ufz,Vr € R. Como a operagao 0 é
comutativa, basta-nos considerar a equagao rfu = x. Ora,

Por outro lado, temos {

u=2 <— rz4+u+3=xu=-3

Entao, —3 é elemento neutro para a operagao 6.
Vamos resolver a equagao zy = —3, em ordem a y:

Wy=-3ecr+y+3=-3cy=—x-6

Entao, 20 (—x — 6) = a0 (—x — 6) = —3,Vz € R. As duas igualdades anteriores significam que —z — 6 é o
oposto de x, para a operacao §. Podemos também afirmar que todo o elemento z € R tem oposto (em R) para a
operagdo 6. Tal significa que todos os elementos de R sdo regulares (para a operagao 6).

Defini¢ao 479 Seja (A, 0) um grupdide com elemento neutro u. Um elemento a € A tem oposto para a operagdo
0, se existir um elemento x € A, tal que x0a = u A abx = u. Um elemento regular é um elemento (de A) que tem
oposto para a operacgdo 6.

Definigao 480 Grupo é um semigrupo com elemento neutro em que todos os elementos sdo requlares.
Exemplo 481 O grupéide (R,0), acima referido, em que z0y = x +y + 3,Va,y € R, é um grupo comutativo.

Exemplo 482 (Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+), (Q\ {0}, x), (R\ {0}, x), (C\ {0}, x) sdo grupos comutativos.
O conjunto das aplicagoes bijectivas de {1,2,3} em {1,2,3}, algebrizado com a operagdo composicdo de aplicagoes,
é um grupo nao comutativo.

Observacgao 483 A operacio composicao de aplicacdes é associativa.

Observagao 484 Num grupo, podemos considerar trés operacées: uma operacdo bindria que é a operacao que
define o grupdide, uma operagdo nuldria que consiste na firagdo dum elemento com propriedades particulares (o
elemento neutro) e uma opera¢do undria que consiste em fazer corresponder a cada elemento do grupo o seu
oposto.
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Observagao 485 Muitas vezes, ao falarmos dum grupo comutativo, em abstracto, utilizamos a linguagem aditiva.
Assim, referimo-nos, por exemplo, ao grupo (G,+) de elemento neutro 0 (ou Og, se quisermos evitar confusées
com o nimero real zero) e em que o oposto de x é —x. Convém referir que o sinal + utilizado em (G,+) pode nao
ter nada a ver com o sinal usual de adicao de nimeros reais. Quando utilizamos a linguagem aditiva a expressao
x+x costuma ser substutuida por 2x. Assim, teremos, por exemplo, 2x + 3z = (2 + 3) x = b, onde o sinal + de
243 ¢ o sinal de adicao em N e o sinal + de 2z + 3z é um sinal duma operagdo abstracta (tal operagao é uma
aplicagio de G*> em G que possui propriedades especiais). Nao é costume usar a linguagem aditiva num grupo
ndo comutativo. Qutras vezes, utiliza-se a linguagem multiplicativa, escrevendo-se (G, x) ou (G, ). E costume
escrever £ X y ou x -y ou xy. As expressées v X x e x - x sdo substituidas, em geral, por x2. Além disso, temos,
por exemplo, 22 x 23 = 223 = 2°. E claro que o sinal %, de (G, x), representa uma operagao abstracta e
nao, obrigatoriamente, a multiplica¢do usual de nimeros reais (ou complexos). O oposto de x, quando se usa a

linguagem multiplicativa, é representado por x~".

Exemplo 486 Analisemos, com detalhe, o exemplo, acima referido, das aplicagdes bijectivas de {1,2,3} em
{1,2,3}:

H4 seis aplicagdes bijectivas de {1,2,3} em {1,2,3}, cada uma das quais pode ser definida por uma tabela:

f1:<1 g)’fé:(i ;)vf?;:(; g)
f4=(§ ?),fs,:(; ‘;’)fez(; i’)

E imediato concluir que f; ¢ a aplicacdo identidade (elemento neutro para a composicao de aplicacoes). Além
disso, temos

=N W N

LW N NN
NN =N

=t =t =l =t fi = fofs ' = fa

A operagdo composicao pode ser definida pela seguinte tabela de dupla entrada:

o | filfe s falSs | Se
LAl sl fa|lfs ] fe
Lol | fs|fe|fs | fa
fslfs|falfilfa]|fe] S5
falfa | fs|fe | fs | il fo
fslfs|fe| ol i fallfs
foelfe | fs | fal fs| o]

Alguns casos da tabela:

per=(1 g )e(a 1 a)=(a12)=r
ren=(1 g )e(aa1)=(s21)=n
o= )e(s T a)=(a1s)=n
er=(5 1 )e(1as)=(231)=0

fsofa=1fs0fs0fa=f2

Jfiofa=fsofaofa=fs,...

O grupo referido neste exemplo é conhecido por grupo simétrico e é representado por S3, uma vez que o
conjunto inicial tem 3 elementos. No caso geral, teremos S,, que é um grupo com n! elementos (os quais sao
aplicagoes bijectivas de {1,2,...,n} em {1,2,...,n}). Paran > 3, S, ndo é comutativo.

Proposicao 487 Sejam (A, 0) um semigrupo com elemento neutro u e a € A. Entdo, o oposto de a, se existir,
é 1unico.
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Prova. Sejam o’ e a” dois opostos de a. Entao
a" =a"0u=a"0(aba’) = (a"0a) 0a’ = uba' = d
Estd, assim, terminada a demonstracao. m

Exercicio 488 Seja 0 a operacdo bindria definida em R por z0y = x+y—xy. Mostre que (R, 6) é um semigrupo
comutativo com elemento neutro e que apenas um elemento nao tem oposto para a operacao 6.

Resolucao

(R, 6) é grupdide, porque, fixando x e y, o valor de z 4+ y — zy é tnico. Sejam z,y, z € R.
(x0y)0z=(x+y—ay)lz=c+y—aoy+z—(z+y—ay)z=c+y+z—ay—xz—yz+ayz
20 (ybz) =20 (y+z2z—yz)=ax+y+z—yz—a(y+z—yz)=x+y+z—yz—zy—xz+ Y2

=r+yYy+z—Y—TZ— Yz + Y2

Logo, (R, ) é semigrupo, porque (z0y) 0z = 20 (y0z) ,Vx,y, z € R.

Ora, 20y =x+y —zy =y +x — yxr = ybz,Va,y € R.

Logo, (R, ) é semigrupo comutativo.

Determinagao do elemento neutro:

u=2 < z4+u—su=2 <= u—zu=0 <= u(l-2)=0 < u=0vVze=1

Como podemos verificar, 00 = x + 0 — 0 = = = 00z, Vx € R, pelo que o elemento neutro é zero.
Além disso, temos que 10z =1+2 — 2z =1=201,Vx € R. O elemento 1 é chamado elemento absorvente.
Determinagao do oposto de z:

20y=0 <= z+y—ay=0 <= y—ay=—2a2 < y(l—z)=—=x

T . T - .
Logo, y = oy desde que x # 1. Entao, o oposto de = é ey sendo que 1 nao admite oposto.

Entao, (R, #) nao é grupo. E se considerarmos o conjunto R\ {1}, em vez de R?
Temos de provar que, se © # 1 Ay # 1, entdo x +y — xy # 1. Ora,

{5:: - { T:;ig = @-1)(1-9)#0 = z—ay—1+y#0 = z+y—ay #1

E claro que 0 é comutativa e associativa, que zero é elemento neutro e que todo o elemento de R\ {1} é regular
(tem oposto). Logo, (R\ {1},6) é grupo comutativo.

Exemplo 489 Consideremos o conjunto R? algebrizado com a operacio & definida por (z1,x2) ® (y1,y2) =
(1 4+ y1,22 + y2). Vejamos que (RQ, EB) é grupo comutativo:

Se x1,x2,Y1,y2 € R, entao x1 +y1,x2 +y2 € R, sendo o resultado tnico, uma vez fixados x1, x2,y1,y2. Entao,

(R%, @) ¢ grupdide.
Ora,

{ (z1,22) © (Y1,92)) © (21, 22) = (T1 + Y1, T2 +y2) O (21, 22) = ((¥1 +y1) + 21, (T2 + y2) + 22)
(z1,22) & ((Y1,92) ® (21,22)) = (w1,22) © (Y1 + 21,Y2 + 22) = (¥1 + (y1 + 21) , 22 + (Y2 + 22))

Mas, a adicdo em R é associativa, pelo que (1 +y1) + 21 = x1+ (y1 + 21) e (T2 + y2) + 22 = 22 + (y2 + 22).
Entao,

((z1,22) @ (Y1,2)) B (21, 22) = (21, 22) @ (Y1, ¥2) D (21, 22)),V (21, 22) , (1, 92) , (21, 22) € R?

Logo, (R2,€9) é semigrupo.
Quanto a comutatividade, temos

(21,22) ® (y1,92) = (X1 + Y1, 22 + y2) = (Y1 + 21,92 + 22) = (y1,¥2) S (z1,22),V (21, 22) , (1, 92) € R?

Logo, (R?,&) ¢ semigrupo comutativo.
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Como (z1,z2) ® (0,0) = (z1 + 0,22 + 0) = (21, 22) = (0,0) & (z1,22) ¥ (71, 22) € R?, concluimos que (0,0) &
elemento neutro.

E, de (z1,22) ® (—x1, —x2) = (21 — 21,22 — 22) = (0,0) = (—z1, —22) & (21, z2), vem que todo o elemento de
R? ¢ regular.

Entao, (Rz, EB) é grupo comutativo.

Observe-se que, habitualmente, escrevemos (x1,x2) + (y1,y2) em vez de (x1,22) ® (y1,y2)-

Exemplo 490 Vejamos o conhecido exemplo da "prova dos noves", através das tabelas para a adi¢do e para a
multiplicacao:

0O WN = O
0O U W R OO
O 00~ O TR W =
— O 00~ O Uk W NN
N — O 00 O Ui W W
LW N = O 00 -1 Uk
= W= O 0O O ot
Tk WD~ OO0
UL W~ O I
N O U W= O oo
0~ O ULk W~ Ok
OO OO OO oo oo
0~ O U W O
N T W 00O =N OIN
DD WODH”WOODWOoO|Ww
L= OO N =T W ook Ok
= 00 W I DN O /= Ut Ot
WOHOWOH O Wo O™
DN = O 00 — W Ut g O
=N Wk Ot 0 O

As operagoes acima definidas costumam ser chamadas de adicdo, mddulo 9 e de multiplicacao, mddulo 9 e
desempenham um papel muito importante em Matemadtica. E claro que em vez de 9, podemos ter outro nimero
natural qualquer.

Defini¢ao 491 Sejam a,b € Z,m € N. Diz-se que a = b(modm), se m divide a —b. Note-se que a = b(modm)
se lé "a é congruente com b, mddulo m".

Exercicio 492 Mostre que a relagdo bindria anterior é uma relagdo de equivaléncia.

Prova. A relagdo é reflexiva, porque a = a (modm),a € Z, uma vez que m divide zero (a — a = 0).
Suponhamos que a = b(modm). Entdo, existe ¢ € Z, tal que a — b = mq. Entdo, b — a = m (—q), donde vem
que b = a (modm). Entdo, a relagio é simétrica.
Suponhamos, agora, que a = b(modm) A b = c(modm). Entdo, existem ¢1,q2 € Z, tais que a —b = mq; e
b — ¢ = mga. Somando, membro a membro, temos (a — b) + (b — ¢) = mq1 + mqs.
Entao, a — ¢ = mq; + mga = m (g1 + ¢2), donde se conclui que a = ¢(modm). Entéo, a relacdo é transitiva.
Logo, trata-se duma relagao de equivaléncia. m

Exercicio 493 Prove que a relagio © = y(modm), com a,b,c,d € Z,m € N,;n € Ny, verifica as sequintes
propriedades:

1. Se a =b(modm) A c =d(modm), entdo a + c=b+ d(modm)
2. Se a =b(modm) A ¢ =d(modm), entdo ac = bd (modm)
3. Se a =b(modm), entdo a™ = b"™ (modm)

Prova.

1. Se a = b(modm) A ¢ = d (modm), entao existem qi,qs € Z, tais que a —b=mq; e c — d = mgo.
Entao, a =b+mq; e c=d+ mgqe. Entao, a+c=b+d+ mq; + mqs.
Logo, (a+¢) — (b+d) =m(¢q1 + ¢2). Entdo, a + ¢ = b+ d(modm).

2. Se a =b(modm) A c =d(modm), entdo existem ¢1, g2 € Z, tais que a —b = mgq; e ¢ —d = mqa.
Entdo, a = b+ mgq; e ¢c = d + mqo. Entdo, ac = bd + bmgs + mqid + m?qiqo.
Logo, ac — bd = m (bga + q1d + mq1¢2). Entao, ac = bd (mod m).
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3. A demonstragao faz-se por indugao em n.
Em primeiro lugar, temos a® = b° (mod m).
Hipdétese de inducao: Se a = b(modm), entdao a™ = b™ (mod m).
Tese: Se a = b(modm), entdao a™ ™t = b"*! (modm).
Suponhamos que a = b (modm). Entéo, por hipétese, a™ = b (mod m).

E, aplicando a propriedade do nimero anterior, vem a” X a = b™ x b (modm).

Logo, a™™! = b"*! (mod m), conforme se pretendia mostrar. m

Relacionada com a relagdo anterior (relagdo de congruéncia), temos o importante exemplo de Z,,.

A relagdo z = y (mod m) faz aparecer o chamado conjunto quociente que é o conjunto de todas as classes de
euivaléncia.

Suponhamos que m = 5. Entéo, [0] ={z € Z: z =0 (modm)} = {0, £5,+10,£15,---} = 5Z =0+ 5Z.

Observe-se que [0] = [5] = [10] = [-5] = [-10] = - - -

Analogamente, temos

M={z€Z:2=1(modm)} ={+-,-9,-4,1,6,---} =1+5Z=6+5Z="--

2l={z€Z:2=2(modm)} ={---,-8,-3,2,7,---} =2+5Z
Bl={z€Z:2=2(modm)} ={---,-7,-2,3,8,---} =3+ 5Z
M ={2€Z:z=2(modm)} ={---,-6,-1,4,9,---} =4+ 5Z
O conjunto quociente é {5Z,1 4 57,2 + 5Z,3 + 5Z,4 + 5Z}. Este conjunto é representado por Zs.
No conjunto quociente podem definir-se as seguintes operacoes bindrias, com a,b € Z:

{ (a+5Z) @ (b+5Z) = (a+b) + 5Z
(a+5Z) ® (b+ 5Z) = (ab) + 5Z

Mas, quando trabalhamos com classes de equivaléncia, temos um problema que consite em mostrar que o
resultado nao se altera, quando mudamos de "representante".

Suponhamos que a + 5Z = ¢+ 5Z e que b+ 5Z = d + 5Z. Entao, teremos (¢ + 5Z) ® (d + 5Z) = (¢ + d) + 5Z.
Para que a operagdo ¢ esteja bem definida devemos ter (a 4+ b) + 5Z = (¢ + d) + 5Z. Ora, de a + 5Z = ¢ + 5Z,
vem que 5 divide a — ¢. De b+ 5Z = d+ 5Z, vem que 5 divide b — d. Logo, 5 divide a — c+ b —d, ou seja, 5 divide
(a+b) — (c+d). Logo, a+ b= c+ d(modb), pelo que (a + b) + 5Z = (¢ + d) + 5Z.

Analogamente, temos (a + 5Z) ® (b+5Z) = ab+ 5Z e (c+ 5Z) ® (d + 5Z) = cd + 5Z, pelo que devemos ter
ab + 57 = cd + 57Z.

Ora, de a + 5Z = ¢ + 5Z, vem que a = ¢(mod5). E, de b+ 5Z = d + 5Z, vem que b = d (mod5). Entao,
ab = cd (mod 5).

Logo, ab + 5Z = cd + 57Z.

E, agora, podemos provar que (Zs, ®) é grupo comutativo:

De (a + 5Z) @ (b + 5Z) = (a + b) +5Z vem que o resultado é unico e pertence a Zs. Entao, (Zs,+) é grupéide.

Como (b+5Z) @ (a+5Z) = (b+a) +5Z = (a+b) + 5Z = (a+5Z) ® (b+ 5Z), entdo (Zs,+) é grupdide
comutativo.

Ora,

((a+5Z)® (b+5Z)) & (c+5Z) = ((a+b)+52)@ (c+5Z) = ((a+b)+c)+5Z
(a+(b+c)+5Z = (a+5Z)& ((b+c) +5Z)
= (a+5Z)® ((b+5Z) ® (c+5Z)),Ya,b,c € Z

Logo, (Zs,®) é semigrupo comutativo. Mas, (a + 5Z) @ (0 + 5Z) = (a +0) + 5Z = a + 5Z,Va € Z. Como a
operacdo @ ¢ comutativa, entdo 0 + 5Z ¢é elemento neutro. E claro que o oposto de a + 57Z ¢ (—a) + 5Z.

Entéao, (Zs,®) é grupo comutativo.

Vejamos, agora, a operacao ®:

De (a+5Z) ® (b+ 5Z) = ab + 5Z vem que o resultado é tinico e pertence a Zz. Entdo, (Z5,+) é grupéide.
Mas,

((a+5Z) @ (b+5Z)) = ab+5Z =ba + 5Z = (b+ 5Z) @ (a + 5Z) ,Na,b € Z
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Entao, (Zs,®) é grupoide comutativo. Ora,

((a+5Z)@ (b+5Z)) @ (c+5Z) = (ab+5Z)® (c+ 5Z) = (ab) c+ 5Z
= a(bc)+5Z = (a+5Z) ® ((bc) + 5Z)
= (a+5Z)® ((b+5Z) ® (c+ 5Z)) ,Ya,b,c € Z

Logo, (Z5,®) é semigrupo comutativo.

Mas, (a +5Z)® (1 +5Z) = (a X 1)+5Z = a+5Z = (1 + 5Z) ® (a + 5Z) ,Va € Z. Entao, (Z5,®) tem elemento
neutro.

Tabelas da adigao e multiplicagao em Zs:

a0 [ 2 Bl 4 2 10 1] 2 Bl [
O 10 [0 2 8 A O] [[0] [0 [0 [0] [0
(|1 20 B [ [o] [y o] 1] 2 [3] [4]
2] | 2] (3] [ [0] [1] (2] | 0] 2] [4 [] [3]
(3] | 8] [4] [o] [ [2] (B] | 0] (3 [ [4 [2]
(4] | [4] [0 [] 2] [3] [4] (0] [4 8] [2] [1

Como podemos verificar pela tabela, existe elemento absorvente para a multiplicagdo, que é [0]; além disso,
os restantes quatro elementos tém oposto para a multiplicacao.
Registe-se que as duas tabelas anteriores costumam ser simplificadas do seguinte modo:

+/0 1 2 3 4 x[0 1 2 3 4
00 1 2 3 4 0{0 0O O O O
111 2 3 4 0 110 1 2 3 4
212 3 4 0 1 210 2 4 1 3
313 4 0 1 2 310 3 1 4 2
414 0 1 2 3 410 4 3 2 1

Proposicao 494 Num grupo, sdo vdlidas as leis do corte a esquerda e & direita.

Prova. Suponhamos que (A4, #) é grupo de elemento neutro u e que adb = afc, com a,b,c € A. Seja a’ o oposto
de a, para 6.

Entéao, a'0 (ab) = a'0 (abc), pelo que (a'8a) b = (a’0a) Hc. Entao, ubb = ubc. Logo, b = c.

Se xfa = yba, entdao (z0a)ba’ = (yba)Oa’, pelo que x6 (aba’) = yb (aba’). Logo, x =y. m

Proposicao 495 Num grupo, existe um tunico elemento idempotente, que é o elemento neutro. Note-se que x é
idempotente para 0, se x0x = x.

Prova. Suponhamos que (A4, 6) é grupo de elemento neutro u. E claro que ufu = u, pelo que u é idempotente.
Suponhamos que z6x = z. Entao, z0x = z0u. E, aplicando a lei do corte a esquerda, temos £ = u. ®



Capitulo 16

Anéis e Corpos

Definigao 496 Anel é um terno ordenado (A, 0, ), tal que (A,0) é grupo comutativo, (A, p) é semigrupo e, além

ap (be) = (apb) 0 (agc)

(b0c) pa = (bpa) 0 (cpa) -
Um Anel (A, 0, @) é comutativo, se (A, p) é semigrupo comutativo. Registe-se que zero do Anel (A,0,p) é o

elemento neutro do grupo (A4,0).

disso, a operacdo ¢ é distributiva em relag¢io a 0, & esquerda e & direita, isto é, {

A defini¢do anterior permite a existéncia de Anéis com um tnico elemento (Anéis triviais).

Exemplo 497 (Z5,®,®) é Anel comutativo, porque, além das propriedades ja verificadas no Capitulo anterior,
verifica-se a propriedade distributiva de ®, em relacdo a &:

(a+5Z) @ ((b+5Z)® (c+5Z)) = (a+5Z)R((b+¢c)+5Z)=(a(b+c))+5Z
= (ab+ac) +5Z = (ab+ 5Z) @ (ac+ 5Z) ,Va,b,c € Z

Como a operacao ® é comutativa, nada mais hd a mostrar.
Note-se que habitualmente escrevemos (Zs, +, x) em vez de (Z5, ®, ®), conforme vimos em tabelas anteriores.

Definigao 498 Corpo é um Anel comutativo (A, 0, p), com dois ou mais elementos, com elemento neutro para
a operacdo ¢ e em que todo o elemento diferente do zero do Anel tem oposto para a operagdo .

Exemplo 499 (Zs,®,®) é Corpo, segundo tudo aquilo que ja vimos. Em geral, (Zy,, ®,®) é Corpo se e s se m
é primo. Se m é um um ndmero natural nao primo, entao (Zy,, ®, ) é Anel, mas nao é Corpo. Como exemplos
de Corpos, temos (Q, 4+, x), (R, +, X) e (C, +, X).

Exercicio 500 Considere, em R, as operagoes definidas por x0y = x+y —1 e xpy = x +y — zy. Prove que
(R,0,¢) é Corpo.

Prova. (R,0) é grupdide. Ora, yr =y+x—1=x+y—1=20y,Vz,y € R.
De { (x0y)lz=(x+y—1)bz=ax+y—1+z—-1=x+y+2—2
20 (yoz) =20 (y+z—1)=x+y+z—-1—-1l=ax+y+2z-—2
Entao, (R, #) é semigrupo comutativo.
Ora, zu=x < r+u—1=1x < u=1. Entdo, 1 é elemento neutro de (R, 6).
E,z0y=12x4+y—1=1 <= y =2—2z. Como a operagao 6 é comutativa, podemos concluir que o oposto
de z, para a operagdo 6, é 2 — x, pelo que todo o elemento de R tem oposto (para ).
Entao, (R, #) é grupo comutativo.
Vimos, no Capitulo anterior, que (R, ) é semigrupo com elemento neutro 0 (zero) e todo o elemento diferente
de 1 tem oposto para a operagao .

Ora,

vem (x0y) 0z = x6 (y0z) ,Vz,y,z € R.

zp(yhz) = zpy+z—-1)=c+yt+z-l-z(y+z-1)
= v+y+z—l-azy—zz2+rx=20+y+z—ay—ax2—1

245
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E, por outro lado

(o) 0 (0p2) = (w+y—a9)0(a+z—u2) = (w+y—ay)+(o+2—a2)—1
= 2z4y+z—oy—zz—1
Entéo, zp (ybz) = (zpy) 0 (xpz) ,Vz,y, 2z € R. E, como a operagio ¢ é comutativa, temos que ¢ é distributiva
em relagao a 6.
Entao, (R, 6, ) é Corpo. m

Exercicio 501 Considere o conjunto R?, algebrizado com as operacdes @ e ®, assim definidas.

{ (a,b) ® (¢,d) = (a+c,b+d)
(a,b) ® (¢,d) = (ac,bd)

Exemplo 502 Mostre que (RQ, P, ®) é Anel comutativo, mas nao é Corpo.

Prova. E claro que (R?,6) e (R%,®) sdo grupéides.
Ora, (¢,d) ® (a,b) = (c+a,d+b) = (a+¢,b+d) = (a,b) @ (¢,d). Logo, a operagdo @ é comutativa.
De

((a,0) @ (¢, d)) @ (e, f)

(a+c,b+d)® (e, f)=((a+c)+e (b+d)+ f)
(a+(c+e),b+(d+ f)) =(a,b)® (c+e,d+ f)
= (avb)®((cad)@(e’f))

vem que a operagao ¢ é associativa.

Mas, (a,b) & (0,0) = (a +0,b+0) = (a,b). Entéo, devido & comutatividade, j& podemos concluir que (0,0)
é elemento neutro. E, de (a,b) ® (—a,—b) = (0,0) = (—a, —b) @ (a,b), concluimos que o oposto de (a,b), para a
operacio @, é (—a, —b), pelo que todos os elementos de R? sdo regulares.

Logo, (RQ, 69) é grupo comutativo.

Quanto a operacao ®, temos:

((av b) ® (Ca d)) ® (67 f) = (ac, bd) ® (6, f) = ((ac) €, (bd) f)
= (a(ce),b(df)) = (a,b) ® (ce, df)
= (avb)®((cvd)®(ea f))

Logo, a operagao ® é associativa. E, quanto & comutatividade:
(¢,d) ® (a,b) = (ca,db) = (ac,bd) = (a,b) ® (¢,d)

Logo, (RQ, ®) é semigrupo comutativo.
Distributividade:

(@,0) @ ((c,d)® (e, f)) = (a,b)@(c+ed+[f)=(alc+e),b(d+[))
(ac+ ae,bd + bf) = (ac,bd) @ (ae, bf)
= ((a,0) @ (¢,d)) & ((a,b) @ (e, [))

E, devido & comutatividade de ®, podemos concluir que a operagao ® é distributiva em relacao & operacao .

Entao, (R2, P, ®) é Anel comutativo.

E facil verificar que (a,b) ® (1,1) = (1,1) ® (a,b) = (a,b). Entao, (1,1) ¢ o elemento neutro da operacio ®.

Logo, (R?,&,®) ¢ Anel comutativo com elemento identidade.

Outro facto é o seguinte: O oposto de (a,b), para a operagdo ®, é (%, %), com a # 0 Ab # 0. Entdo, os
elementos da forma (a,0) e os elementos da forma (0,b), com a,b € R, ndo tém inverso, pelo que (RQ, @, ®) nao
¢é Corpo.

Observe-se que (a,0) ® (0,b) = (0,0). Os elementos da forma (a,0), com a # 0 e os elementos da forma (0, b),
com a # 0 sdo chamados de divisores de zero. ®
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Exercicio 503 Considere o conjunto R?, algebrizado com as opera¢des @ e ®, assim definidas.

{ (a,b) ® (¢,d) = (a+c,b+d)
(a,b) ® (¢,d) = (ac — bd, ad + be)

Exemplo 504 Mostre que (R2,€9,®) é Corpo.

Prova. Vimos, no exercicio anterior, que (RQ, EB) é grupo comutativo.

E claro que (R%,®) é grupéide. Ora,
(a,b) ® (¢,d) = (ac — bd, ad + be) = (ca — db, cb + da) = (¢,d) ® (a,b)

Entao, (RQ, ®) é grupdide comutativo.
Associatividade:

((a,0) @ (¢,d)) @ (e, f) = (ac—bd,ad+bc)® (e, f)
((ac — bd) e — (ad + be) f, (ac — bd) f + (ad + be) €)
= (ace —bde — adf — bef, acf — bdf + ade + bee)

(a,b) ® (ce — df,cf + de)

(a(ce —df) —b(cf +de),alcf+de)+b(ce —df))
(ace — adf — bef — bde, acf + ade + bce — bdf)
(ace — bde — adf — bef, acf — bdf + ade + bee)

(a,0) @ ((c,d) @ (e, f)) =

Entao, ((a,b) ® (¢,d)) ® (e, f) = (a,b) ® ((¢,d) & (e, f)), 0 que prova a associatividade.
Logo, (RQ, ®) é semigrupo comutativo.

(a,b) ® (u,v) = (a,b) = (au —bv,av +bu) = (a,b)

. au—bv =a . a’u — abv = a?
av+bu==> b2u + abv = b2

= dut+bu=d’+V = (a2—|—b2)u=a2—|—b2

Se a? 4+ b? # 0, entdo u = 1.

De forma semelhante se descobria que v = 0.

Ora, (a,b)®(1,0) =(ax1—=bx0,a x0+bx 1) =(a,b) e (1,0)® (a,b) = (a,b), pelo que (1,0) & o elemento
neutro de (R?, ®).

Se quisermos descobrir os elementos invertiveis de (RQ, ®), temos:

B B ax —by=1
@H 8 @) =10 = (o bay+ba) = 1.0 — { W1
a’x —aby = a
b2z + aby = 0 (@®+b*)z=a
—abr —a’y =0

T a
= a2+b§ , com a® + b% # 0.
Y=~

Entéo, o inverso de (a,b) é (GQL_HJZ, —aZ—ibz), com a? + b? # 0. Recordamos que a operacio ® é comutativa.

Logo, (0,0) ¢ o tinico elemento de R? que nio & invertivel.
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Distributividade de ® em relagao a &:

(a,b) @ ((c,d) ® (e, f)) a,b) @ (c+e,d+ f)
a(c+e)—b(d+f),a(d+ f)+b(c+e))

(
(
(ac+ae —bd —bf,ad + af + be+ be)
(
(
(a

ac — bd,ad + bc) @ (ae — bf,af + be)
(a,0) @ (¢, d)) & ((a,b) @ (e, f))
a,b) ® (¢,d) & (a,b) ® (e, f)

Como a operacdo ® é comutativa, podemos concluir que a opera¢do ® ¢é distributiva em relagdo a operacao
®.
Entao, estd provado que (R?,&,®) ¢ Corpo. m

Observagao 505 O Corpo do exercicio anterior é isomorfo ao Corpo (C,4+, x).

Exemplo 506 Considere o conjunto Q = {a+bi+cj+dk:a,b,c,d € R} algebrizado com as operagies @ e ®
definidas por:

(a+bi+cj+dk)®(A+Bi+Cj+Dk) = (a+A)+b+B)i+(c+C)j+(d+D)k

X=aA—-bB—-cC—-dD
Y =aB+bA+cD—-dC
Z=aC+cA+dB—-0bD
W =aD+dA+bC —cB

(a+bi+cj+dk)®@(A+Bi+Cj+Dk) = X+Yi+Zj+ Wk, com

Este exemplo, embora muito trabalhoso, é muito interessante, pois trata-se dum Anel ndo comutativo, em que
existe elemento neutro para a operacio ® (que é chamado identidade do Anel) e em que o zero do Anel é o unico
elemento que nao tem oposto para a operagao ®.

Logo, a tinica propriedade que falha para que (Q, @, ®) seja Corpo é a comutatividade da operagao ®.

O Anel (Q,®,®) é conhecido por Anel dos quaternides e, é claro, ndo tem nada a ver com o Anel (Q, +, X)
dos nimeros racionais.

Uma maneira cémoda de trabalhar com produtos no Anel dos quaternides consiste em aplicar a propriedade
distributiva, como habitualmente, e aplicar a seguinte regra:

IR =kijQ0k=1k®R1i=5j0i=-kk®)j=—4i0k=—7

Além disso, temos i2 = j2 = k? = —1, conforme pode ser verificado, utilizando a definicdo da operacao ®.

Habitualmente, utilizamos os sinais + e X, em vez de ® e ®. Note-se, ainda, que o Corpo dos nimeros
complexos, (C, 4, x), ¢ um subanel de (@, +, ><) Digamos, que subanel dum Anel ¢ uma parte do Anel que ainda
é anel.

Vejamos como calcular (1 + 2i + 25 4+ 3k) ® (4 + 3i + 55 + 2k), expressao esta que vamos substituir por E, por
questoes de falta de espaco:

E = (142+2j+3k)® 4+3i+5j+2k) = (1+2i+2j +3k) x (44 3i + 5 + 2k)

= (142 +2j+3k)(4+3i+ 5 + 2k)
4430+ 55 + 2k 4 8i + 6i + 10ij + 4ik + 85 + 650 + 105 + 45k + 12k + 9ki + 15kj + 6k>
4+ 3i 4575 + 2k + 8 — 6 + 10ij — 4ki + 85 — 6ij — 10 + 45k + 12k + 9ki — 155k — 6
4—6—10—6+3i+ 8 + 5j + 2k + 10ij — 6ij — 4ki + ki + 8j + 4jk — 155k + 12k
—18 4 3i + 8i + 5j + 2k + 4ij + 5ki + 85 — 115k + 12k
= —18+11i+5j + 2k + 4k + 55 + 85 — 11i + 12k
= —18+0i+18j 4 18k = —18 + 185 + 18k

Se quisermos, apenas, encontrar o valor final, podemos utilizar o EXCEL. Segue-se uma simulagao:
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A B C D E F G H I J K L
1 1¢ Factor 2¢ Factor Produto
201 (d |7 |k |1 |s |J |k 1 i | g k
3 :Ag*Eg—Bg*Fg—Cg*Gg—Dg*Hg
411121234 (3]5]2 —18 0|18 | 18

Na célula I3, estd escrita a férmula que nos déd o nimero que iremos multiplicar por 1. Ao copiarmos esta
célula para 14, aparece o valor —18.

Se escrevermos as férmulas correspondentes ao coeficientes de i, j e k, obteremos, a direita de —18, os valores
0, 18 e 18. Tal significa que (1 + 2i + 25 + 3k) ® (4 + 3i + 55 + 2k) = —18 + 0i + 185 + 18k.

E claro que ndo se apresentaram as restantes férmulas por uma questao de falta espaco.

De modo andlogo ao Corpo dos Complexos, podemos falar no conjugado e obter férmulas interessantes, como,
por exemplo, o conjugado do produto de dois factores é o produto dos conjugados desses factores, mas por ordem
inversa. Registe-se que o conjugado de a + bi + ¢j + dk (com a,b,c,d € R) é a — bi — cj — dk.

Outra maneira de obter os resultados é trabalhar com a seguinte fungao de 8 varidveis, sendo que as primeiras
4 varidveis correspondem ao primeiro factor e as iltimas 4 correspondem ao segundo factor:
g(a,b,¢,d, A, B,C,D) = (aA—bB —cC —dD,aB+bA+cD —dC,aC + cA+dB —bD,aD + dA + bC — cB)
(1,2,2 3, 4 3,5,2) = (—18,0,18,18)

(4,-3,-5,-2,1,-2,—-2,-3) = (—18,0,—18,—-18)
(4 ,3,5,2,1,2 2 3) (—18,22,8,10)
(1,-2,-2,-3,4,-3,—5,—2) = (—18,—-22, -8, —10)
(a,b,c,d,a, —b,—c,—d) = (a +02 42 +d2,0,0,0)

g(a,=b,—c,—d,a,b,c,d) = (a2 +b02+c +d2,0,0,0)

Convém referir de modo especial que, devido & nao comutatividade da multiplicagao, ha dificuldades em definir
a divisao.

Recordemos que dividir 8 por 2 consiste em encontrar o niimero que multiplicado por 2 da 8. Tal nimero é 4,
uma vez que 4 X 2 = 2 x 4 = 8. Neste caso, nao ha problemas, porque a multiplicagao é comutativa. Vejamos a
situacdo no Anel dos Quaterniodes:

)
g
g
g

(14204254 3k)® (44 3i+5j +2k) = —18 4+ 0i + 185 + 18k
(44 3i+55 +2k)® (14 2i + 25 + 3k) = —18 + 22 — 85 — 10k

Qual serd o quociente de —18 + 07 + 185 + 18k por 1 + 2¢ + 25 + 3k? Teria de ser "algo"que multiplicado por
1+ 2i+ 25 4 3k desse —18 4 07 + 185 + 18k. Mas, multiplicado como? A esquerda? Ou & direita?
Comecemos por verificar como calcular o inverso de a + bi + ¢j + dk:

1 B a—bi—cj—dk _a—bi—cj—dk
a+bitci+dk  (a+bi+cij+dk)®(a—bi—cj—dk) a2 +Db2+c2+ d?
B a B b i c . d I
T 2R+ + 2 Pt +E+d 2R+t 2Pt + D
Ora,
a b c
g (I’?b?C?d Y ) Y
a? +b*+cE+d? a?+ b2+ +d* e+ b+t d? a2+b2+c2+d2
a® b2 c? d?
= 0,0,0 1,0,0,0
<a2+b2+62+d2+a2+b2+02+d2+a2+b2+c2+d2+a2+b2+02 az’ "’ ) (7 ’ ’)
E,
a —b —c —d
b,c,d) =(1,0,0,0
g<a2+b2+c2+d2’a2+b2+c2+d2’a2+b2+c2+d2’a2+b2+c2+d2’a’ G > (1,0,0,0)

Observe-se que (a + bz +cj+dk)® (a—bi—cj—dk) = (a—bi—cj—dk) ® (a+ bi+ cj+ dk), pelo que faz
a—bi—cj—dk

+bz+0j+dk (a+bi+cj+dk)®(a—bi—cj—dk)

sentido escrever
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h& perigo em escrever

, hao

Neste caso

, embora seja mais razoavel escrever (a + bi 4+ ¢j + dk)fl.

a+bi+cj+dk
No caso geral, fala-se em quociente a esquerda e quociente a direita. Assim, a8~ é o quociente de a por 3

a é o quociente de o por § a esquerda. Em Anéis em que a multiplicagao é comutativa, os dois

—1

a direita e 8

quocientes coincidem.

Convém registar que o Anel dos quaternides contém trés subanéis isomorfos ao Anel (e Corpo) dos complexos.

Exemplo 507 Vejamos as tabelas relativas & adigcdo e a multiplicacdo em Zqo:

11

10

R, ) e S ——

10 O I~ 00 O

e L e A Ll e e

AT BR TR SS JS =

N T MmO~ S Do —

e e = e o =

o=
SR FBOE0SS DS

(1]

[10]

S e e e e
So oSS Egn R a =

o PR
BEFNDS B ST N

9

8

— e e e e (S e

o~ o O — o0 M L0

e T s e S e Y

S e e e T e e

O 0 ™M o0 — O <+ O A I~

[l e B et B el Wl

~N =+ - o0 @

SO AN H © o

s =

Os divisores de zero sdo [2], [3], [4], [6], [8], [9] e [10].

[1] é o elemento neutro da multiplica¢do, pelo que 1 é o elemento identidade do Anel.

Os elementos invertiveis (os que tém oposto para a multiplicacdo ou as unidades do Anel) sdo [1], [5], [7], e

11].

Repare-se que todos eles sdo inversos de si préprios, pelo que todos sido solucio da equagio % = [1].



Capitulo 17

Espacos Vectoriais de Dimensao Finita

O que é um vector? Muitas vezes, ainda no Ensino Bésico, diz-se que s@o segmentos de recta orientados. Convém
abandonar a ideia, rapidamente. Vector é um elemento de determinado conjunto que até pode ser uma manada
de elefantes...

Definicao 508 FEspaco vectorial sobre um Corpo K é um conjunto V, no qual se define uma operagdo bindria
interna +, tal que (V,+) é grupo comutativo e uma operagdo bindria externa que é uma aplica¢ao de K x V em
V', a qual tem as sequintes propriedades:

P1) a(Bu) = (af)u,Va, B € K,Vu € V

P2) lu=u,YueV

P3) a(u+v)=aou+av,Va € K,Vu,v € V

Pj) (a+pB)u=au+ pu,Va, € K,Vu € V

Observagao 509 Note-se que o sinal da operacdo externa costuma omitir-se, escrevendo-se, apenas, au, em vez
de, por exemplo, o - u. O mesmo acontece com a multiplicacio no Corpo K, escrevendo-se aff em vez de aw X (3.
Assim, a(Bu) = (af)u podia escrever-se da sequinte forma: « - (6-u) = (a x ) u. Observe-se, também que hd
duas operagoes que estao a ser representadas pelo mesmo simbolo: a adicao em K e a adigcao em V. Note-se que
os elementos do Espago Vectorial sao chamados vectores e que os elementos do Corpo sao chamados escalares.

Exemplo 510 Se K ¢ um Corpo, entio K, K2, K3, ... sdo espagos vectoriais sobre K. O conjunto C (dos
nimeros complexos) é um espago vectorial sobre R. O conjunto dos polindmios em X, de grau menor ou igual a
3 e de coeficientes em R, é um espaco vectorial sobre R.

Exercicio 511 Seja Ry [X], o conjunto dos polindmios em X, de coeficientes em R e de grau menor ou igual a
2. Prove que Ry [X], com as operagdes usuais, é um espago vectorial sobre R

Prova. Ry [X] = {aX?+bX +c:a,b,ceR}. A adi¢do de polinémios em Ry [X] e a multiplicagio por um
escalar sdo definidas por
(a1X2 + 0 X + 01) + (G2X2 + 0o X + 02) = (a1 +az) X%+ (by +b2) X + (c1 + ¢2)
a(aX®+bX +c¢) = (aa)X?+ (ab) X + (ac)

E claro que (Ry [X],+) é grupéide, porque a soma de dois elementos de Ry [X] é um elemento de Ry [X] e tal
elemento ¢é tnico (supondo que se fixaram as parcelas).

Ora,

((12)(2 + b X + Cz) + (a1X2 + b0 X + 01) = (0,2 + CL1)X2 + (bg + bl)X + (C2 + Cl)

(a1 + az) X? + (by + b)) X + (c1 + c2)
= (a1X2 + 0 X+ 01) + (a2X2 + b2 X + 02)

Logo, (R [X],+) é grupside comutativo.
Seja P (x) = ((a1 X% 4+ b1 X + c1) + (a2X? + b2 X 4 ¢2)) + (asX? + b3 X + ¢3), com a;, b, ¢; € R, (i = 1,2,3).

251
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Entao,

P(x) = ((a1X2 +0 X+ 01) (a2X2 + b X + 02)) + (a3X2 + b3 X + 03)
(a1 4+ a2) X* + (by + b2) X + (c1 + ¢2) + (a3 X? + b3 X + ¢3)
= ((a1 +a2) +a3) X + (b1 +b2) +b3) X + ((c1 + ¢2) +¢3)
(a1 + (a2 + a3)) X7+ (b1 + (b2 + b3)) X + (c1 + (c2 + ¢3))
(a1X2 + 0 X + Cl) ((CLQ + CL3 X2 (bg + bg) X+ (CQ + 03))
(a1X2 + b X + Cl) ((GQX + by X + CQ) (a3X2 + b3 X + 03))
Logo, (Ry [X],+) é semigrupo comutativo.
O elemento neutro de (R [X],+) ¢ 0X2 + 0X + 0.
O simétrico de aX? +bX +cé —aX? —bX — ¢, com a,b,c € R.
Entao, (R [X],+) é grupo comutativo. Quanto a multiplicacdo por um escalar, temos que, se o, a,b,c € R,
entdo a (aX? + bX + ¢) = (wa) X% + (ab) X + (ac) que pertence a Ry [X]. Além disso, temos

a(B(aX?*+bX +c)) = a((Ba)X (ﬁb)XJr(ﬂc))
= (a(Ba)) X* + (a(8b) X + (a(Bc))

= ((aB)a) X7+ ((af)b) X + ((ah) )
(aB) (aX? —I—bX—I—c)

E, 1(aX?+bX +¢) = (la) X? + (1b) X + (1c) = aX? + bX +c.
Sejam «, §,a,b,c € R. Entao,

(@+8) (aX? +bX +¢) = ((@+B)a)X*+((a+5)b) X + ((a+5)c)
= (aa+ Ba) X* + (ab+ pb) X + (ac + Be)
= (aa) X* + (ab) X + (ac) + (Ba) X + (Bb) X + (Be)
= a(aX®+bX +c)+B(aX®+bX +c)

Sejam «, a1, b1, c1,a2,ba,c2 € R. Seja P (x) = (a1 X? + 01X + 1) + (a2X? + b2 X + ¢2). Entéo,

aP(z) = a((aX?+hX+ec1)+ (a2X? + 02X +e2))

((a1 + as) X2 (b1 +b2) X + (1 + 02))

(a (a1 +a2)) X* 4 (a (b1 +b2)) X + (e +c2)

(ay + aas) X2 4 (aby + aby) X + (ac; + acy)

= (aa) X? + (aby) X + (acy) + (aaz) X2 + (abg) X + acy
« (a1X2 + b0 X + cl) + « (a2X2 + b X + 02)

«
«

Entéo, Ry [X] é um espago vectorial sobre R. m
Note-se que o grau de 0x2 + 0z + 0 é —o0, porque pretendemos que o grau do produto de dois polinémios seja
a soma dos graus de cada polinémio e que o grau da soma seja menor ou igual ao maior dos graus das parcelas.

Observacao 512 R, R?, R?, R*,..., C, C2?, C3,..., sdo espacos vectoriais sobre R. C, C2, C3,..., sdo espacos
vectoriais sobre C. Como veremos, uma caracteristica importante dos espacos vectoriais sobre um corpo é a sua
dimensao.

Definicao 513 Seja V' um espaco vectorial sobre K e seja n wm nimero natural. Sejam oy, s, -+ ,a, € K e
n

Uy, U, - Uy € V. A expressio cyuy + asug + -+ + aplly,, 0ou seja, E apug, ¢ uma combinacdo linear dos
k=1

vectores Uy, Ug, -+ Uy

Exemplo 514 Consideremos R3 como espago vectorial real. Sejam uy = (2,1,1),us = (3,1,2) e v = 2u; + 3us.
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Entao,
v=2(2,1,1)+3(3,1,2) = (4,2,2) +(9,3,2) = (13,5,4)

Entao, v é combinagao linear dos vectores u; e us. Digamos que v depende linearmente de u; e us.

E claro que 2u; + 3us — v = (0,0,0), o que significa que existe uma combinagao linear de coeficientes nao
todos nulos que ¢ igual ao vector nulo, o qual também pode ser escrito da seguinte maneira trivial: (0,0,0) =
0(2,1,1)4+0(3,1,2) + 0(13,5,4).

Definigao 515 Seja V' um espago vectorial sobre K e seja n um nidmero natural. Sejam ui,us, - ,uy, € V.
Os vectores ui,us, -+ , U, $Go linearmente independentes se o vector nulo se escreve, de modo Unico, como
combinacdo linear de uy,us, - , Up.

Observagao 516 Convém observar que afirmar que dois vectores sdo linearmente independentes nao equivale a
afirmar que cada um dos vectores é linearmente independente. Assim, em R3, (1,2,3) é um vector linearmente
independente, (2,4,6) é um vector linearmente independente, mas (1,2,3) e (2,4,6) sao vectores linearmente
dependentes, porque (0,0,0) =0(1,2,3) +0(2,4,6) =2(1,2,3) —1(2,4,6).

Exemplo 517 Considere R® como espago vectorial sobre R. Sejam u; = (2,1,1), uz = (3,1,2) e uz = (2,2,1).
Verifique se os vectores anteriores sao linearmente dependentes ou independentes.

Resolugao

201 + 3ag + 23 = 0
aq (2,1,1)+O¢2 (3,172)4-0(3 (2,2, 1) = (070,0) <~ a1 +ag+ 203 =0
a; +2a2+a3 =0

—4ao — 23 + 3 +2a3 =0

<= —2a0 — a3+ as +2a3 =0
041:*20(2*063
04220 04220
g a3 = (g e az =0
o :*2062*063 a1 =0

Entao, (0,0,0) escreve-se de modo tnico como combinagdo linear de ui, uz e uz. Logo, u1, us e us sdo
linearmente independentes.

Exemplo 518 Ezxercicio 519 Mostre que todo o vector de R® se escreve, de modo tnico, como combinacdo
linear de uy, ug e us, com u; = (2,1,1), ug = (3,1,2) e uz = (2,2, 1).

Resolugao

201 + 30 + 203 = x
o1+ + 203 =y

a1+ 200 + a3 =z

2z — 4o — 2a3 + 39 + 203 = x
z— 209 — Qg+ oy + 203 =y
041225*20427043

——

—y =2 — 22 gy = —T + 22
<= Qs —Qg =Y —2 <= a3 =—-cr+224+y—=z
a1 =2z — 209 — Qg a1 =z+4+2rx —4z — ag
oy = —x + 22 gy = —T + 22
<~ a3 =—T+Yy+=z < az3=—-r+y+z
ar=2x—3z4+xr—y—=2 ap =3r—y—4z

Logo, todo o elemento de R? escreve-se, de modo 1nico, como combinacio linear de (2,1,1),
Isso significa que R? é o conjunto de todas as combinagoes lineares de (2,1,1), (3,1,2) e (2,2,
vectores geram R3 e formam uma, base de R3.

(3,1,2) e (2,2,1).
1).

Entao, estes 3
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Observagao 520 Note-se que [(2,1,1),(3,1,2),(2,2,1)] significa o subespago de R? gerado pelos vectores (2,1,1),
(3,1,2) e (2,2,1).

Exercicio 521 Mostre que e; = (1,0,0), e2 = (0,1,0) e e3 = (0,0, 1) formam uma base de R3, considerado como
espago vectorial sobre R.

Resolugao
o] =2
(631 (15050) + o (07 170) +as (ana 1) = ($,y,2) — (0417042,063) = (ZL’,y,Z) — G2 =Y
Q3 = 2

Entéo, os vectores (1,0,0), (0,1,0) e (0,0,1) sio linearmente independentes e geram o espago vectorial R3.

Observe-se que o vector nulo é obtido, fazendo x = y = z = 0, 0 que implica a1 = as = ag = 0.

Observe-se que a base anterior é conhecida por base canénica de R?, a qual, em rigor ¢ uma base ordenada,
ou seja, ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)).

Definigao 522 Sejam V' um espago vectorial sobre um corpo K e L um subconjunto de V. Diz-se que L é um
subespaco vectorial de V' se L é um espaco vectorial sobre K.

Proposigao 523 Seja V' um espago vectorial sobre um corpo K. Seja L um subconjunto nao vazio de V. Entao,
L é um subespaco vectorial de V' se e sé se Vu,v € L,V o, 8 € K,au + Bv € L.

Prova. Se L é um subespago vectorial de V', entao, dados u,v € L, o, 5 € K, temos que au e fv € L, pelo que a
sua soma também pertence a L.

Reciprocamente, suponhamos que se verifica que Yu,v € L,V «, 8 € K, au + v € L.

Entéo, Yu,v € L,u+ v € L, pelo que (L, +) é grupdide.

Como L é um subconjunto de V', entdo a adigdo é comutativa e associativa em L.

Para a = 0,5 = —1, temos que, se v € L, entdo —v € L.

Entao, (L, +) é grupo comutativo.

Fazendo o = 1,8 = 0, vem que se u € L, entao au € L.

As restantes propriedades de espago vectorial resultam do facto de L ser um subconjunto, néo vazio, de V. m

Exercicio 524 Caracterize o subespago vectorial de R3 gerado por up = (1,—1,1,—1,1), uy = (1,2,2,2,1) e
us = (1,2,0, -2, —1).

Resolucao
Suponhamos que

« (1, _15 1; _17 1) + B (L 2, 27 25 1) + Y (17 25 05 _2, _1) = (Z1,$2,$3,£L’4,ZL’5)

Entao,
atfB+y=u1 r3—=28+B+y=11 y=x —x3+
—a+ 20+ 2y =x4 —x3+ 28420+ 2y =a4 —x3+ 48 4+ 221 — 223+ 20 = x4
a+206=ux3 <— a=1x3—20 <— a=ux3— 20
—a+28—2y=umx4 —x3+20+20—2y=umx4 —x3+48 — 221+ 2x3 — 20 =14
a+fB—vy=u5 x3 =20+ —v=umu5 r3—f—x1+x3— B =15

y=2z1—x3+f3 v=x1 —x3+f

658 = —2x1 + x2 + 33 68 = —2x1 + x9 + 323

= a=2x3—208 = { a=uxy3—2x —2dlatdng
20 =2x1 —x3+ 34 63 = 6x1 — 3x3 + 314
28 = —x1 + 2x3 — x5 68 = 3x1 — 6x3 + 35

Entao, —2x1 + o + 3x3 = 621 — 323 + 314 = 321 — 623 + 375.
Logo,
{ —2x1 + 29 + 3x3 = 621 — 33 + 324 — { To = 8x1 — 63 + 324
201 —x3+ x4 = —x1 + 223 — T3 T5 = —3x1 + 313 — x4

Entao, L = {((z1,8%1 — 6x3 + 3x4, T3, T4, =371 + 323 — x4) : T1, 23,24 € R)}.
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Proposigao 525 Seja V' um espaco vectorial sobre um corpo K. Entdo, todas as bases de V' tém o mesmo nimero
de vectores.

Definigcao 526 Seja V um espaco vectorial sobre um corpo K. Dimensao de V é o numero de vectores duma
base de V.

Proposigao 527 Seja V' um espago vectorial de dimensdo n, sobre wum corpo K. Entdo, quaisquer n vectores de
V' que sejam linearmente independentes formam uma base de V.

Proposigao 528 Seja V um espaco vectorial de dimensao n, sobre um corpo K. Seja m € N, tal que m > n.
Entao, quaisquer m vectores de V' sao linearmente dependentes.

Proposigao 529 Seja V' um espago vectorial sobre um corpo K e sejam uq,us, - ,u, € V. Se os vectores
Uy, U, - , Uy, Sa0 linearmente dependentes, entao um dos vectores é combinacao linear dos restantes.

Prova. Se os vectores uq,us,- - ,u, sao linearmente dependentes, entao existem aq, s, - ,a, € K, ndo todos
nulos, tais que aju; + asus + -+ + apu, = Oy, onde Oy representa o vector nulo. Suponhamos que a; # 0.
Entdo, existe aj '
Logo, cqu; = (—ag) us + - - - + (—ay, ) uy, donde se conclui que art ajuy) = ait —a)Ug + -+ (—ay) Uy)-
1 1
Mas, ozl_l (puy) = (ozl_loq) u; = lu; = u;. Entao

(mo2)uz + -+ (—om) un) = o' ((—a2) uz) + -+ ag ' ((—om) un)

u = oy ((—
1, Ya) up,

= (a7'(—a2))ug+---+ (ozfl (—an)) up = (_a;1a2) ug + -+ (—ay

Logo, u; é combinagao linear de ug, - , uy,.
Se tivéssemos a7 = 0, procediamos de igual maneira com «ajug, para o qual ai #= 0. B

Exemplo 530 Seja V' um espago vectorial sobre um corpo K e seja L um subespaco vectorial de V. Definimos,
em V', uma relagao bindria p do sequinte modo: upv < u—v € L. Mostre que p é uma relagdo de equivaléncia.

Prova. Seja v € V. Entao, v — v = 0y € L, pelo que vpv, Vv € V. Entao, a relacao p é reflexiva.

Sejam u,v € V, tais que upv. Entdo, u — v € L, pelo que — (u — v) € L, ou seja, v — u € L. Entao, vpu.

Logo, p é simétrica.

Sejam u,v,w € V, tais que upv A vpw. Entdo, u —v € L e v —w € L. Entao, (u—v)+ (v —w) € L.

Mas, (u —v) + (v — w) = v — w. Entdo, upw. Logo, p é transitiva.

Logo, p é uma relagao de equivaléncia. m

Uma relagao de equivaléncia provoca a existéncia de classes de equivaléncia. Ao conjunto de todas as classes
de equivaléncia chama-se conjunto quociente, conjunto que é representado por V ,p. Neste caso, o conjunto

quociente costuma ser representado por V L. Entao, V /p=V /L = {[v]p TV E V}, onde

], = {ueV:iup}={ueV:iu-vel}
= {ueV:Jepu—v=ly={ueV:Jepu=v+i}={v+l:le€lL}
= v+ L

Proposigao 531 Seja V' um espago vectorial sobre um corpo K e seja L um subespago vectorial de V. Sejam
u,v € V,a e K. EmV /L, define-se a adigao por (u+ L) @ (v+ L) = (u+v) + L e define-se o produto por um
escalar da sequinte maneira: o (u+ L) = au+ L. Nestas condigées, V /L é um espago vectorial sobre K .

Prova. Sejam u,v,uy,v; € V e suponhamos que v+ L = uy + L e que v + L = v; + L. Entao, upu; A vpvy, pelo
que u —uy € LAv—wv1 € L.

Entéo, (v —u1) + (v —v1) € L, donde vem que (u+v) — (u1 +v1) € L. Entéo, a adigdo estd bem definida,
tendo-se que o resultado é um elemento de V /L. Entao, (V /L, ®) é grupdide.

Ora, (u+L)® (v+L) = (u+v)+L =(w+u)+L = (v+L)® (u+L), pelo que a adigdo em V L ¢é
comutativa.
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Sejam u,v,w € L. Entao,
(u+L)dw+L)d(w+L) = (u+v)+L)e(w+L)=((u+v)+w)+L

(ut+(w+w)+L=w+L)®((v+w)+ L)
= (u+L)®((v+L)®(w+ L))

Logo, (V /L, ®) é semigrupo comutativo.

E,de(u+L)®L=(u+L)® 0Oy +L)=(u+0y)+L=u+L, vem que Oy é o elemento neutro da adigéo,
uma vez que esta é comutativa.

Por outro lado, temos (v + L) & ((—u) + L) = (u+ (—u)) + L = 0y + L = L, pelo que todo o elemento de
V /L tem simétrico (oposto para a adi¢ao).

Entao, (V /L, ®) ¢é grupo comutativo.

Quanto a multiplicagdo por um escalar, suponhamos que v+ L = v+ L, com u,v € V. Entao, u —v € L, pelo
que o (u—v) € L,Va € K. Entao, au—av € L, donde vem que (au) p (aw) e, por conseguinte, au+ L = av + L.
Entao, o produto por um escalar estd bem definido. Sejam «, 5 € K, u,v € V. Entao,

l.aBu+L)=aPu+L)=a(fu)+L=(af)ut+L=(af)(u+L)

2. lg(u+L)=1gu+L=u+1L

3. (@+B)(u+L)y=(a+B)u+L=(au+pu)+L=(au+L)+ (Bu+L)=a(u+L)+S(u+L)
4,

a((u+ L)+ (v+ L)) a((u+v)+L)=a(u+v)+L=(au+av)+ L

= (au+L)+(aw+L)=a(u+L)+a(v+1L)

Logo, V /L é um espaco vectorial sobre K. m

Definicao 532 Sejam u = (u1,...,u,),v = (v1,...,0,) dois elementos de R"™, com n € N. Produto interno

n
(usual) entre u e v, que se denota por (u,v), ou poru-v, é o nimero real (u,v) = u-v = UV ++ Uy Uy = E ULV
k=1

Definicao 533 Norma euclideana do vector u = (uy,...,u,) € R™, com n € N, que se denota por |ul|, é o

nimero real nio negativo dado por ||u| = \/{u,u) = Vu-u = Jui+---+u2. O espago R", com a norma

euclideana, costuma ser representado por E™.

Definigao 534 Seja L um subespaco vectorial de E*. L+ ¢é o conjunto de todos os elementos v € B", tais que
(v,1) =0,vl € L.

Proposicao 535 Seja L um subespaco vectorial de B". Entdo, L+ é um subespaco vectorial de E™.
Proposicao 536 Seja L um subespaco vectorial de E*. Entdo, L N L+ = {0}.

Prova. Suponhamos que v € LN LY. Entéo, v € Le v € L, pelo que v-v = 0.
Logo, |[v]|> = 0, pelo que |[v]| = 0 e v é 0 vector nulo. E é claro que o vector nulo pertence a L e a L+, donde
se conclui que LN L+ = {0}. m

Definigcao 537 Seja L um subespaco vectorial de E". Base ortogonal de L é uma base de L, tal que quaisquer
dois vectores distintos da base sdao ortogonais, isto é, o seu produto interno é zero.

Exercicio 538 Seja V =E’. Sejam u = (1,1,0,1,0), v = (1,0,1,0,0) e L = [u,v]. Seja 7w = (1,2,3,1,1) + L.
a) Determine uma base ortogonal de L.
b) Determine uma base ortogonal de L*.
¢) Determine o tinico elemento de T que pertence a L™ e calcule a sua norma.
d) Mostre que o vector encontrado na alinea anterior é o elemento de ™ que tem norma minima.
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Resolugao

a) O primeiro vector pode ser (1,1,0,1,0). O segundo vector é (1,0,1,0,0)+«(1,1,0,1,0) = (1 + a, @, 1, @, 0).
Pretendemos que (1 + a, o, 1,2,0),(1,1,0,1,0)) = 0. Entéo,

1
1+a+a+0+o¢+0=0<:>a:—§

Logo, o segundo vector da base ortogonal de L é ( , 1 , 1, — 0), ou seja, (%, =
vector pode ser substituido por um seu miiltiplo, por exemplo ( -1,3,-1,0).

%, 1, —%, 0). Este ultimo

Se pretendéssemos uma base ortonormada, os vectores seriam (%, %, 0, %, 0) e (\/%_5’ *\/%_5’ \/%_5’ *\/%_5’ 0).
b)
<(.’131,$2,ZL'3,ZL'4,.T5),( 51707170)> 0 Z1 +$2+$4:O
(1, 22,23, 4, 25),(2,—1,3,—-1,0)) =0 221 —x9+3x3 — x4 =0
Ty = —T1 — T2
{ 20y —xo+3x3+x1 +22=0
Ty = —T1 — o Ty = —T1 — X2
{3$1+3.’E3=0 {.’L‘gz—.’L‘l
Entdo, L+ = {(z1, 2, —1, —71 — 72,75) }-
Ora,
(.’1717252,—.'171,—.'171 —.'1727.'175) = (xluov —$17—$170)+(07$2,07 —$270)+(070,0,0,$5)

x (17 05 _]-, _15 0) + x2 (Oa 1,07 _1a 0) + Ts (0,0707 0’ 1)

Entdo, uma base de L+ pode ser formada pelos vectores (1,0, —1,—1,0), (0,1,0,—1,0) e (0,0,0,0,1).
Se repararmos com atencdo, podemos ver que (0,0,0,0,1) é ortogonal aos vectores (1,0,—1,—1,0) e
(0,1,0,—1,0). Entao, basta-nos ortogonalizar estes dois dltimos vectores. Para isso, mantemos o vector
(0,1,0,—1,0) e substituimos (1,0,—1,—1,0) por (1,0,—1,—1,0) + 8(0,1,0,—-1,0) = (1,8,—-1,—1 — $3,0).
Entao,
1

((0,1,0,~1,0), (1,8, ~1,~1 = 5,0)) =0 0+ S+ 0+ 1+ 5+0=0& f=—
Entéao, (1,8,—1,—-1—3,0) = (1, —%, -1, —%,0), vector este que é paralelo a (2,—1,—2,—1,0).
Base ortogonal e ordenada de L*: ((0,0,0,0,1),(0,1,0,—1,0),(2,—1,-2,—1,0))

¢) Suponhamos que (x1,z2, T3, x4, 25) € 7. Entao,

($1,$2,$37$47$5) = (172,3,1,1)+Oé(1,1,0,1,0)+ﬂ<1,0,1,070)
— (l4+a+82+a,3+81+a,1)

Para que (1 +a+ 3,2+ a,3+ 3,1+ «,1) pertenca a L', devemos ter

(I+a+p6,24+0,3+8,1+a,1),(1,1,0,1,0)) =0
(14+a+p6,24+a,3+5,1+,1),(1,0,1,0,0)) =0

f=—-3a—-4

Entao, I+at+f+2+a+tl+a=0 . Logo f=—3a—d .
a—6a—8=—4

l+a+p+3+8=0 a+25:_4-Ent30,{

E, finalmente, temos { g_

3
3 , pelo que
5

(—7,6,7,1,5)

OTIH

($1,$2,$3,$4,$5) = <__a PR R

(21, 2, 3,24, 25)|| = /A9 + 36 + 49+ 1 + 25 = 1/160 = £/10
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d) 7=(1,2,3,1,1)+L=(-1,8, L )+ L
SexEﬂ',entéox:(—%,%,%,—,%)—i—l com ! € L.
Entao,
|z = _ZQZEE_H _ZEZE§+1
B 5'5'5°5"5 "\ 5'5'5'5"5
76715 76715 76715
= (L2 L2y (L2 L 22 o (-L,2, L 22 LY+ (1,1
<< 5,5,575’5)’( 5’57575’5>>+ << 5’5’5’5’5)’>+<’>
76715\
= |(-z,2,5,2,2 0+ |1 = =vI10 + |1
[(-2.25.5:3)| +o+mr=3vio+
O valor mmimo de ||z]|> e, portanto, de |||, ¢ 2V/10 e corresponde ao caso em que [|I| = 0, isto &,
I = (0,0,0,0,0).

Observagao 539 O exercicio anterior pode ser resolvido de muitas outras maneiras. Alguns dos assuntos rela-
cionados com este exercicio sao: a projecgao de um vector sobre outro, a projeccao de um vector sobre um
subespago vectorial e o processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt.
Exercicio 540 Seja V = E°. Sejam v = (1,2,1,-1,2), v = (2,—-1,-1,1,—1) e L = [u,v]. Seja 7 =
(3,1,5,4,0) + L.

a) Determine uma base ortogonal de L.

b) Determine uma base ortogonal de L*.

¢) Determine o tnico elemento de 7 que pertence a L+ e calcule a sua norma.
d) Mostre que o vector encontrado na alinea anterior é o elemento de ™ que tem norma minima.

Resolugao

a) O primeiro vector pode ser u; = u = (1,2,1,—1,2). O segundo vector pode ser
(2,-1,-1,1,-1) - (1,2,1,-1,2)
(1,2,1,-1,2)-(1,2,1,-1,2)
2—-2—-1—-1-2
1+44+1+1+4

4
= @2-L-LL-D+1L21-12)
1
11 (

Base ortogonal de L: {(1,2,1,—1,2),(26,-3,—7,7,-3)}

(]-a 2; 1; _17 2)

Uz = (27_1a_171a_1)_

= (27715717]%71)7 (172a157172)

26,—3,—7,7, —3)

Base ortonormada de L: {(\/—_ T T T \/__),(\/%,_\/%’_\/%7\/%7_\/%)}

b) (a,b,c,d,e)-(1,2,1,-1,2) =a+2b+c—d+ 2e

{ (a,b,c,d,e)-(1,2,1,-1,2) =0 a+2b+c—d+2e=0

260 —3b—Tc+7d—3e=0

=a+2b+c+2e
260 —3b—Tc+T7(a+2b+c+2e) —3e=0

{
¥
{ =a+2b+c+2e
s
¥
=

(a’a b, ¢, d? 6) : (26, _37 _7a 7, _3)

260 —3b—Tc+Ta+14b+ Tc+ 14de — 3e =0

=a+2b+c+ 2e
33a+11b+11le =0

=a+2b+c+2(—3a—D)
e=—-3a—0>

[ S A
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Entdo, L+ = {(a,b,c,—5a + ¢,—3a —b) : a,b,c € R}.
Ora,

(a,b,c,—5a+c¢,—3a—0b) = (a,0,0,—5a,—3a)+ (0,b,0,0,—b) + (0,0,¢,c,0)
— a(1,0,0,—5,-3) +b(0,1,0,0,—1) + ¢ (0,0,1,1,0)

Entdo, uma base de L pode ser formada pelos vectores (1,0, 0, —5,—3), (0,1,0,0,—1) e (0,0,1,1,0).

Se repararmos com atengdo, podemos ver que (0,1,0,0, —1) é ortogonal a (0,0,1,1,0). Ora,

(1,0,0,—5,—3)-(0,1,0,0,—1) _ 3
{ (0,1,0,0,—1)-(0,1,0,0,—1) 2
(1,0,0,*5,*3)'(0,0,1,1,0) _ _5
(0,0,1,1,00(0,0,1,1,0) 2
Entao,
3 5
w = (1,0,0,—5,-3) — 3 (0,1,0,0,—1) + 3 (0,0,1,1,0)

35 5 3 1
(1,_5555_5,_5) - 5 (2,_3a5a_57 _3)

Uma base ortogonal de L pode ser formada pelos vectores (2, —3,5, —5,—3), (0,1,0,0,—1) e (0,0,1,1,0).

Uma base ortonormada de L pode ser formada por ((%/5’ 7# 6—\5/5, *ﬁ’ 76\3/—) 0, ,0, f%> e

=, 0
(0 07\/_ \/5, ) ou seja, por (%,—%,Sg—, 5;{, \/_) (0,{,00—\/_) (ooi 22,0).

¢) Seja

% s S

t = (3517574’0)+O‘(17271a7172)+B(2a71771a1571)
= B+a+28,14+2a-8,5+a—-p,4—a+p,2a—p)

Para que t pertenca a L+, devemos ter

(3+Oé+25,1+20{*ﬁ,5+&*ﬁ,4*&+5,20¢*6)(1,2,1,*1,2) 0
(3+C¥+25,1+20¢—ﬁ,5+0[—ﬁ,4—Oé+ﬂ,204—5>‘(2,—1,—1,1, ) 0

Logo,
1lla—48+6=0 228411 —-48+6=0 5:*1—5
{—4a+85+4:0 ‘:’{azwﬂ ‘:’{a_é

Entdo, t = (3,1,5,4,0) + —5(1,2,1,-1,2) — 4L (2,-1,-1,1,-1) = (3,2, 9L 1L _3)
d) Seja

s = (3,1,5,4,0)+a(1,2,1,-1,2) + 5(26,-3, 7,7, -3)
= (B+a+268,1+2a—33,54+a—"705,4 —a+76,2a—35)

2191 7 5 25 1
= (£2,2, 2 -2 2 2 ——ta- 20 —
(55555« (Frormag+2-3s-fra—To-a+185+20-3)
Como, (25—|—oz+26ﬁ,6+204—3,6’, 18—!—(:(—7B,1—18—a—|—7ﬁ,%—|—20z—3/3)Ege(%,%,%,%,——)GLL
Isl® = 13 +a+268,§ +20 38, ~f +a-T8fk —a+ 78 F+20-38) [ +[|3.£. % B -2

Entao, |[s[| > H(Z’ 1.9 0 _3)| pelo que (2,2, 4, &L —3) ¢ o elemento de 7 que tem norma minima.

9767187187 6

Proposicao 541 Seja V' um espago vectorial sobre K (de dimensao finita) e sejam v € V., L um subespago de
V e =v+ L. Entdo, existe em w, um e um sé vector de L*.
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Prova. Se L = {0y} VL =V, a afirmacao ¢ trivialmente verdadeira.
Suponhamos que {0y} # L # V; seja {l1,...,l} uma base de L e seja {t1,...,t,} uma base de L*. Entdo,

{li,.. . lm,t1,. .., ty} € uma base de V. Entéo, v = aily + -+ + aml;m + B1t1 + -+ + B,,tn, com os escarares
a1,y Qm, By, ..., 53, bem determinados (inicos).
Entao,
7 = v+ L=(anly+  +anlnm+ 0101+ +Bptn) + L

= ((a1lh+ -+ amln) + L)+ (Byt1 + -+ Bptn) + L)
= L+ ((Byt1+-+Bptn)+L)=(Bit1 4+ +B,tn) + L

Ora, Bty + -+ + B,tn € L*. Falta demonstrar a unicidade.

Suponhamos que v + L = wy + L = we + L, com wy,ws € Lt

Entdo, w; — we € L. Mas, por outro lado, w; — we € L. Entdo, w; —wy € LN LY = {0y}, donde vem
wp = wy. N

Proposigao 542 Seja V um espaco vectorial sobre K e sejam vi,v9 € V', L1, Lo subespagos de V', my = vy + L1
e mo = vy + Lo. Sem Nma # 0, entdo w1 Nmwa é um plano com subespago director L1 N Lo.

Prova. Suponhamos que w1 N7y # (). Entao, v € V, tal que v € my Av € Ta.
Entao, mi =v1+Li=v+ L1 enmy=vo+ Lo =v+ Lo.
Suponhamos, agora, que w € w1 Nwe. Entdo, w —v € Ly Aw —v € Lo, pelo que w —v € Ly N Lo.
Logo, w € v+ L1 N Ly. Entao, my Ny C v+ L1 N Lo.
Reciprocamente, suponhamos que w € v+ Ly N Ly. Entao, w —v € Ly N Ls.
Entao, w—v € L1 ANw—v € Ly. Logo, w ev+ L1 Aw € v+ La, ou seja, w € my A w € ma.
Logo, w € m1 Nmy. Entao, v+ Ly N Ly C 1 N7o.
Entéo, v+LiNLy=mNmy. A

Definigao 543 Sejam w,v € E", com v um vector ndo nulo. Projec¢io de u sobre v é o vector definido por
(u,v)

(v,v)

Exemplo 544 Vejamos como determinar uma base ortogonal de L = [(1,1,0,1,0),(1,0,1,0,0)] e uma base
ortogonal de L', pelo processo de Gram-Schmidt:

proj, u =

Resolugao

Sejam u; = (1,1,0,1,0) e us = (1,0, 1,0,0).

(ug, uy)
(uy, uff)
((1,0,1,0,0),(1,1,0,1,0))
((1,1,0,1,0),(1,1,0,1,0))

Seja uf =uy =u1 = (1,1,0,1,0). Seja uj = up — proj,» us = uz — uY. Entao,

1
ur Uy — ProjUs = U —<u2’u1>u": 1,0,1,0,0) —
2 2 pu/l/J 2 2 <u,1,7u/1,> 1 (7 s Ly Yy )

1 2 1. 1
= (1,0,1,0,0) — = (1,1,0,1,0) = ( =, —=,1,—=
(70’ ’O’O) 3(’ ’O’ 70) (37 3’ 3 370)

(1,1,0,1,0)

Seja uy = (2,—1,3,—1,0). Entao, os vectores (1,1,0,1,0) e (2,—1,3,—1,0) formam uma base ortogonal de

O facto de se utilizar v} deve-se a ndo querermos utilizar fracgoes.
Passemos & determinacdo duma base ortogonal de L', partindo duma base nio ortogonal:
Sejam v; = (0,0,0,0,1),v2 = (0,1,0,—1,0) ,v3 = (1,0, -1, —1,0).

vf =v] =v; =(0,0,0,0,1); vy L vg, pelo que v§ = vy =vy = (0,1,0,—1,0).
Entao,
1
/ <U3av2> " <(170v71771v0)5(07170a7170)>
= - =(1,0,-1,—-1,0) — 0,1,0,—-1,0
BT T g T MO G0 1) 0. L0,y (MBSO

1 1 1
1,0,-1,-1,0) — = (0,1,0,-1,0) = (1, —=,~1,—=,0
(77 Y 7) 2()77 )) () 27 )27>
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Logo, v{ = (2,—-1,-2,-1,0).
Vejamos como determinar a projecgio de w = (1,2,3,1,1) sobre L e sobre L*:

Projpw = proj,s w =+ proj,, w
- (G2ALDLOLO) g0y U2BLDEILBLO) (o 5 g
_ %(1,1,0,1,0)+%(27—1,3,—1,0):§(1,1,0,170) %( ~1,0)
-1 RsE- @it

Entao,

. . 12 4 8 4 76715 1
proj,. w=w —projyw = (1,2,3,1,1) — (E’ = 3,0) = (—g, S g) £ (=7,6,7,1,5)
Definicao 545 Seja V um espago vectorial sobre um corpo K e seja L um subespago vectorial de V. Sejau € V.
Entao, a classe u + L chamamos plano que passa por u e tem subespaco director L, tendo-se que a dimensao do
plano é a dimensao de L. Se a dimensdo do plano é 1, o plano recebe o nome particular de recta. Se a dimensdo
do plano é dimV — 1, o plano recebe o nome particular de hiperplano.

Observagao 546 (Teorema das dimensdes) Seja V' um espago vectorial sobre um corpo K. Entdo, existe,
pelo menos, uma base de V. Se existir mais do que uma base, todas tém o mesmo miumero de elementos. O
nuimero de elementos duma base de V' é a dimensdo do espago V. Observe-se, ainda, que a base de V.= {0y} é
0, pelo que a sua dimensdo é zero; neste caso, apenas hd uma base de V.

Definigao 547 Seja L um subespago do espago vectorial V. Sejam u,v € V. A distancia de u ao plano v + L,
d(u,v+ L), é dada por d (u,v+ L) = ||proj;. (u —v)].

Definigao 548 Sejam Li, Lo dois subespagos do espago vectorial V. Sejam ui,us € V. Os planos my = uy + Ly
e To = ug + Lo dizem-se paralelos se L1 C Lo ou Ly C Li. Se, além disso, tivermos w1 Nmy = (), os planos
dizem-se estritamente paralelos.

Definigao 549 Sejam L1, Lo dois subespagos do espago vectorial V' e uy,ugs € V. A distdncia entre os planos
w1 =uy + L1 e my =us + Ly € 0 infimo das distdncias entre os pontos de m, e 0s pontos de wo.

Proposigao 550 Sejam L1, Lo dois subespagos do espago vectorial V e uy,ug € V. A distdncia entre os planos

m =wu1 + L1 e my =ug + Ly é dada por d(my,ma) = HPI‘OJ(L1+L2)J. (up — ug)H

Prova. Ora,

d = inf d l lo) = inf d li—ug—1
<7T17 772) 116L11I»112€L2 <UI izt 2) l1€L11r,112€L2 (Ul i~ 2)
= Hul—UQ—Fll—lgH = inf ||U1 —’U,Q—l”
l1€L1,l2€L2 leL1+Lo

= d(u; —ug, L1 + L) = proj (uy — us)

(Li+L2)*

Estd, assim, terminada a demonstracao. m

Exercicio 551 Mostre que o conjunto dos polindmios de Rs [X] que se anulam nos pontos 1 e 2 é um subespago
vectorial de Ry [X].

Resolucao

Seja S = {(z — 1) (z — 2) (az +b) : a,b € R}. Entao, S # 0.

E claro que, para qualquer o € R, temos que a (z — 1) (z — 2) (az +b) = (z — 1) (z — 2) (caz + ab) € S.
Além disso, (z — 1) (z —2) (az+b)+ (z —1) (z —2)(cz+d)=(z— 1) (z—2) ((a+c)z+ (b+d)) € S.
Logo, S é um subespago vectorial de Rg [X].
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Exercicio 552 Considere o

CAPITULO 17. ESPACOS VECTORIAIS DE DIMENSAO FINITA

espaco vectorial B°. Sejam 1 =

(89,37, 111,13,54), z2 = (42, —16,-39,71,3),
Uy = (151707_15_1)7 Uz = (15_170a_17_1); uz = (171a0a151>7 Ug = (15_170a15_1)- Sejam L, = [UI;UQ};

Lo = [ug,u4), m1 = &1 + L1, o = 2o + Lo. Determine a distdncia entre 71 e mo.

Resolugao

A distancia entre w1 € mo

¢ dada por d (71, m2) = ‘

Seja v = (a1, as, as, a4, as) um elemento de (Ly + LQ)L. Entao,

pI‘Oj(LlJr[Q)L (.731 — .CCQ)H Ora, L1+ 1Ly = [ul,UQ,’U,g,U4 .

<(a17a27a37a47a5) 3 (17 1707 _17 _1)> =0 ay + Az — Q4 — A5 = 0
((a1,a2,a3,a4,0as5),(1,-1,0,—-1,-1)) =0 — a;—az —ag—as =0
((al,ag,ag,a4,a5) , (1,1,0, 1, 1)> =0 a1 +as+ag+as5=0
<(a1,a2,a3,a4,a5) , (1, —-1,0,1, *1)> =0 a1 —as+ag —as =0

ar+az—as—as =0 as =0

— CL2=O CLQ:O

2a1 +2a9 =0 a1 =0

2a1 4+ 2a4 =0 ag =0

Uma base de (L1 4 Ly)*"

¢ {(0,0,1,0,0)}. Entao,

proj (x1—z2) = proj ((89,37,111,13,54) — (42, —16,—39,71, 3))
(Li+Lo)* (L1+La)*
—  proj (47,53,150,—58,51)
(Li+Lo)*

= Proj(o.0.1.00) (47.53,150, —58, 51)

((47,53,150, —58,51), (0,0,1,0,0))
- 0,0,1,0,0) = 150(0,0,1,0,0
[0,0.1,0,0),0.0,1,0,0)y  \»0:1.0.0) (0,0,1,0,0)

Logo, d (1, 3) = le"oj(Ll_'_Lz)L (21 — x2)H = [1150 (0,0, 1,0,0)|| = 150.

Proposicao 553 Uma equagdo cartesiana do hiperplano de E" que passa por (81,8, -..,08,) € é perpendicular

a (ay,az,...,a,), com aias...an #0, éay (x1 — F1) + a2 (x2 — By) + -+ an (z, — 3,,) = 0.
Prova. Seja L = [(a1,as,...,a,)]. A dimensdo de L; é 1. Seja L = Li-. Entdo, L tem dimensdo n — 1, pelo
que (B4, Bs,---,0,) + L é um hiperplano de E". Seja (z1,%2,...,2Zn) € (81,89,-..,8,) + L.

Entao, (z1,22,...,2n) — (81,89, ---,58,) € L.
Logo, (x1 — 81,22 — Bay .- sxn — B,,) L (a1,a2,...,a,).
Logo, a1 (1 — f1) + a2 (x2 — By) + -+ an (zy — B,,) = 0.

E reciprocamente, pois o raciocinio é reversivel. m

Proposigao 554 A equagdo geral do hiperplano em B"™ é ayx1 + agxo + -+ -+ apx, = b, com ay,az,...,0,,b € R
e aiay...an #0, com algum a; # 0.
Prova. A equagdo ajxi+azxa+---+a,x, = b éequivalente a ay (1 — 81)+ag (x2 — By)+- - +an (z, — B,,) =0,

fazendo b=ai1 6, + -+ anf,. B

Observagao 555 Quando trabalhamos em E"™, os "pontos”"sao vectores e os planos sao conjuntos de "pontos”,
logo, 0s planos sdo conjuntos de vectores. Convém chamar a atencdo para o caso de FB?, por ser aquele em que é
mais facil obter imagens geométricas. Assim, a recta que passa por u = (1,3) e tem a direc¢ao do vector v = (1,1)
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é um conjunto de vectores, alguns dos quais estdao representados na figura segquinte:

Se estivermos a trabalhar com pontos habituais, dizemos que estamos a trabalhar em A%2. E a imagem da recta
que passa pelo ponto A = (1,3) e tem a direcgao do vector v = (1,1) é:

Definigao 556 Seja V um espaco euclideano (com produto interno positivo definido). Sejam u,v € V\{0y}. O

_ — (u, v)
dngulo entre u e v, (4,v), é dado por (u,v) = arccos ————.
T ’ [l o]

Defini¢ao 557 Seja V um espaco euclideano. Sejam v € V \ {0y} e L um subespago de V', tal que V £ {0y }.

O dngulo entre v e L, (v/jj), é 0 menor dngulo entre v e os elementos de L\ {Oy }.

Proposigao 558 Seja V' um espago euclideano. Sejam v € V\ {0y} e L um subespago de V', tal que V # {0y }.

Entao, (ﬁ) = arccos w,
v

Exercicio 559 Sejam V = E°, u; = (1,2,1,0,—1), us = (2,3,1,0,0), v = (1,1,0,2,—1) e L = [u1,us]. Deter-
mine o dngulo entre v e L.
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Resolugao
Como os vectores u; e ug sao linearmente independentes, formam uma base de L. Determinemos uma base

ortogonal de L:
 {ug,un)

) ((2,3,1,0,0),(1,2,1,0,—1))
<U1,U1>

<(172a1a0a_1>3(1a2,1707_1)>
24641
1+44+1+4+1

9 53 2 9
= (2,3,1,0,0)—-(1,2,1,0,—1):< —o,—)

= (2,3,1,0,0) — (1,2,1,0,—1)

= (2,3,1,0,0) — (1,2,1,0,—1)

7 TTTT
Entao, {(1,2,1,0,-1),(5,3,—2,0,9)} é uma base ortogonal de L.
Entao,

Proj, v = Proj 1,0,—1)? + Projess _2.0.9) v

1,1,0,2,-1),(1,2,1,0,—1
— <(7 b ) ) )7(7 ) ) b )> (172,170’_1)+
<(1527170a71)7(172a150771)> <(5a357270a9)5(5737725079»
1+2+1 54+3-9
- T (1,2,1,0,- 1)+ ——— """ (5,3,-2,0,9
1+4+1+1(’ )+25+9+4—|—81( )
4 1 68 1
= -=(1,2,1,0,-1) — — -2 =—1(1,2,1,0,-1) — —
7(7 9 507 ) 119(573a 7079) (7 ) aoa ) 119(

119
(63 133 70 77) 1

9 119° 119’ % 119 ) = 17 9 19:10.0,-11)

((1,1,0,2,-1),(5,3,-2,0,9))

(5,3,-2,0,9)

5,3,—2,0,9)

Entao,

— llproj;, v|| V81 + 361 + 100 + 121 V663 x 7 V4641
(v, L) = arccos = arcc =

— arccos

—_— 0S arccos ——
o]l 177 119 119

Exercicio 560 Seja V' um espaco euclideano (com produto interno positivo definido). Sejam uq,...,u, € V n

vectores mutuamente ortogonais. Seja L = [uy, ..., uy,]. Prove que dim L =n se e $6 se uq,...,u, $do todos nao
nulos.

Resolugao

Se dim L = n, entao u1,...,u, sdo todos nao nulos.

Suponhamos que u1,...,u, sdo todos nao nulos e que u; L u;, com ¢,j € {1,...,n} e i # j. Pretendemos
mostrar que os vectores ui, ..., u, sao linearmente independentes.

Suponhamos que ajuy + - -+ + agug + - - - + ayu, = 0y. Entao,

(rur + -+ agug + -+ + apuy) - up =0y - uy

(Qrur + -+ apue + -+ antn) - up = 0y - up

(uuy + -+ agug + - + apty) - uy = Oy - up

2
o flua]]” =0 o =0
Logo, ¢ ay ||uk||2 =0 . Mas, os vectores ui,...,u, sao todos ndo nulos, pelo que obtemos { ar =0 .

2 _
o ||un]|” =0 a, =0
Entao, os vectores uq,...,u, sao linearmente independentes, pelo que dim L = n.
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Geometria Analitica em A?

Exercicio 561 Consideremos, num referencial ortonormado, A = (3,1,5,2), B = (4,2,3,0), C = (7,4,1,2) e
D = (6,5,4,3). Determine:

a) Um sistema de equagdes cartesianas do plano definido pelos pontos A, B e C.
b) Um sistema de equagoes cartesianas do plano definido pelos pontos A, B e D.
¢) Uma equagao cartesiana do plano definido pelos pontos A, B, C e D.

d) A distancia entre o ponto D e o plano ABC.

e) A disténcia da origem ao plano definido pelos pontos A, B, C e D.

f) A distdncia entre o ponto C e a recta AB.

Resolucao
—
a) AB=B—-A=(4,2,3,0)—(3,1,5,2) = (1,1,—-2,-2)

AC=C—A=(7,4,1,2)—(3,1,5,2) = (4,3, -4,0)

Entao, uma equagao vectorial do plano definido pelos pontos A, C e D é

(131,582,333,174) = (47273a0) +O[(1717725 72) +ﬁ(4a35 *4,0),0&,5 eR

Entao,
(21,29, 23,24) = (d+a+46,2+ a+ 38,3 — 2a — 453, —2a)
T4
= —— 3 —
Logo, o 2 ,dondevem3+x4—4ﬁzx3,peloqueﬁ:M.
3—2a —48 = 23 4
Entao,
(r1,29,23,24) = (@A+a+48,24+a+38,3 —2a —46, —2a)
9+3z4—3
= 4_I_4+3+x4_x372_ﬂ+u’$37x4
2 2 4
Logo,
1
.7}1:4—%4-34-.%4—1}3:7—1}34-—1}4
o T4 9+3.’L‘4 —3.’L‘3 _ 17 1 3
T2=2- 5 1 = Tyt g

265
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—_—

b) AB=B— A= (4,2,3,0) - (3,1,5,2) = (1,1, -2, —2)
AD=D— A= (6,5,4,3) — (3,1,5,2) = (3,4,-1,1)

Entéao, uma equagéo vectorial do plano definido pelos pontos A, B e D é

(21,29, 23,24) = (4,2,3,0) + « (1,1,-2,-2) + 5(3,4,-1,1),a,  ER

Entao,
($1,£L’2,Z'3,.’174):(4+a+3ﬁ,2+05+4ﬂ,3—20[—5,—20[-’-5)
523744‘20[ _ _ . 73*$3*$4
LOgO’{S—Za—x4—2a:x3 , donde vem 3 — z3 — x4 = 4a, peloquea——4 .
3 x5 — 3
Logo,,@’:x4+ T3 .’E4: .’E3+.734.
2 2
Entao,
(1,29, 23,24) = (A+a+38,2+a+48,3—2a—F,—2a+pf)
3—x3 — 9-3 3 3—x3 —
_ <4+ xi T4 x;+ T 9y xi x4+6—2x3+2x473—2a—ﬂ,—2a+ﬁ)
_ 19—x3—x4—|—18—6x3—|—6x4,11—acg—x4+24—8x3+8x4,3_2a_ﬁ’_2a+ﬁ
4 4
_ 37*7ZL’3+5ZL‘4’35*9$3+7I47372a76772a+ﬁ
4 4
Logo,
37— Tx3 + dxy
Ty=
35 — 923 + Tay
Tg= ———
4
¢) AB=DB - A=(4,2,3,0)— (3,1,5,2) = (1,1,-2,—2)
AC=C—A=(7,4,1,2) - (3,1,5,2) = (4,3, -4,0)
AD=D— A= (6,5,4,3) — (3,1,5,2) = (3,4, ~1,1)
(1,1,-2,-2) - (a,b,¢,d) =a+b—2c—2d
(4,3, 40) (a,b,c,d) = 4a+ 3b—4c
(3, ,1) - (a,b,¢,d) =3a+4b—c+d
a+b—20—2d=0 a+b—2c+6a+8—2c=0 Ta+9b—4c=0
4a+3b—4c=0 = 4a+3b—4c=0 = 4a+3b—4c=0
3a+4b—c+d=0 d=—-3a—4b+c d=—-3a—4b+c
3a+6b=0 a=—2b a=—2b az%c
S 4da+3b—4c=0 <— —80+3b—4c=0 <= b:—%c — b:—%c
d=-3a—4b+c d=6b—4b+c d=—zc+c d=—zc
_— —
Para ¢ = 5, temos (a,b,c,d) = (8,—4,5,—3). O vector (8, —4,5,—3) é perpendicular aos vectores AB, A
—
e AD.

Uma equagdo cartesiana do plano ABCD é 8 (x1 —3) —4 (z2 — 1) +5(z3 — 5) — 3 (x4 — 2) = 0, ou seja,

8x1 — 4o + 53 — 324 — 39 =0

Muito haveria a dizer sobre a resolugao apresentada, mas diremos, apenas, que os vectores perpendiculares
aos vectores AB, AC e AD sao colineares com o vector (8,—4,5,—3) e podem ser determinados por meio



do determinante

el e
11
4 3
3 4
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—
€4
*02 = —24e7 + 12e5 — 15e3 + 9eqeq = —3 (8¢1 — 4es + ez — 3eq)
1

Note-se que o valor do determinante ndo pode ser calculado por uma regra semelhante ao caso de A3.

d) AD=D— A= (6,54,3) — (3,1,5,2) = (3,4, —1,1)
AB=B-A=(4,2,3,0)—(3,1,5,2) = (1,1,-2,-2)
AC=C—A=(7,4,1,2) — (3,1,5,2) = (4,3, -4,0)

— . (4,3,-4,0) - (1,1, -2, —2)
AC —proj;3 AC = (4,3,—4,0) — 012 -9 (L1292 (1,1,-2,-2)
4+43+8
= (4,3,-4,0)— —=T° _(1,1,-2,-2
(’37 ’0) 1+1+4+4(” b )
1
= (4,3,-4,0) — l—g (1,1,-2,-2) = (4,3,—4,0) — g (1,1,-2,-2)
53
= (2,2,-1,3) || (5,3, 2,6
(55-1:3) 163,20
. (3,4,-1,1) - (1,1, -2, —2) 344422
L AD = 1,1,-2,-2)=2"—""="=(11,-2,-2
Pro)as 0122 12 b2 =g (W22
7 77 14 14
- 1_0(1a1,_2a_2)_ (l_oaﬁv_l_oa_l_o>
_ — (3,4,-1,1) - (5,3,-2,6) 15412+ 2+ 6
AD = 5,3,-2,6)= — T (53 26
ProJ(s,3,-2,6) (5,3,—276)'(5,3,—276)( » 9 ) ) 25+9+4+36( » 9 ) )
35 175 105 35 105
= ﬁ(5;3,—2,6)—<ﬁ,ﬂa—§,?)
. R . . 77 14 14 175 105 35 105
AD —projp AD — projis 3 06y AD = (3,4,-1,1) — (1_0’1_0’_1_0’_E> _(ﬁ’ﬁ’_§’§>

A distancia d, do ponto D ao plano ABC, ¢ a norma do vector (—

12 348 249 81
18571857185 185

lz 348 249 _ 81
1857 1857 185 185/

1 3
Entao, d = @\/122 + 3482 + 2492 + 812 = —+/21090.

185

e) OA = (3,1,5,2) — (0,0,0,0) = (3,1,5,2)

. —_—
PI0J(8,—4,5,—3) 0A

(3,1,5,2) - (8, 4,5, —3) 9% 41956
45,3 =270 g

8, —1,5,-3)-(5,—4,5,-3) 0 I =55 19 B hY D)

39

R _4 _

114(87 ?5) 3)

13
A norma do vector anterior é %\/ 114 que é o valor da distancia pedida.

Recordamos que uma equagao do plano ABCD é 8x; — 4xo + baxz — 3x4 — 39 = 0, pelo que a distancia da

origem ao plano é dada por

39 . 39v/114 13v/114
, Ou seja, , ou .
V6441642549 114 38
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istancia entre o ponto C e a recta AB:
(3,1,5,2), B=(4,2,3,0), C =(7,4,1,2)

o (4,3,-4,0)-(1,1,-2,-2) 33
_LAC = 1,1,-2,-2) = (2,2,-3,-3
PrOJAB 0122 012 bb22={(333

1
AC pI'O.]‘> AC (4a357470) - <;a%a37 3> = <g7%71a3> = 5 (573a7276)

1
A distancia entre o ponto C e a recta AB ¢ a norma do vector 3 (5,3,—2,6), ou seja

Logo, d(C,AB) = %\/7_4

ANALITICA EM A*

B=B-A=(1,1,-2,-2); AC=C—-A=(7,4,1,2)—(3,1,5,2) = (4,3,—4,0)

1
L 5VZ5 9+ 4536,

Exercicio 562 Considere os pontos A = (1,3,-1,2), B =(1,1,-1,-1), C = (1,0,—1,0) e D = (—1,0,1,2).

Determine a distdncia entre a recta AB e a recta CD.

Resolugao

w=AB=B—-A=(1,1,-1,-1) — (1,3,-1,2) = (0, ~2,0, —3)
v=CD=D-C=(-1,0,1,2) — (1,0,—1,0) = (~2,0,2,2)

proj, v = EZZiu 4+69 (0,-2,0,-3) = (0,120, 18)

v —proj, v =(-2,0,2,2) — (0,13,0,18) = (-2,-13,2, ) || (-13,-6,13,4) =w

Seja L = [u,v]. Entao, a distAncia entre as rectas AB e CD pode ser dada por HprOjLL

Ora, AC =C — A=(1,0,-1,0) — (1,3, ~1,2) = (0, —3,0,—2), pelo que

N .
R . . <AC, u> <AC,w>
proj, AC = proj, AC + proj,, AC = ) U+ o w

el

6+6 18 -8

= ——(0,-2,0,-3 —13,-6,13,4
4+9<7 T )+169+36+169+16( ,—6,13,4)
12 1

= -2, —(—13,-6,13,4
13(0 0, 3)-|—39( 3,—6,13,4)

(13 24 2 1736+4 _ 7172178
o 39° 13 13’3’ 13 39/ 37 73 3

E, agora, temos que

((0,-3,0,-2),(0,-2,0,—3))  ((0,—3,0,—2),(~13,—6,13,4))
((0,-2,0,3),(0,—2,0, 3 " (213,26, 13.4), (—13, =6, 13,4)) "

1 1 1 12 1
projLiA_C>': (0,-3,0,-2) — <—— -2, = —§> = <_ 3 > 3 (1,-3,-1,2)

37773 3 373 33

Logo, \/1+9+1+ = \/
— —
Como nota final, reglbte—be que o Teorema de Pitdgoras pode ser aplicado aos vectores AC, proj;. AC e
—
proj;, AC:
2 3\ 12 1 2
HACH — (0, -3,0,-2)| H( —) n H— (1,-3,-1,2)
3 3
Exercicio 563 Considere o ponto A = (4,1,4,1) e os vectores u = (2,1,2,1), ¥ = (1,2,3,0) e w = (2,1,0,0).

Seja L = (W, , w].

— = = .. .
1. Mostre que os vectores v, v e w sao linearmente independentes.
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2. Determine uma equacao cartesiana do hiperplano A + L.

3. Determine a distdncia da origem ao hiperplano A + L.
Resolugao

1. Esta questao pode ser resolvida de varias maneiras. Em face da questao seguinte, vamos caracterizar o
subespago ortogonal de L:

(a,b,c,d)-(2,1,2,1) =0 2a+b+2c+d=0 2c+d=0 d= —2a
(a,b,c,d)-(1,2,3,0) =0 <+ a+2b+3c=0 — a—4a+3c=0 <+ c=a
(a,b,c,d)-(2,1,0,0) =0 2a+b=0 b=—2a b= —2a

Entdo, L+ = {(a, —2a, a, —2a) : a € R}, pelo que dim L+ = 1. Entdo, A + L é um hiperplano, uma vez que
dmL=3=4-1.

Note-se que, em vez da justificacdo anterior, podemos afirmar que A + L é um hiperplano, porque a codi-
mensao de L é 1.

2. 1(x1—4)—2(x2—1)+1(xz3—4)—2(x4—1)=0 < 21— 229+ 23— 224 —4=0
B
3. OA =(4,1,4,1)
(4,1,4,1) - (1,-2,1, -2)

proj(1,72,1,72) (4717471) = (1 —91 72) ] (1 —91 72) (17_2717_2)
4—-2+4-2 2
= —(1,-2,1,-2)=—-(1,-2,1,-2
1+4+1+4( ? Pl ) 5( ’ Ea) )

Entao, a distancia pretendida é %\/1 + 4+ 144, ou seja, %\/ 10.

Exercicio 564 Considere o ponto A = (1,2,3,4) e os vectores u = (1,1,2,2), v = (1,1,1,0) e w = (2,1,0,—1).
Seja L = [W, v, w].

1. Caracterize o subespaco L.

2. Mostre que A+ L é um hiperplano.
— — —

3. Determine wma equagdo cartesiana do hiperplano A+ L, com L = [u, 7,

4. Determine a distdncia da origem ao hiperplano A+ L.
Resolugao

1.

Entdo, L+ = {(a, —3a,2a, —a) : a € R}, pelo que dim L+ = 1.

a+b+2c+2d=0
a+b+c=0
2a+b—d=0
—a—b+4a+2b=0
c=—-a—b
d=2a+b

b= —-3a

c=2a

d=—a

2. Entdo, A + L é um hiperplano, uma vez que dim L = 3 =4 — 1, ou a codimensao de L é 1.
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3 1(%1—1)—3($2—2)+2($3—3)—1(.734—4):O < 21 —3r2+2x3—24+3=0

—

4. OA =(1,2,3,4)

(L 2,374) ) (]-v -3,2, _1)

proj(l,*3,2,*1) (1525374) = (1 3.9 _1) ] (1 3.9 _1) (1773a2a71)
1-64+6-4
- PR, 32,1
l+9+4+1(’ 2=1)
3
= —2(1,-3,2,-1
15(7 y &y )
1
= —2(1,-3,2,-1
5(7 b b) )

Entao, a distancia pretendida é %\/1 +9+4+4+4 1, ou seja, % 15.



Capitulo 19

Geometria Analitica no Plano

Comegamos por referir que, salvo referéncia expressa em contrério, utilizamos sempre um referencial ortonormado.

Exercicio 565 Considere o ponto A = (2,3) e o vector @ = (4,5). Seja r, a recta que passa pelo ponto A e tem
a direc¢do do vector w. Determine:

a) Uma equagdo vectorial da recta r.

b) Um sistema de equagdes paramétricas da recta r.
¢) Uma equagio cartesiana da recta r.

d) A equagio reduzida da recta r.

Resolugao

a) (z,y) =(2,3)+a(4,5),a R

b) { z=2+4a ,aeR

y =3+ 5«
T =2+4a ””T_2:oz
C){y:3+5a {:){%3—04

= : 4 z—2 _ y=3
Uma equagdo cartesiana da recta é, por exemplo, 7= = 4==.

d)
—2 y-3 5
964 :yT<:>4y—12=5x—10<:>4y=5:1:+2<:>y:%+

N =

Exercicio 566 Considere a recta v que passa pelo ponto A = (zg,yo) e tem a direc¢io do vector u = (p,q), com
p £ 0Aq+#0. Determine:

a) Uma equagao vectorial da recta r.

b) Um sistema de equagdes paramétricas da recta .
¢) Uma equagao cartesiana da recta r.

d) A equagdo reduzida da recta r.

Resolugao

a) (x,y) = (w0,90) +a(p,q),« €R

T =Ty + po
b ,aeR
) {y:yo—i—qa

271
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o [ #=m0tpa Sh=a
Y =yo +qu i =a

Uma equagao cartesiana da recta é, por exemplo, %Q = %.

d) Obtengao da equagao reduzida da recta :
_ _ _4q q
PY —PYo = qT — qTo <= PY =qT +PpYo —qTo < Y = 5x+yo* 5560

Registe-se que a equacdo anterior costuma ser substituida por y — yo = m (z — ), onde m = %.

Observagao
Os vectores (p,q) e (¢, —p) sao perpendiculares, porque o seu produto interno é zero. Este facto é bastante
importante e é explorado constantemente, para escrever uma equacao cartesiana duma recta.
Habitualmente, aplicamos a seguinte regra:
Se o vector 7 = (a,b) ¢ um vector nio nulo e perpendicular a uma recta que passa pelo ponto (z0,Y0), entao
uma equagao cartesiana da recta é
a(x—mxo) +b(y—yo) =0

E, para obter um vector director da recta, basta-nos trocar a ordem e um dos sinais das coordenadas do vector
— —
7, obtendo-se, por exemplo, uw = (b, —a).

Entao, uma equagao vectorial da recta é

($7y) = (xo,yo) +Oé(b, —(L) y € R
Exercicio 567 Considere a recta r definida pelos pontos A = (1,3) e B = (5,5). Determine:

a) Uma equagdo vectorial da recta r.

b) Um sistema de equagdes paramétricas da recta .
¢) Uma equagao cartesiana da recta r.

d) A equagao reduzida da recta .

Resolugao

a) AB=B-A=(55)—(1,3)=(42) | (2,1)
Entédo, (z,y) =(1,3) +a(2,1),a € R

b) { z=1+2a R

y=3+a ’

c) 5t =4

d)2y—6=2—-1<+= 2y=a+5 < y=12+3%
Exercicio 568 Considere os pontos A = (1,3) e B = (5,5). Determine a equagdo reduzida da mediatriz de [AB].

Resolucao
(B}onto médio de [AB] ¢ dado por M = (12, 345) = (3,4).
AM =M — A= (3,4) — (1,3) = (2,1) € um vector perpendicular & mediatriz de . Entao:

20 —-3)+1(y—4) =0 <= 2z —6+y—4=0 < y=—-22+10

Exercicio 569 Considere os pontos A= (1,2), B=(5,6) e C = (7,0). Determine o baricentro, o ortocentro, o
circuncentro e o incentro do trigngulo [ABC].
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Resolugao

a) Determinagdo do baricentro ou centro de gravidade:

O baricentro dum tridngulo é o ponto de intersec¢ao das trés medianas do tridngulo, tendo-se que mediana é
o segmento de recta que une um vértice ao ponto médio do lado oposto.

O ponto médio de [AB] é My = (3,4).

CMi =My —C = (3,4) = (7,0) = (=4,4) L (1,1)

Uma equagao cartesiana da recta que contém a mediana anterior é:

r—74+y=0
O ponto médio de [BC| é My = (6,3).
—_—
AMy =My — A= (6,3) —(1,2) = (5,1) L (1,-5)
Uma equagao cartesiana da recta que contém a mediana anterior é:
x—1-5(y—2)=0

Ja nao é necessario obter a terceira equacao, a menos que queiramos verificar que, de facto, as trés medianas
tém um ponto comum.

r=T—y — T=T-—y — 37:%
T—y—1-5y+10=0 —6y = —16 y=23
Logo, o baricentro do trlangulo éo ponto G=(%3).

Como curiosidade, calculemos AG e GMg.

{AGGA(??’%) ,2)

(_0
P
)=(5:3)
~ - — . . . .
A conclusao é que AG = GM,, que é uma propriedade que se verifica em qualquer tridngulo e relativamente

a qualquer das medianas. Esta propriedade costuma enunciar-se do seguinte modo: as medianas dum tridngulo
trissectam-se.

Uma tltima curiosidade: G =
b) Determinagao do ortocentro:
O ortocentro dum triangulo é o ponto de interseccao das rectas que contém as alturas do triangulo.
AB=B—A=(56)-(1,2) = (44) | (1,1)
Uma equagao cartesiana da recta que passa por C e é perpendicular a [AB] é x — 7+ y = 0.
AC=C—A=(7,0)—(1,2) = (6,~2) || (3, ~1)
Uma equagdo cartesiana da recta que passa por B e é perpendicular a [AC] é 3 (x — 5) — (y — 6) = 0, ou seja,
3r—y—9=0.

)

C»JIU\ wlw

(1
GM = My — G = (6,3) — (£,

C»J|OO

(55 2550 = (3

COIOO

r=T7T—-y — r=7T-y — r=4
21-3y—y—-9=0 —4y = —12 y=3
Logo, o ortocentro do triangulo [ABC] é o ponto H = (4, 3).
¢) Determinagdo do circuncentro:
O ponto médio de [AB] é My = (3,4); o ponto médio de [AC] é My = (3,4).
AB = (4,4) || (1,1)
—
A =(6,=2) [| (3, ~1)
=(3,4); My = (4,1)
Equacoes cartesianas das mediatrizes de [AB] e [ACT:
1(z—3)+1(y—4)=0 — r+y="7 — y=7—=x
3(z—4)—1(y—1)=0 3x—12—-y+1=0 3r—-12—-7+x+1=0

— {y:7_$ @»{zz

nojehojon
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Logo, o circuncentro do tridngulo é o ponto D = (%, g)

Verificagao:

AD=D-A=(3.3) - (1L2)=(5.3) = [4D]|= /2 =22

BD=D-B=(33)-(:6=(-3-3) = |[BD] =2 =2
CD=D-C=(3$3) - (n0)=(-33) = |BD|=\/F =24

Finalmente, observe-se que uma equagao da circunferéncia circunscrita ao tridngulo [ABC] é

SN L (5w
T3 Y73) T3
d) Determinacao do incentro:

O incentro dum tridngulo é o ponto de intersecgdo das bissectrizes dos angulos internos do tridngulo, ou seja
é o ponto que estd & mesma distancia dos trés lados do tridngulo.

Para encontrar um vector director da bissectriz do a4ngulo interno A (por exemplo), encontramos os dois
vectores A—B> e A—d e depois temos de obter dois outros vectores com a mesma norma e que tenham a direcgao e
o sen_ti}do dos vectores A—é e AC. A som%i)os dois vectores encontrados é um vector director da bissectriz.

AB=B—-A=(4,4)=4(1,1); AC=C—-A=(6,-2)=3(3,-1);

Sejam @ = (1,1) e ¥ = (3,—1). Entao, | 7| =v2e |7 = V10 = V5 || 7]

Seja W = 5w + ¥ = (v5,V5) + (3,-1) = (V5 +3,V5 - 1).

Entdo, w ¢ um vector director da bissectriz do angulo A, pelo que uma equagio cartesiana da (recta) bissectriz

z—1 y—2

VE+3 V51

Analogamente, temos:

BC=C-B=(2-6)=2(1,-3); [|(1,-3)] =v10
BA=A-B=(-4,-4)=4(-1,-1); [(-1,-D|=+2
Sejat—l—)—i—\/_( 1,-1) (1—\/5,—3—\/5).

Equacao cartesiana da (recta) blsbectriz do angulo B:

r—5 y—6

V-1 V5+3

O incentro do tridngulo obtém-se resolvendo o sistema formado pelas equagoes das duas bissectrizes:

{(zl)(\/gl) (y—2) (V5 +3) <:>{x_2+\/5
( )(\/_+3) (y — 6)(\/5_)_1) y=5-5

Apenas apresentdmos a solugdo do sistema, sem a resolucao do mesmo, por nao haver interesse na sua apre-
sentacao.

E, agora, podemos afirmar que o incentro é (2 +/5,5 — \/5)

Uma equacgao da circunferéncia inscrita ao tridngulo é:

(x—27\/5)2+(y75+\/5)2:

Na expressao anterior, r é a distancia do ponto F = (2 +5,5 — \/5) a recta que contém um dos lados do
tridngulo, tendo-se r = V10 — /2:

Calculo da distancia do ponto a recta AB:

AB=(4,4)=4(1,1) = m=1; A=(1,2)

Entao, a recta AB é definida por y = x + 1, equagdo que é equivalente a . —y + 1 = 0;

A distancia do ponto F a recta AB ¢é dada por:

_LrvEosivEe (2@2—2)«5:(%-1)@:@—&

v1i+1
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Entao, uma equagao da circunferéncia inscrita no tridngulo é:
2 2 2
(2 ¢ o5 8) = (T3

Exercicio 570 Considere os pontos A = (1,3), B = (5,1) e C = (4,5). Sem usar o produto interno, determine
uma equagdo cartesiana e uma equacgdo vectorial da recta que passa por C e é perpendicular & recta AB.

Resolugao

O que se pretende neste exercicio é obter uma equagdo duma recta perpendicular a outra, utilizando, apenas,
o conhecimento de que rectas paralelas tém o mesmo declive e a féormula da distancia entre dois pontos, para
definir a mediatriz dum segmento de recta.

Seja P = (x,y), um ponto equidistante de A e B. Entao:

V@12 + -3 =/ (@—5+ -1

Elevando ambos os membros ao quadrado, obtemos:

22 =2+ 1492 —6y+9=2?—-10z+25+¢y> —2y+1

A equagdo anterior é equivalente a 8¢ — 4y = 16, donde se conclui que y = 2z — 4.

Entao, a equagao reduzida da recta pretendida é y = 2x + b, com b a determinar de modo que o ponto
C = (4,5) satisfaca a equacao.

Entao, 5 =2 x 4+ b, donde se conclui que b = —3, pelo que a equagao reduzida da recta é y = 2z — 3.

Como o declive da recta é 2, entdo u = (1,2) é um vector director da recta, pelo que uma equacio vectorial
da recta é:

(z,y) = (4,5) +a(1,2), (e € R)
Exercicio 571 Considere os pontos A = (2,3), B= (5,7) e C = (=3,4). Determine a drea do triéngulo [ABC].

Resolugao

a) Comegamos por referir que estamos sempre a supor que utilizamos um referencial ortonormado.

Determinacao da drea do triangulo [ABC], usando trapézios:

E fécil verificar, na figura abaixo, que a rea do triangulo [ABC] & a diferenca entre a drea do trapézio [BCDF)
e a soma das dreas dos trapézios [ACDE] e [ABFE].

B
-
A
) OE -
447
Area do trapézio [BCDF): % x 8 = 44.
4¥3 3

Area do trapézio [ACDE): —5 X 5 5
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. 7T+3
Area do trapézio [ABFE): % x 3 = 15.

35 23

Area do triangulo [ABC]: 44 — 5 15 = 5

Entao, a drea do tridngulo é % unidades de &rea.
E claro que a unidade de drea depende da unidade de comprimento.
b) Determinacdo da drea do triangulo [ABC], usando tridngulos e um trapézio:

o

144

Area do trapézio [BCDE): 5 X 8 = 20.
1x5 5

Area do triangulo [ACD]: >2< =3

. 3x4

Area do triangulo [ABE]: “ =

; 2
Area do tridngulo [ABC]: 20 — 6 — g = 73

23
Entao, a drea do tridngulo é > unidades de érea.

¢) Determinacao da drea do triangulo , usando tridngulos e um rectangulo:

A
F B
c
D a E
-

Area do rectangulo [BEDF]: 8 x 4 = 32.

. 3x4

Area do tridngulo [ABE]: “° —6.
) 1x5 5
Area do tridngulo [ACD]: >2< =3
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8% 3

Area do triangulo [BCFY: =12.

. 2
Area do triangulo [ABC]: 32 — 6 — 12 — g = —3

2
6 23

Entao, a drea do triangulo [ABC] ¢ % unidades de 4rea.

Exercicio 572 Considere os pontos A = (2,1) e B = (4,5). Determine o(s) ponto(s) C, de modo que o tridngulo
[ABC] seja equildtero.

1* Resolugao

Os trés lados do tridngulo devem ter o mesmo comprimento.

AB =B — A= (4,5) - (2,1) = (2,4). Entio, A’éH = VIF 16 = v/20.

Seja C' = (x,y). Entéo, AC=C—-A= (z,y) — (2,1) = (z — 2,y — 1).

A—dH = \/($ —2)* + (y — 1)%. Entéo, devemos ter \/(m — 2%+ (y— 1% = V20.
@rocede—se de modo andlogo para o ponto B.

BC=C-B=(z,y) — (45) = (x— 4,y —5).

BC| = V(@ —4)° + (y— 5)°. Entio, /(2 — 4 + (y—5)° = V0.

Logo,

Logo,

Entao:

22 —4x+44+9y? -2y +1=20
z? — 8x 4+ 16 +y> — 10y + 25 = 20

2?4y =4dx+2y+15

4z 4+ 2y + 15 — 8x — 10y = —21

(@ —2)"+(y—1)* =20

—4x — 8y = —36
9-2y—27+(@y—-1)°>=20
r=9—-2y

1117

(7T—2y)+ (y—1)>=20
r=9—-2y

Entdo: (7 —2y)° + (y — 1)* = 50 — 30y + 53>

(T—2y)2 4+ (y—1)°=20 <= 49-28y+4y>+y>—2y+1=20
— 5P -30y+30=0 < > —6y+6=0
— y=3+/9-6 < y=3+3

Logo,x:9—2(3:|:\/§):3i2\/§, pelo que

C:(3+2\/§,3—\/§)v0= (3—2\/5,3+¢§)

Esta resolugdo consiste em considerar a intersecgao da circunferéncia de centro A e que passa por B, com a
circunferéncia de centro B e que passa por A e mostra que a intersec¢do de duas circunferéncias é transformada
na interseccdo duma recta com uma circunferéncia. Este problema de determinar um ponto de forma a definir
com outros dois, um tridngulo equildtero tem sempre duas solugoes.

2% Resolugao

O ponto C = (z,y) tem de ser equidistante de A e de B, pelo que tem de pertencer & mediatriz de [AB].
Além disso, a distancia de C' ao ponto A deve ser igual a distancia entre A e B. Seja M o ponto médio de [AB].

Entdo, M = (4, 145) = (3,3). Ora, AB=B — A= (4,5) — (2,1) = (2,4) || (1,2).

Entao, uma equagdo cartesiana da mediatriz de [AB] é

r—34+2(@y—3)=0
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Entao, x =2y — 9 e HA—B)H = /4 + 16 = /20.

Por outro lado, AC' = C — A = (z,y) — (2,1) = (z— 2,y — 1) = (9— 2y — 2,y — 1) = (T — 2y, — 1).
Entao:

(7T—20)°+(y—1°=20 <= 4> —28y+49+y>—2y+1-20=0
— 52 —30y+30=0 < y=3+3

Logo, ha duas solucoes { z=3+2V3 \Y { z=3-2V3
’ y=3—-3 y=3+3
3% Resolucao
Consideremos um tridngulo equilédtero de lado I. Seja h, uma altura do tridngulo. Entao, usando Trigonometria
ou o Teorema de Pitagoras, temos h = % Seja M o ponto médio de [AB]. Entao, M = (3,3).

Como AB =B — A = (4,5) — (2,1) = (2,4), temos HA_B" = V116 = V20.

O vector U = @ (4, —2) & perpendicular a AB e tem norma igual a @ HA_B)

’, pelo que temos:

C=M+ ? (4,-2) = (3,3) % (2v3,-3)
Logo, C' = (3,3) + (2V3,—v3) = (3+2V3,3 - v3) ou C = (3,3) — (2v3,-V3) = (3 —-2V3,3+ V3).



Capitulo 20

Geometria Analitica no Espaco

Exercicio 573 Consideremos, num referencial ortonormado, os pontos A = (3,1,5), B = (4,2,3), C = (7,4,1)
e D = (6,5,4). Determine:

a)
b)
c)
d)
¢)
)

9)

h)
i)

Uma equagdo cartesiana do plano definido pelos pontos A, B e C.
Uma equagdo cartesiana do plano definido pelos pontos A, B e D.
Uma equagdo cartesiana do plano definido pelos pontos A, C e D.
Uma equacdo cartesiana do plano definido pelos pontos B, C e D.
Uma equagao cartesiana da superficie esférica de didmetro [AB|

O ponto T pertencente ao segmento de recta [AB], de modo que a disténcia de A a T seja o dobro da
distancia de B a T. Determine, ainda, uma equacdo cartesiana de cada wma das superficies esféricas que
passam pelo ponto T e tém centro em A e em B, respectivamente.

Uma equagdo cartesiana da superficie esférica que contém as duas superficies anteriores e é tangente a
ambas.

A distdncia entre o ponto D e o plano ABC.

A distdncia entre o ponto C e a recta AB.

Resolucao

2)

—
AB=B—-A=(4,2,3)-(3,1,5) =(1,1,-2)
AC=C—A=(7,4,1)—(3,1,5) = (4,3, —4)
Pretendemos obter um vector 7 = (a, b, ¢), ndo nulo e que seja perpendicular aos dois vectores anteriores,

o que pode ser feito recorrendo ao produto interno:(a, b, ¢) - (4,3, —4) = 4a + 3b — 4c

- =0 — a+b—2c=0 a=2c—b
¢)-(4,3,—4)=0 4a+3b—4c=0 8&c—4b+3b—4c=0

— a=2c—b — a=—2c
b:4c b:4C

a=—
b=14
Equagao cartesiana do plano ABC:"

Fazendo ¢ = 1, obtemos { . Entéo, o vector (—2,4, 1) é perpendicular aos dois vectores A—é e A—C)’

2x—-4)+4(y—2)+1(z—3)=0

279
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b) AB=B - A=(4,2,3) - (3,1,5) = (1,1, -2)
AD =D — A= (6,5,4) — (3,1,5) = (3,4, —1)

Pretendemos obter um vector 7 = (a, b, ¢), ndo nulo e que seja perpendicular aos dois vectores anteriores,
o que pode ser feito recorrendo ao produto interno. No entanto, hd um processo de calcular um vector
perpendicular a outros dois, o qual nao é do programa, mas é bastante rapido, depois de algum treino.
Trata-se do produto externo de dois vectores:

el e e3
- ’1 25 ‘1 25 ‘11?

- = qle1r— _qle2 3
s 4 1 4 -1 3 -1 3 4

= (—1+8)ef —(—1+6)es+(4—3)es =Tel —bes + €3
Observe-se que ? d é um determinante duma matriz de tipo 2 x 2 e é calculado da seguinte maneira:
a b
d‘ =ad — bc

O célculo do determinante duma matriz 3 x 3 ou superior é mais complicado, podendo aplicar-se a seguinte
regra:

a1l aiz2 a13
a21 a22 a23 = ai
asz1 asz as3

a21 a2
az1 as2

a2 Aa23

+ a3
az2 as3

— Q12

az1 a3
az1 33

= a1 (a22a33 — a23a32) — a12 (a21a33 — az3as1) + a1 (a21a32 — a22a31)

= (11022033 — (11023032 — 012021033 + A12023031 + 13021032 — G13022031

O célculo do determinante duma matriz 3 X 3 pode ser simplificado:

= = =
€1 €9 €3 €1 €92

Comegamos por repetir as duas primeiras colunas: | 1 1]1-21]1 1
4 | -1 3| 4

Depois, calculamos os dois produtos nas diagonais:

er x1x(=1)+es x(—2)x3+e3 x1x4d=—¢] —6ey +4ez
e3x1x3+ef x(=2)x4d+e x1x(—1)=—8e —e3 + 3e3

E, finalmente, temos a diferenca entre os dois produtos anteriores:
(—e1 —6e3 +4e3) — (—8ef — €3 + 3e3) = Ter —bes + €3
~ . . - - ~ .
Entao o vector (7,—5,1) é perpendicular aos dois vectores AB e AD. Uma equagdo cartesiana do plano
T(x—4)—5(@y—2)4+1(z—3)=0

=C-A= (774a1)7(3?155) = (473a74)
D—A=(6,54)—(3,1,5) = (3,4, -1

~

Vector perpendicular aos dois anteriores:

4 oo | 2]

T = (—3e; — 12e3 + 16¢3) — (—16e; — 4e3

Equagao cartesiana do plano ACD:

9e3) = 13e; — Ses

13(x—3)—8(y—1)+7(2-5)=0
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d) BC=C—-B=(7,41) - (4,2,3) = (3,2, -2)
CD=D—-C=(6,54) —(7,4,1) = (~1,1,3)

— — — — —
el €9 es3 €1 €2
Vector perpendicular aos dois anteriores: | 3 2 | -2 3 2
-1 1 3 | -1]1

7 = (6er + 2es + 3e3) — (—2e1 + 9es — 2e3) = 8e; — Tes + ez = (8,—7,5)

Equagao cartesiana do plano BC'D:
8(x—4)—T(y—2)+5(z—3)=0
e) O ponto médio do segmento [AB], é dado por M = (%, %, 4).

AB = B— A = (4,2,3) — (3,1,5) = (1,1,—2). Entdo, HEH — VTF1¥4 = v6, pelo que o raio da

superficie esférica de diametro [AB] é @, pelo que uma equacao da superficie esférica referida é:

<x—;>2+<y—g>2+(z—4)2:g

f) Seja T = (z,y, 2).

— —
AT =2xTB <— T-A=2B-T)<=(z—-3,y—1,2-5)=24—2,2—-y,3—2)
r—3=8—-2z T ==
— y—1=4-2y < y:§
z2—H=6-—2z =

Como HA—B)

N - — -
’ = /6, temos HTBH = @ e HATH = %
Equagao cartesiana da superficie esférica de centro em A e que passa pelo ponto T*:

(-3 + -1+ (-5 =5

Equagao cartesiana da superficie esférica de centro em B e que passa pelo ponto T
(-4 +@y-2°"+(-37=<

g) A soma dos raios das duas superficies esféricas ¢ o raio da superficie esférica pretendida. E claro que a soma
dos dois raios ¢ v/6, pelo que, apenas, nos falta obter o centro E. Conforme podemos verificar na figura

anterior, E ¢ o ponto médio do segmento [AT], ou seja, E = (42, 2,3). Equagio pretendida:

(=3) (-5 (3)
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h) O plano ABC' é definido pela equacdo 2z — 4y —z+3 =0 e D = (6,5,4). Pretendemos determinar o
ponto I de interseccdo do plano ABC com a recta que passa por D e é perpendicular ao plano. Entéo,
I=(6,5,4)+ a(2,—4,-1) = (6 + 20,5 — da, 4 — q).

Para que o ponto I pertenga ao plano ABC, devemos ter

2(6+2a)—4(5—4a)—(4—a)+3=0

Entao,

3
12440 —-20+ 16 —4+a+3=0 < 2la=9 < a:?

1. Logo, DI = % (2,—4,—-1), pelo que HITI)H = %\/44— 16+1= %\/ﬁ

Observe-se que, como pode verificar no exercicio seguinte, existe uma férmula que resolve esta questao.
Aplicando essa férmula, temos:

—2x6+4x5+4-3 9 Iv2l 3 —=
d:‘ X + X + ‘: = = — 21

VI+16+1 V21 21 7

i) A distancia entre o ponto C e a recta AB:
C=(7,41); AB=B-A=(423)-(31,5) =(1,1,-2)
—_—
Uma equagao do plano que passa por C' e é perpendicular a AB é:
r—T4+y—4-2(z-1)=0 << z+y—2z=9
O ponto I = (z,y, z), de intersec¢do da recta AB com o plano anterior, é dado por:
(z,y,2) =(4,2,3) + a (1,1, -2) . (2,y,2) =4+ a,24+ a,3 — 2a)
r+y—22=9 r+y—2z=9

3
= 4+a+2+a-23-20)=9 = 6a=9 = a=g

Entdo, I = (44 o,2 4+ «,3 — 2a) = (%,%,O), pelo que

— 11 7 31 1
c=c—-I1="41)——,= =(=,=1]==(3,1,2
C=c-r=an-(F.3.0) = (351) = 3612

A distancia do ponto a recta é d = %\/9 +1+4= @.
Outro processo
A=(3,1,5),B=1(4,2,3),C =(7,4,1)

AB=B-A=(4,23)—(3,1,5) = (1,1,-2)
—
AC=C—A=(7,4,1)— (3,1,5) = (4,3, —4)
—_— —
AB-AC =(1,1,-2) (4,3,—-4) =4+ 3+8=15
-—, — AB-AC— 15 )
Entao, a projeccao de AC sobre AB ¢ ———AB = ——— (1,1,-2) = - (1,1,-2).
HA—B)H 1+1+4+4 2

Logo, a distancia pretendida é a norma do vector AC — 3 (1,1,-2).

5 3

AC — g (1L1,-2) = (4,3,~4) — 5 (1,1,-2) = (8,11) =13,1,2).

Exercicio 574 Determine, num referencial ortonormado, a distdncia entre o ponto P = (xo,yo,20) € 0 plano de
equagio Ax + By+ Cz+ D = 0.
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Resolugao

Se a equacao Ax + By + Cz+ D = 0 define um plano, entao, pelo menos, um dos nimeros A, B, C ¢é diferente
de zero, isto é, A2 4+ B2 4 C? # 0.

Seja I = (x0,90,20) + @ (A, B,C) = (zg + @A, yo + aB, 29 + aC). A equagio anterior define uma recta que
passa por A e é perpendicular ao plano de equagao Az + By+ Cz+ D = 0.

Para que o ponto pertenca a recta e ao plano temos:

A(zo+adA)+ B(yo+aB)+C(z+aC)+ D=0 < Azg+aA®>+ Byy+aB*+Cz +aC?+D =0
Entao:

__A:E0+Byo+C’ZO+D
B A? 4+ B? 4 C?

—
Logo, PI = « (A, B,C), pelo que

A B D
|P2] = 1ol x 4. B.Cy | = ARt B X O 2 DL, /e e o

a ATT BTy C?

|Azo + Byo + Czo + D]

A2 4+ B%24C?

Exercicio 575 Determine, num referencial ortonormado, a distdncia d, entre o ponto P = (a,b,c) e a recta de
equagdo (z,y,z) = (vo,Yo0,20) + a (p,q,7).

Resolugao
E claro que p? + ¢% 4+ 72 # 0, pois no caso contrario nao temos uma recta.
Pretendemos encontrar o ponto I = (z,y, ), da recta dada, tal que a recta definida pelos pontos I e P seja
per;gldicular a recta.
PI=1-P = (x9,Y0,20) + @ (p,q,7) — (a,b,¢) = (xo + ap — a,yo + aqg — b, z0 + ar — ¢)
Entao, (p,q,7) - (xo+ap —a,yo+aq—b,z0 +ar —c) =0
Logo, p(a — xo) + q (b —yo) + 7 (c— 20) = o (p* + ¢* + 1%)
Logo,
pla—m0) +q(b—yo) +7(c—20)
D2+ g2+ 12
Entao, I = (z,y,2) = (zo,¥0,20) + @ (p,q,7), com « ja determinado, pelo que d, a distancia pretendida, é a

norma do vector Pl = [ — P = (o — a,y0 — b, 20 — ) — p(wo_a)_;giy;;bgjr(zo_c) (p,q,7).

o=

A férmula para a distancia dum ponto a uma recta, que se obtém através da norma de pi , ¢ muito pouco
interessante, pelo que nao a escrevemos.

No entanto, aproveitemos este processo para retomar um exercicio ja resolvido:

Determinar a distancia entre o ponto C e a recta AB, com A = (3,1,5), B = (4,2,3) e C = (7,4,1). Entao:

AB=B-A=(4,23)-(3,1,5) = (1,1,-2) = (p,q,7)

C= (7’4’1) = (O’?bvc); A= (37135) = (any07ZO)

Entdo,(—4,—-3,4) + 2 (1,1,-2) = (-3, -3, -1)

p(zo—a)+q(yo—b)+7(20—c)

—
Pl = —ayyo—b,z0 —c¢) —
(x(] a, Yo y 20 C) p2+q2—|-7“2 (p,QaT)
13-7)+1(1-4) —-2(5-1) —4-3-8
= —-7,1-4,5-1) — 1,1,-2)=(-4,-3,4) - —— (1,1, -2
(3-71-4,5-1) —— (1,1,-2) = (~4,-3,4) - ——2=2(1,1,-2)
15 5 3 1 1
= (434 + 5 (L1 -2) = (-4, -3, + S (1,1,-2) = (—5,—5,—1> =-5(3.1,2)

Logo,d:HﬁH:% 9+1+4:%\/ﬂ.

Exercicio 576 Consideremos, num referencial ortonormado, A = (2,—-1,1), B = (4,3,3), C = (6,1,-1) e
D = (3,2,1). Determine:
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a) Uma equagdo cartesiana do plano definido pelos pontos A, B e C.

b) A distancia do ponto D ao plano ABC.

¢) A distancia do ponto D & recta AB.

Resolucao

a)

c)

AB=B—A=(4,3,3)—(2,-1,1) = (2,4,2) || (1,2,1)
BC=C-B=(6,1,-1)—(4,33)=(2,-2,—4) || (-1,1,2)

(:anaz)(_lala2):0 —x+y+22:0

— rT=-2y—z — T=-2y—=z
20+ 24+y+22=0 3y+32=0

{x——Qz—z {x——z
< <=
y=—z y=—z

Fazendo z = 1, temos z = 1 e y = —1, pelo que um dos vectores perpendiculares ao plano é (1,—1,1).
Entéo, uma equagao do plano ABC ¢ (x —4) — (y —3) + (2 — 3) = 0, equagao esta que é equivalente a
equagao z —y+2—4=0

: A:(2,_171)a B:(4,3,3)a C= (Gal,_l)aD: (3a2a1)

3-2+1] _,
=L —-2/3
VIF1+1 V3

Se nao aplicarmos essa férmula, podemos determinar o ponto de intersecgao do plano com a recta que passa
por D e é perpendicular ao plano, tendo-se I = (3,2,1) + o (1,-1,1) =B+ a,2 —a,1 + a),a € R.

Aplicando a férmula da distancia dum ponto a um plano, vem d =

Para que o ponto I pertenga ao plano, tem de ser

2
3+a—2+a+l1l+a—4=0 << 3a=2 <— a:§

Logo, d =2 |(1,-1,1)|| = %\/g

AB=B-A=(4,3,3)—(2,-1,1) = (2,4,2) || (1,2,1)

Uma equagdo vectorial da recta AB é: (4,3,3)+«(1,2,1) = 4+ @,3+ 20,3+ «)

(x,y,2) =(4,3,3)+«(1,2,1) = (4+ @,3+ 20,3+ @), € R

Uma equagao do plano que passa por D e é perpendicular a recta AB:

(z—3)+2(y—2)+(2—1)=0 <> 2+2y+2-8=0

Intersecgao da recta com o plano:

5
4+a+4+23+20)+3+a—-8=0 <= 5+6a=0 < a=-—z

Logo, I = (4,3,3) = 3 (1,2,1) = (§,5,%).

6

Entdo, DI =1 —D = (4,4, 13) _(3,2,1) = (},-2,1) = 1 (1,-4,7).

Logo,

636
P
D[ = £ 11, -4, )] = £v/56

A distancia do ponto D a recta AB é %\/@
Outro processo
A: (277151)7 B = (4a3a3)5D = (37271)
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AD=D - A=(3,2,1)—(2,—1,1) = (1,3,0)
—
AB=B—A=(4,3,3)—(2,-1,1) = (2,4,2)
AD - AB (1,3,0) - (2,4,2) 2+ 12 7 7
. AD— .
jAD = COAR = 2202) (9,4,2) = 2,4,2) = — (2,4,2) = (=, =, =
oroi 1D = 25 BB = Gy ) = g 2 = 15 242 = (G0 )
—

I=5 (1, =4, = 5 10, =4, Dl
Observe-se que AD = (1,3,0) = (5,3, 5) + (~§,3, ~5), tendo-se que (5, 3,

12 7\ 4 : aB : . 12
—) é perpendicular a AB, conforme podemos verificar: (2,4, 2) - ( 53

—
%) tem a direccao de AB e
§)=0
Ainda outro processo
A N (2a7171)7 B= (4a353) 7D = (37271)
—
AB=B—-A=(4,3,3)—(2,—-1,1) =(2,4,2) || (1,2,1)
Uma equacao da recta AB:

(z,y,2) =(2,-1,1) +a(1,2,1) = 2+ a,—1+ 20,1 +a),a €R

Distancia do ponto D a um ponto genérico da recta AB:

d = \/(2+a—3)2+(—1+2a—2)2+(1+a—1)2:\/(a—1)2+(2a—3)2+a2
= VaZ—2a+1+402 —12a+9+ a2 = V6a2 — 1da + 10

Pretendemos achar a menor distancia entre D e os pontos da recta AB, ou seja, pretendemos minimizar a

funcao f (a) = v6a2 — 14a + 10.

Consideremos a fungao quadrética g () = 6a? — 14a + 10. O binémio discriminante desta fungao quadrética

EA=196—-4x6x10=-44<0

Entéo, o dominio de f é R, pelo que minimizar a fungdo f ¢ equivalente a minimizar a fungdo g. De qualquer

modo iremos minimizar as duas funcgoes:

Como ¢ (a) = 120 — 14, temos:

o —00
120 — 14 —
g(a) \, | min|

(@) SNEN|
+
8

Mas, g (%) = Fl = %, pelo que f (a) = ,/% = @. Este € o valor da distancia do ponto D & recta AB.

Se considerarmos a fungéo f (a) = v6a? — 14da + 10, temos

. 12a-14  6a—7
2607 — 14a + 10 6a? — 14a + 10

f'(a)

Estudo do sinal da derivada e monotonia da funcao:

o —00 % +o0o
60— 7 — 0 +
V6a2 —14a+10 | + + +
7 (@) — 10 | +
f(o) N\, | min|
— /66

O minimo da funcao f («) & dado por f (%) o
Ainda mais um processo

A=(2,-1,1), B=(4,3,3),D = (3,2,1)
AB=B—-A=(4,33)—(2,—1,1) = (2,4,2) || (1,2,1)
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Uma equagao da recta AB é:
(z,y,2) =(2,-1,1) +a(1,2,1) = 2+ o, -1+ 20,1 +a),a €R

AD =D~ A=(3,2,1) - (2,-1,1) = (1,3,0), pelo que HHDH — V0.
Pretendemos obter na recta AB, um ponto I tal que os pontos A, I e D definam um tridngulo rectangulo
— —_—
em I. Convém verificar se AD | AB, pois, no caso disso acontecer, a distancia procurada é HA—D)H Neste caso,
AD-AB = (1,3,0) - (1,2,1) = 7, pelo que os dois vectores nao séo perpendiculares.
2 —2 — 2
Pelo Teorema de Pitdgoras, serd HAIH + HDIH = HADH . Mas:
Al=T-A=(2,-1,1)+a(1,2,1) - (2,-1,1) =a(1,2,1)
g
DI=I-D=Q2+4+a,—-14+20,1+0a)—(3,2,1)=(a—1,2a0— 3, )
Entdo, o (1 +4+ 1)+ a? — 2a + 1+ 4a? — 12a + 9 + o? = 10.
Logo:
1202 — 14a =0 <= 2a(6a—T7) =0 < a:0\/a=g

A solucgéio que nos interessa ¢ a = £, pelo que:
6 b

— 1 27 1
DI—(ozfl,Qa—S,oz)— (E,g,g) —6(1,*4,7)

—
Entdo, | DI|| = $vT+16 719 = $ /66,
Observemos que, no caso do ponto pertencer a recta, a distdncia do ponto & recta é zero e o ponto , nas
condigbes anteriores, definir com o ponto escolhido na recta um vector que é perpendicular a recta, entdo a
equagao de segundo grau terd uma raiz dupla nula. Confirmemos esta observagao, supondo que A = (E 1 E)

6737 6
Al =T—A=(12,413) L q(1,2,1) — (12,4,13) — o (1,2,1)

6’3 6736
—
DI=I-D= (%3 8)10(1,21)-(3,2,1) = 2 (1 + 60, -4+ 120, 7 + 6cv)
AD=D-A=(321)~(%48) = (435 =4 (L4

(1+4+1) 3 (3602 + 1204 1 + 14402 — 96a + 16 + 360 + 84 + 49) = £ (1 + 16 + 49)
Logo, 6a2 + 5 (216042 + 66) = % x 66, donde vem 4202 = 0.
O dltimo processo
A=(2,-1,1), B=(4,3,3),D = (3,2,1)
AB=B-A=(433)—(2,-1,1) = (2,4,2) || (1,2,1)
Uma equagao da recta AB é:

(,y,2) = (2, -1, ) +a(1,2,1) =2+ a,-1+20,1+a),a €R

Consideremos a superficie esférica de centro D e raio p > 0. Pretendemos determinar p, de modo que a recta
seja tangente & superficie esférica, isto é, que a recta e a superficie esférica tenham um tnico ponto de interseccao.

(@—3)*+(y—2)°"+ (2 — 1)* = p? PN (a—1)* + (20— 3)* + a? = p?
(z,9,2) = 2+ a,—1 +2a,1+ ) (r,y,2) = (2+a,—1+2a,1+ a)
— a? —2a+1+4a% —12a+9+a? = p?
(z,9,2) = 2+ o, —1+ 20,1+ a)
6a% — 1da+10 — p> =0
= {(x,y,z):(2+a,—1+2a,1+a)

Uma equagao de segundo grau tem uma raiz dupla se e s6 se o binémio discriminante é zero.
Como A = 196 — 24 (10 — p?) = 24p> — 44, entdo 24p> — 44 = 0, donde vem p* = & = 88 Entdo, p =
que ¢é a distancia pretendida.

-
(e}
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Exercicio 577 Determine a distdncia entre as rectas r e s definidas por:
T (xvyaz) = (1a253) +Oé(2,3,—1)704 eR
s:(z,y,2)=(4,3,1)+5(2,-3,2),BeR

Resolucao

Pretendemos determinar um ponto R, na recta r e um ponto S, na recta s, de modo que a distancia entre os
dois pontos seja minima.

Primeiro processo

Comecamos por obter uma equagao do plano definido pela recta r e por uma recta paralela a s e que seja
concorrente com r. Tal plano pode ser definido pelo ponto A = (1,2, 3) e pelos vectores (2,3, —1) e (2,—3,2).

O préximo passo consiste em encontrar um vector nao nulo perpendicular aos dois vectores anteriores:

a,b,c)-(2,3,—-1) =0 2a+3b—c=0 c=2a+3b
— <~
(a,b,¢)-(2,-3,2) =0 20 —3b+2c=0 2a — 3b+4a+6b=0

— c=2a+3b — c=—4a
6a+3b=0 b= —2a

Entéo, o vector (1,—2,—4) é perpendicular ao plano acima referido.

Entao, uma equagao do plano é (x — 1) — 2 (y — 2) — 4 (z — 3) = 0, equagdo equivalente a x — 2y —4z+ 15 =0
A distancia entre as duas rectas é a distancia dum ponto qualquer de s ao plano anterior.

Para ser mais rdpido, aplicamos a férmula respectiva, obtendo-se:

4—2x3—4x1+15 3
d= =ZV21
VI+4+16 7

Segundo processo

Comegamos por obter um vector perpendicular aos dois vectores directores das rectas r e s, o que se faz da
mesma maneira que no processo anterior. Um tal vector é (1, —2,—4).

Consideremos dois pontos R e S, um na recta r e outro na recta s, por exemplo, R = (1,2,3) e S = (4,3,1).
Entdo, RS =S — R = (4,3,1) — (1,2,3) = (3,1, -2).

E, agora, calculamos a projeccao do vector HS’ sobre (1, -2, —4):

(3,1,-2) - (1, -2, —4) 9 3

1a 727 74) ! (1a 727 74) <1’ _2, _4) - ﬁ (17 _27 _4) = ? (17 _27 _4)

pI‘Oj (1,—2,—4) (37 17 _2) = (

A distancia procurada é a norma de % (1,-2,—4), ou seja, %\/21.

Terceiro processo
Consideremos R e S, dois pontos genéricos das rectas r e s, respectivamente:

R:(1’2,3)—’_&(273’_1),5:(4’3,1)+ﬁ(2’_3,2)7a7/36R

Entao: .
RS=S-R=(3+4+26-2a,1-38—-3a,—2+26+ )

Logo,
2
HR"SH —(34+28-2a)°+(1-38-3a)° + (—2+28+a)

Pretendemos minimizar a fungdo anterior, o que é complicado, pois temos uma funcao de duas varidveis.
Consideremos, entao, a funcao de duas varidveis

fla,y) = (3—22+2y)° + (1 -3z — 3y)* + (—2+ = + 2)°

Suponhamos que y é constante, digamos que y = k.
Entdo, f (z,k) = (3 — 22 4 2k)* + (1 — 3z — 3k)* + (=2 + z + 2k)°.
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Logo, para cada valor de k, temos uma fun¢ao duma s6 varidvel g (x) = f (z,k), da qual podemos achar a
derivada:

g (x) = —4(3—22+2k)—6(1—3x—3k)+2(-2+z+2k)
= —12+8z — 8k — 6+ 18z + 18k — 4 + 22 + 4k = 28z + 14k — 22

A derivada anula-se, quando 14z + 7k — 11 = 0.
Suponhamos que z é constante, digamos x = ¢. Entao, f (¢,y) = (3 — 2c+ 2y)2+(1 —3c— 3y)2+(—2 +c+ 2y)2
Seja h (y) = (3 —2c+2y)> + (1 — 3¢ — 3y)> + (=2 + ¢ + 2y)°. Entéo:

Wy = 4B—2c+2y)—6(1—3c—3y)+4(-2+c+2)
12—-8¢c+ 8y — 6+ 18¢c+ 18y — 8 + 4c+ 8y = 14c + 34y — 2

Ao fim e ao cabo, o que pretendemos é que 28x + 14y — 22 = 0 = 14x + 34y — 2.

7 40 _ 20
4z +7y =11 14z +7y =11 — 14x:111+§ — T=15 =5
14z 4 34y =2 27y = -9 y=—3 =

E, agora, temos

20 1
f (ﬁ§>

20 2\ 20 2 20 2\

(
EE 5 ()
V)G (G - () ()

9 36 144 189 3
49 49 " 49 4_9_?\/ﬁ

Quarto processo
Vamos refazer a resolugdo anterior, utilizando a nogao de derivada parcial.
Consideremos R e S, dois pontos genéricos das rectas r e s, respectivamente:

R:<17273)+a(2737_1)752(47371)+B<27_372)7a7ﬁ€R
Entao:
.
RS=5—-R=(3+26—2x1-38-3a,-2+23+a)
Logo,
2
HRSH — (34268207 +(1-35-3a)"+(-2+28+a)

O nosso objectivo ¢ minimizar a funcao f (z,y) = (3 — 2z 4 2y)” + (1 — 3z — 3y)*> + (=2 + = + 2)°.
Calculemos as derivadas parciais da funcao:

{

—— §_£ =12+ 8z — 8y — 6+ 18z + 18y — 4 + 2z + 4y = 28z + 14y — 22
’ 35 =12 — 8z + 8y — 6+ 18z + 18y — 8 + 4z + 8y = 14z + 34y — 2
Uma condicao necessdria para que a fungao tenha um minimo é que as duas derivadas parciais anteriores
sejam nulas:

=—4(3-2x+2y)—6(1—-3x—-3y)+2(-2+x+2y)
=4(3—-2z+2y)—6(1—3x—3y)+4(-2+z+2y)

SBIR
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=0 28z + 14y — 22 = 0 14a + Ty = 11
-0 = {14x—|—34y—2:0 ‘:’{14x+34y:2

—N—
SN
o

27y = -9 y:—%
— {7x—|—17y:1 A { 7

2 2
20 20 2
3————) +<1—7+1 +<_2+i_§>
+

<
(R () (2o
o

Logo,

(&) -

236\ 3\ 6\ [12)°
i) (7)) () () ()
+36+144 189 32 x21
49 T4y T

20 _ 3v21
Logo, 4/ f (5, —3) = 24
Nao vamos abordar a questao geral da existéncia ou nao de extremo, mas é claro que, neste problema, h&
sempre um minimo, que ¢ a distdncia entre as duas rectas.

Exercicio 578 Considere, num referencial ortonormado, os pontos A = (2,4,3) e B = (1,5,6). Identifique o
lugar geométrico dos pontos P tais que a distancia de P ao ponto A é o dobro da distdncia de P ao ponto B.

Resolugao
Seja P = (z,y, z). Entao:

d(P,A):\/(x—2)2+(y—4)2+(z—3)2:\/x2—433+4+y2—8y+16+22—6z+9
2d(P,B):2\/(x71)2+(y75)2+(276)2:2\/:r272:r+1+y2710y+25+22712z+36

Logo:

{ d(P,A) = /22 +y2 + 22 — 4o — 8y — 62+ 29
2d (P, B) = 2/2% + y2 + 22 — 2z — 10y — 122 + 62
Elevando ao quadrado, temos
4(2*+ 9>+ 2° — 22— 10y — 122+ 62) = 2° + 3 + 2> — 4o — 8y — 62+ 29
A equagdo anterior é equivalente a
4a? + dy? +42° —8r — 40y — 482+ 248 — 22 —y? — 22 4+ 42+ 8y +62—29 =0
Simplificando, obtemos 32 + 3y? + 322 — 4z — 32y — 422 4+ 219 = 0.

Multiplicando por 3, ambos os membros da equagao anterior, obtemos a equagao
922 — 12z 4 9y? — 96y + 92% — 1262 + 657 = 0

Entao:
922 — 12z 4+ 4 + 9y* — 96y + 256 + 92% — 1262 + 441 = 4 + 256 + 441 — 657

Logo:
(32 —2)* + 3y —16)> 4 (32 —21)* = 44

(x—§)2+<y—1—36>2+(z—7)2:%

O lugar geométrico pretendido ¢ a superficie esférica de centro (% 16 7) e raio SR
Observe-se que este problema ¢ andlogo ao correspondente em R?, cuja

E, finalmente, obtemos
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Exercicio 579 Considere, num referencial ortonormado, os pontos A = (1,4,2), B = (3,5,1), C = (2,3,0) e
D = (7,3,1). Determine a distancia do ponto D ao plano ABC.

Resolugao

—

AB=B—A=(3,51)— (1,4,2) = (2,1,~1)
AC=C—A=(23,0)—(1,4,2) = (1,-1,-2)

{(x,y,z)-(Q,l,—l):() — {2x+y—z:0 <:>{z:2x+y

(x,y,2)-(1,-1,-2) =0 z—y—2z2=0 T—y—4r — 2y =
z=2x+y z=z
— {—3x—3y=0 ‘:’{ =z

Entao, o vector (1,—1,1) é perpendicular ao plano ABC, pelo que uma equagao do plano é:
T—2—-y+3+2z=0

Simplificando, vem x — y + 2z + 1 = 0.

1. Aplicando a férmula da distdncia de um ponto a um plano, vem:

7-34+1+1] 6
VI+1+1 V3

2. Se nao quisermos aplicar a férmula anterior, determinamos interseccao do plano com a recta que passa por
D e ¢é perpendicular ao plano ABC"

{ (z,y,2) =(7,3,1) + a(1,—-1,1) z,y,2) = (T+a,3—a,14+ )

y+z+1—0

} |
(z,y,2) =(T+a,3—a, 1+«
L
{

r—y+z2z+1=0

+a73+a+1+a+1—0
z,y,2) =T+ a,3—a,14+ )
3a =

{L',y,Z - 757_1)
oa=-2

v

Entdo, I = (5,5, —1), pelo que DI = I — D = (5,5, —1) — (7,3,1) = (—2,2, —2).
Logo, HD—)IH =A+4+4=2V3.

3. Superficie esférica de centro D e tangente ao plano ABC:

(=77 +@wy—-3>+(z—-1)7° =12 (-7 +@w-3)"+@w—z—-2)°=r2
{x—y—i—z—i—l:O ;){z:y—x—l

Substituindo z, vem
2 — e +49+y° — 6y +9+y° + 2> +4—2zy —dy+ 4z —r> =0

Logo,
222 — 2zy — 10z + 2% — 10y + 62 — 72 =0

A equagdo anterior é equivalente a

22% — (2y 4+ 10)z +2y? — 10y + 62 —r> =0
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Entao,

A, (2y +10) — 8 (24> — 10y + 62 — %) = 4y + 40y + 100 — 16y> + 80y — 496 -+ 81

= —12y% 4+ 120y + 8% — 396

Entao, A, = 0 é equivalente a 3y — 30y — 2r2 +99 = 0.

Para que haja uma solugdo tnica para y, deve ser nulo o discriminante A, = 900 — 12 (99 — 2r%).

900 — 12(99 —2r?) =0 <= 225 -297+6r> =0 < 6r° =72 < r’ =12 < r==+V12

Logo, a distancia do ponto ao plano é v/12, ou seja, 2v/3.

4. Como vimos no inicio, o plano ABC' ¢é definido pela equagdo x —y + z 4+ 1 = 0. Entéo, z =y —x — 1, pelo
que o ponto genérico do plano é P = (z,y,y —x — 1).

Entio, DP=P — D = (z,y,y — 2 — 1) — (7,3,1) = (z — T,y — 3,y — = — 2). Logo,
2
HﬁH = -7+ (y—3>+(y—z—2)>
= 22— M4 +49+y* —6y+ 9+ 9> +2®+4— 22y — 4y +4x
222 — 2xy + 2y% — 102 — 10y + 62
O nosso objectivo € minimizar a funcao anterior. Entao, as derivadas parciais devem ser nulas:

87C(2av — 22y + 29> —10x—10y—|—62)_4:p—2y—10
S (20 = 22y + 2y? — 102 — 10y + 62) = —2z + 4y — 10

Entao:
dor — 2y =10 — 20 —y =5 — 20 =y+5 PN T=0>5
—2z 4+ 4y =10 —2z 44y =10 3y =15 y=>
Logo, HDPH G-72+(5-32+(G-5-27=4+4+4=12.
Entéo, V12 = 2¢/3.

5. O vector (1,—1,1) é perpendicular ao plano ABC'. Ora, AD=D— A= (7,3,1) — (1,4,2) = (6,—1,-1).

Ora,
. (6,—1,-1)-(1,-1,1) 6+1—1
6,—1,—-1) = 1,-1,1) = ——(1,-1,1) =2(1,-1,1
pI'O.](l,—l,l)( ) ) ) (17_171).<1’_1,1) ( ) ) ) 1+1+1( ) ) ) ( ) ) )
Entao, d = ‘prOJ(l “1n ( H—2\/1+1+1_2\/_

6. O ponto genérico do plano ABC é P = (x,y,y —x — 1).

Entéao, DP=P-D= (x,y,y—2x—1)— (7,3, 1)) =(x - T,y — 3,y —z — 2).

Este vector tem norma minima se e sé se for perpendicular ao plano ABC, ou seja, se for colinear com
(1,-1,1).

Entdo, (z — 7,y —3,y—z—2)=«a(1,—-1,1).

r—T7T=« =T+« =T+« =25
y—3=—«a <= y=3—« <= y=3—a <+ y=>5
y—xr—2=a«a 3—a—-T—a—-2=a« —3a=6 a= -2

Logo, DP = a (1, —1,1) = —2(1, —1, 1), pelo que Hﬁ” — o /TFI1F1=2/3
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W

Exercicio 580 Observe a figura sequinte, com atenc¢do:

O sdélido apresentado resulta da coloca¢do duma pirdmide quadrangular regular sobre um cubo. A base da
pirdmide é uma das faces do cubo e estd assente no plano de equag¢do z = 0. O wvolume do cubo é o triplo do
volume da pirdmide. Suponha que a aresta do cubo mede 2cm. Tomando 1cm para unidade, determine:

a) As coordenadas dos vértices do sdlido.

b) Uma equagio cartesiana do plano DV E.

¢) Uma equagdo vectorial do plano DV'F.

d) Uma equagao cartesiana do plano AV B.

e) A drea total do sdlido

f) Uma equagio da maior superficie esférica contida na pirémide.

g) O baricentro do tridngulo [V BC].

h) O circuncentro do tridngulo [V EF).

i) O ortocentro do tridngulo [V AB].

Resolucao

a) O=(0,0,0),4=1(0,2,0),B=(2,2,0),C =(2,0,0)
D=(2,0,-2),E=(2,2,-2),F =(0,0,-2),G =(0,0,—2)

Falta-nos determinar as coordenadas do vértice V. Ora, V = (1,1,h), onde h é a altura da piramide. E
imediato concluir que h = 2, pois o cubo e a pirAmide tém a mesma base e o volume do cubo é triplo do volume

da piramide. Entao, V = (1, 1, 2).
b) DV =V — D = (1,1,2) — (2,0,-2) = (~1,1,4)
DE=FE-D=(22-2)— (2,0,-2) = (0,2,0)

Pretendemos encontrar um vector nao nulo perpendicular aos dois vectores anteriores:

{(@a? (-1,1,4) =0 @i'{a+b+4o—0 — {a—4c

(a,b,¢)-(0,2,0) =0 2 =0 b=0

Fazendo ¢ = 1, temos a = 4. Entdo, (a,b,c) = (4,0,1), pelo que uma das equagdes do plano DVE é
4(z—-1)+2z—-2=0.

¢) DV =V —D=(1,1,2) — (2,0,-2) = (—1,1,4)
—_—
DF=F_-D=

(0,0,-2) — (2,0,—2) = (—2,0,0) || (1,0,0)
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Uma equagao vectorial do plano VDF é (z,y,2) = (1,1,2) + a(—=1,1,4) + 5 (1,0,0) ,, B € R.
d) AV =V — A= (1,1,2) — (0,2,0) = (1, -1,2)
AB=B—A=(2,2,0)—(0,2,0) = (2,0,0)
Pretendemos encontrar um vector nao nulo perpendicular aos dois vectores anteriores:

(a,b,c)-(1,-1,2) =0 — a—b+2c=0 PN b=2c
(a,b,¢)-(2,0,0) =0 20 =0 a=0

Fazendo ¢ = 1, temos b = 2.
Logo, o vector pretendido pode ser (0,2, 1) e uma das equagdes cartesianas do plano VAB ¢ 2(y —2)+2 = 0.

e) O sélido é formado por cinco faces quadradas (faces do cubo) e quatro faces triangulares (faces da piramide).

A drea de cada quadrado é 4 cm?. .

Seja M, o ponto médio de [AB]. Entao M = (1,2,0), pelo que MV =V —-M = (1,1,2)—(1,2,0) = (0,—1,2).
JW—X)/H =1+4=+/5. A area de cada triangulo ¢ 2X—2‘/5 cm? = v/5em?.

A drea total do sélido é (5 x 4 + 4\/5) cm? = (20 4 4V/5) cm?.

Logo,

f) A maior superficie esférica contida na piramide é tangente a base e as quatro faces laterais da piramide. O
centro da superficie esférica é o ponto H = (1,1, k), com k > 0 e tal que a distancia de H as quatro faces
laterais da piramide seja k.

Ja vimos que uma equagao do plano VAB é 2y + z — 4 = 0. Se quisermos encontrar a intersec¢ao do plano
anterior com a recta que lhe é perpendicular e que passa por H, temos:

I=H+«(0,2,1)=(1,1,k) +«(0,2,1) = (1,1 + 20,k + )

Entdo, 2 +4a+ k+a—4 =0, donde vem k = 2 — 5a..

|71 = llac 0,2, 1) = |l V5 = k.
Entdo, |a|v/5 = 2 — 5a. Elevando ao quadrado, temos 5a2 = 4 — 20« + 2502,

5+ /25 — 20 5+ V5
V25 -20 V5

2002 —2000+4=0 < 50?2 —ba+1=0 < a= i =

Apenas interessa a solucdo a = 5_15/5, porque £k = 2 — 5a > 0. Entao, k = 2 — ba = \/52_1, pelo que
H=(1,1k) = (113%)

A equagdo pretendida é:

@—nﬁu%4f+@—¢%4>:<¢24>

g) V=(1,1,2),B=(2,2,0),C =(2,0,0). O ponto médio do lado [BC] ¢ M = (2,1,0).
MV =V-M=(1,1,2) - (2,1,0) = (~1,0,2)
—
Seja J, o baricentro do triangulo. Entdo, J = M + +MV = (2,1,0) + 3 (-1,0,2) = (3,1, 3).

Uma maneira rdpida de encontrar o baricentro dum tridngulo é calcular a média aritmética das coordenadas
homdlogas dos vértices do tridngulo:

g 14242 14240 24040 §1g
o 3 3 3 T\373

h) E:(252772)aF:(052772)aV:(15152)
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O circuncentro dum tridngulo é o ponto de interseccao de dois planos mediadores dos lados do tridngulo com
o plano que contém o tridngulo. Sejam M; = (1,2,-2) e My = (2, 3,0) os pontos médios de [EF] e [V E],
respectivamente.

—

EV=V-FE=(1,1,2)—(2,2,-2) = (-1,-1,4) | (1,1, —4).

Uma equagdo do plano mediador de [VE }

3 3
x—§+y—§—42—0

P

EF=F—E=(0,2,-2) — (2,2,-2) = (~2,0,0) || (1,0,0).

Uma equagdo do plano mediador de [EF] é:

r—1=0
Para encontrar o circuncentro, falta-nos uma equagéo do plano VEF"

(a,b,¢)-(1,1,—4) =0 — a+b—4c=0 — a=0
(a,b70)'<1,0,0)20 a=0 =

Entéo, (0,4, 1) é um vector perpendicular ao plano VEF.
Logo, uma equacao do plano é 4 (y — 1) + z — 2 = 0, ou seja, 4y + z = 6.

r=1 <= r=1 <— r=1 <— r=1
_ _ _ 104 _ 2
z=6—4y 2=6—4y z=6— 10 i=—2

Logo, o circuncentro de [VEF] ¢ K = (1,38, —2).
Verificagao:
; g ¢
KV =(1,1,2) - (1,2, _%) =(0,-2,%) = HKVH = 217

KE=(L%-%)-22-9=(-1-%

17 T, $2) = HKEH:% 17
KF=(1,%,-2)-(02-2) = (1,-%,%) — |KF| = &7
» 17 T 170 17 17

Condicao que define a circunferéncia circunscrita ao triangulo [V EF]:

{ (@-1°+(y-8) +(6-4y+ %) =3
z=6—4y

i) A=(0,2,0),B=(2,2,0),V =(1,1,2).

O ortocentro do tridngulo [V AB] é o ponto de intersecgao das rectas que contém as alturas do tridngulo.
—_—
AB=B—-A=(2,2,0)-(0,2,0) =(2,0,0) || (1,0,0)
—
Plano perpendicular a AB e que passa por V:

rz=1

AV =V —A=(1,1,2)—(0,2,0) = (1,—1,2)
—
Plano perpendicular a AV e que passa por B:

x—2—(y—2)+22=0

(a,b,c)-(1,0,0) =0 — a=0 — a=0
(a,b,c)-(1,-1,2) =0 a—b+2c=0 b=2c

Equacao do plano [ABV]:
2(y—2)+2=0
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Resolucao do sistema:

=1 r=1 =1
T—y+2z2=0 <= y=142z — yz%
2y+z=4 244z +2z=4 z=2

Entéo, o ortocentro do triangulo ¢ o ponto (1,2, 2).

Exercicio 581 Determine o baricentro do tridngulo [ABC], em que temos A = (x1,y1,21), B = (22,y2,22) €
C = (23,3, 23)-

Resolucao
Seja M; o ponto médio de [AB]. Entao, M; = <:r1 ;er, A ;yQ, 2 ;ZQ)
Logo:
CMl - Ml_C: x1+x23y1+y2521+22 —(553’113,23)
2 2 2
. 1+ 22 —2x3 y1 +y2 —2y3 21 + 22 — 223
2 ’ 2 ’ 2

Seja G, o baricentro do tridngulo. Entao:

1+ T2 Y1+ Y2 21+22>_($1+$22$3 Y1+ Y2 — 2y3 21+2’22Z3>

1——
G = M1—§0M1:<

2 7 2 7 2 6 ’ 6 ’ 6
_ <3$1+3x2—1‘1—$2+2m3 3y1 + 3y2 —y1 — Y2 + 2y3 3Z1+32’2—Z1—Zz+223>
6 ’ 6 ’ 2
(2$1+2$2+2$3 2y1 4 2y2 + 2y3 2z1+2z2+223)
6 ’ 6 ’ 6
<$1+$2+$3 Y1+Y2 +ys Z1+Z2+23)
3 ’ 3 ’ 3

Exercicio 582 Determine o baricentro do tridngulo [ABC], em que A = (3,1,2), B=(4,3,0) e C = (1,1, 2).
Resolucao .
Seja M o ponto médio de [AC]. Entao, M = (2,1,2) e MB =B — M = (4,3,0) — (2,1,2) = (2,2, -2).
—
Entdo, G =M+ +MB = (2,1,2) + 3 (2,2,-2) = (3,3, 3).

Mas, é muito mais fécil aplicar a propriedade anterior:

a— 3+441 14341 24042\ (85 4
o “\3'3’3

3 ’ 3 ’ 3
Exercicio 583 Determine a drea do tridngulo [ABC], no caso em que A = (3,4,2), B=(4,3,0) e C = (1,1,3).
Resolugao
1. Calculando a drea dum paralelogramo:
{ ,@: =B—A=(4,3,0)—(3,4,2) = (1,—1,-2)
AC=C-A=(1,1,3)—(3,4,2) = (—2,-3,1)

Célculo do produto externo:

g 8 &

-1 -2 1 —2 1 —1
1 -1 -2 - & ‘—e—g ‘+a ‘
9 _3 1 -3 1 -2 1 -2 =3

= (-1-6)e; —(1—4)e3 +(-3—2)ez = —Tej +3e; — bez = (~7,3,-5)

A norma do vector anterior é v/49 + 9 + 25, pelo que a drea do tridngulo é metade daquele valor, ou seja, @

unidades de drea.
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2. Aplicando a lei dos cosenos:
AB=B—A=(43,0)—(3,42) = (1,—1,-2)
—_—

AC=C—A=(1,1,3)—(3,4,2) = (-2,-3,1)
—

BC=C-B=(1,1,3)—(4,3,0) = (-3,-2,3)

Entao:

=Vo+4+9=v22

78] = vIFTFI = V&

&l

Pela lei dos cosenos:

(mf _ (m)2+ (\/6)2 9% VT x VBcos A

<4 /RS
. Entao, sin A = N

= 83 ynidades de &rea.

Logo, 21/84 cos A = —2, donde vem cos A = —
E a drea do triangulo [ABC] ¢ /14 x /6 x ¥&

%%IH

3. Aplicando a férmula de Heron:

|4B| = v&. | Ac|| = via =\VITd19=V22
ntao,
5 = V6+V1d++/22 14+\/_ s—a= 3[6+3[1247\/§
s—b— f \/_+\/_ — fJE+\/2ﬁ+\/ﬁ
Entao,
s(s—a)= f+\/_+\/_ VE+V14-/22 _ 6+14+2¢_ 22 _ \/8_4—1

2
(s—b)(s—c) = \/_+(\/_ V) \/_(\/_ \/_) 22614+2\/_ \/_+1
s(s—a)(s=b)(s—c)= & ‘/_4+1 =8

Logo, a drea do tridngulo é @ unidades de &rea.

Exercicio 584 Considere os pontos A = (4,2,4), B = (10,2, —2).

1. Determine os pontos C' pertencentes ao plano de equagio x — 5y + z = —2, de modo que o tridgngulo [ABC)
seja equildtero.
2. Escolha wm dos pontos obtidos na alinea anterior e determine um quarto ponto V', que defina com os outros

trés um tetraedro regular.
8. Determine a drea total do tetraedro.

4. Determine o volume do tetraedro.

Resolugao
1. AB=B— A=(10,2,-2) — (4,2,4) = (6,0,—6) || (1,0,—1)

O ponto médio de [AB] é (7,2,1), pelo que o plano mediador de [AB] pode ser definido por x —7—(z — 1) = 0,
ou ainda, por x — z = 6.
Intersecgao dos dois planos:

T =0y +z=-2 2+6—5y+z2=-2 5y =2z +8 y—22+8
(= = (et o e (i

Logo, C = (z + 6, 22;8,,2). Entéao:

P 22— 9
ATJ:( 16, Z;8 )—(4,2,4):<z+2, Z5 ,z—4>
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Mas, =+/36+ 36 = 6\/5, pelo que tem se ser HA—C)'H = 6v/2.

Entiio, /(2 +2)° + (252)° + (= - 4)° = 6V2.
Logo, devemos ter

22 — 2\ ° 422 — 4
(z+2)2+< Z5 ) +(z—4)? =12 22+4z+4+%+z2—8z+16:72
422 — 4
222—4z+%:52

5022 — 100z + 422 — 82 + 4 = 1300
5422 —1082 — 1296 =0 <= 22 —-22-24=0
z2=1+V1+24 < 2=-4Vz=6

rre e 1

Se z = —4, temos C = (2 + 6, &8, 2) = (2,0, —-4).

Se z =6, temos C' = (z + 6, 222 2) = (12,4,6).

Outra resolucao:

Comecemos por observar que a altura dum tridngulo equildtero de lado [ é l—? Em segundo lugar, refira-se
que a altura dum tridngulo equildtero (segmento de recta) é perpendicular & base no seu ponto médio. Em terceiro
lugar, refira-se que os pontos A, B, C pertencem ao plano de equacdo x — by + z = —2, como se pode verificar
facilmente. Se tal ndo acontecesse, podiamos encontrar uma equagao do plano ABC, ou encontrar um vector
perpendicular a este plano.

Entao, a recta que contém a altura relativa ao vértice C' é perpendicular ao vector AB = (6,0,—6) e ao vector

u = (1,-5,1), que é perpendicular a todas as rectas do plano de equagio x — 5y + z = —2.

|

~ —_— . . . e
Entao, vamos procurar um vector v = (a, b, ¢) que seja perpendicular aos dois vectores u e AB:

(a,b,c) - (6,0,—6) =0 . [ 6a—6c=0 e [e=a PN b=22
(a,b,¢)-(1,-5,1) =0 a—5b+¢=0 a—5b+a=0

Fazendo a = 5, temos b =2 e ¢ = 5. Logo, ¥ = (a,b,c) = (5,2,5).

Ora, _’Hzﬁfe\|7||:||(5 2,5)|| = 3v/.

Mas, —6\/§ X —3\/6 o que facilita a resolugao.

Seja M (7,2,1), 0 ponto médio de [AB]. Entdo, C = M + .
Logo, C' = (7,2,1) £ (5,2,5), donde vem C = (12,4,6) vV C = (2,0, —4).

2. Sejam A = (4,2,4),B = (10,2,-2),C = (2,0, —4). Seja M = (7,2,1), o ponto médio de [AB].

—
G, o baricentro do triangulo [AB] , é dado por G = M + %M C, mas, pode ser calculado pela média aritmética
das coordenadas dos vértices do triangulo:

G(4+10+2 2+2+40 424)(16 4 2)

3 3 3 373 3
O quarto vértice do tetraedro pertence a recta que passa por G e é perpendicular ao plano ABC.
Uma maneira interessante de continuar, consiste no cdlculo da altura do tetraedro (altura da piramide).

A altura do tetraedro, um terco da mediana e a altura do triangulo (face lateral) definem um triangulo
rectangulo em que a hipotenusa é a altura do tridngulo.
IMC = 1(=5,-2,-5), pel 1\ac| = Lva5 =
3 3 ,—2, ,peoquegH H 3 +442 V6
Entéo w? + 6 = 54, donde vem w = /48 = 44/3. Mas, o plano ABC tem equacio = — by + z = —2, pelo que
= (1,—5,1) é perpendicular ao plano. Ora, ||| = 1+ 25+ 1 = v/27 = 31/3. Entao, V VG .
" Logo, V'~ G+3u = (%3 —%)i(ga—?’g)

33
Uma das solu(;oes (a mais simples) é:

16 4 2 4 20 4
V= <§,§7—§> - <§7—§,§> = (4,8,-2)

Wl

Fagamos a verificagao:
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AV =V — A= (4,8,-2) — (4,2,4) = (0,6, —6), F/H:\/ﬁ=6\/§
B.\}:V—B:(4,8,—2)—(10,27—2):(—6,6,0),HB.\>/H:\/ﬁ:6\/§
CV=V_—0C=(48-2)—(2,0,—4) = (2,8,2), B’V/H:W_Q:es\/i
A outra solucao é V = (%,%,—%) + (%,—2,—50, %) = (2[—30,—%, %)
Outra maneira de encontrar o quarto vértice:
G=(%.4,-3).v = (.4, +a(1,-5.1)
Logo:
— 16 4 2 4 2 14
AV = (=,2,-2 1,-5,1)— (4,2,4) = (= +a,—= — ba, ——
Vo= (333) retosn -2 = (5 a3 —sa-5 +a)
1
= §(4+3a,—2—15a,—14+3a)
Entao:
1
HA_’VH - g\/(4+3a)2+(—2—15<3<)2+(—14+zm)2

1 1

= g\/16 + 240+ 902 + 4 + 60a + 22502 + 196 — 84 + 9a? = g\/243@2 + 216

Logo, £v/24302 + 216 = 61/2, ou seja v/243a2 + 216 = 18+/2. Entéo:
V24302 + 216 = 18V2 «= 243a% + 216 = 648 < «

Logo, V = (%,3,—%) £ 3 (1,-5,1).

432 4
2
243 *T 3

3. A drea dum tridngulo equildtero, de lado [, é 12§, pelo que a drea total do tetraedro regular é 4 x l2§,
ou seja, 12v/3. Neste caso, temos 12v/3 = 72v/3.

4. O tetraedro é uma pirdmide, motivo pelo qual o seu volume é um terco do produto da drea da base pela
altura. Neste caso, temos que o volume é % x 18v/3 x 44/3 = 72.

Registe-se que o volume dum tetraedro regular, de aresta [, é dado por

132
12

Exercicio 585 Considere o prisma (recto) representado na figura:

z

w'.:P
‘E:-
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O hexdgono regular [A; A3 A3 A4 A5Ag] tem centro (0,0,0). As coordenadas do ponto As sdo (0,2,0) e a base
[B1 By B3 B4 B5 B esté contida no plano de equagao x = —16.

1.

IR A T

Mostre que Az = (0,1,V/3).

Indique as coordenadas dos vértices do prisma.

Indique uma equagdo cartesiana do plano mediador de [A; By].
Calcule a drea total do prisma.

Calcule o volume do prisma.

Calcule o volume do maior cilindro de revolugao contido no prisma.

Calcule o volume do maior elipséide de revolugao contido no prisma.

Resolugao

1.

[0 A3 A3] & um triangulo equildtero de lado 2. Seja h a sua altura. Entao, h? + 12 = 22, donde vem h = /3.
Como a base [A1 A3 A3 A4 A5 Ag] estd contida no plano x = 0, temos que Ay = (07 1, \/ﬁ)

. Ay =(0,1,v3) , A3 = (0,2,0), Ay = (0,1,—v/3) , A5 = (0, -1, —v/3) , As = (0, —2,0) , A; = (0,~1,V/3)

By = (—16,1,v/3), B3 = (—16,2,0), By = (—16,1, —/3)

Bs = (—16,—1,—/3), Bs = (—16,-2,0), B; = (—16,—1,V/3)

Uma equagdo cartesiana do plano mediador de [A1B;] é x = —8, porque a distancia entre os planos que
contém as dusa bases é 16 e as arestas laterais sao perpendiculares as bases, uma vez que o prisma é recto.
E claro que podemos efectuar outros calculos, para chegar & mesma conclusao:

Seja P = (x,y, z) um ponto equidistante de A; e de B;. Entéo,

2

PA =P4; \/(33—0)2+(y+1)2+(2—\/§>2=\/(m+16)2+(y+1)2+(z—\/§)

= x2+(y+1)2+(z—\/§)2=(:c+16)2+(y+1)2+(z—\/§>2

— 2?=(x+416)® = 2 =22+ 322+ 256
<— 32z =-256 <= = -8

o { A1By =By — Ay = (-16,-1,V3) — (0,-1,v/3) = (~16,0,0) = —16 (1,0,0)
u: _ _a_
M= ( 160 —1-1 \/§J2r\/§) = (-8,-1,v/3)

Logo, uma equacao do plano mediador de [A1B1] é 1(x+8)+0(y+1)+0 (z - \/5) =0, ou seja, T = —8.

A 4rea de cada face lateral é 2 x 16 (unidades de drea). A drea de [OA3A43] é 2 X @ (unidades de drea).

Logo, a drea duma das bases ¢ 61/3 (unidades de 4rea). Entéo, a drea total do prisma é (6 x32+2x 6\/5)
(unidades de drea), ou seja, (192 + 12/3) (unidades de érea).

. O volume do prima ¢ 6v/3 x 16 (unidades de volume), ou seja, 96v/3 (unidades de volume).

O maior cilindro de revolug@o contido no prisma é o cilindro com a mesma altura e cujas bases sdo circun-
feréncias inscritas nas bases do prisma. Tais circuneréncias tém raio /3. Entfo, o volume do cilindro é

X (\/§)2 x 16 (unidades de volume), ou seja, 487 (unidades de volume).

3
A maior esfera contida no prisma tem raio v/3, pelo que o seu volume é % X T X (\/5) (unidades de volume),
ou seja, 4mv/3 (unidades de volume). Se dilatarmos a esfera de centro no plano z = —8, ao longo do eixo
das abcissas, mantendo fixo o referido plano de equacao x = —8, vamos obtendo um elipséide de revolugao.

Para que o elipséide seja tangente ao plano = = 0, a razao da dilatagao deve ser %, pelo que o volume do

elipséide vem multiplicado por %. Entéao, o volume do elipséide é 327 (unidades de volume).
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Exercicio 586 Determine a drea da regigo plana limitada pela elipse definida pelos grificos das duas fungoes

f)=2/4—(x+2)7° eg(z) =—-21/4— (z+2)%

Resolugao

Consideremos a elipse dada e a circunferéncia definida por y = +4/4 — (x + 2)2, conforme se vé na figura
seguinte.

Consideremos, sobre o grafico de f (x), um ponto A. Consideremos, ainda, a recta vertical que passa por A.
Esta recta intersecta os gréficos das restantes trés funcées nos pontos B, C e D. Mas, AB = 2 x CD, qualquer
que seja a posi¢do do ponto A (sobre o grafico de f). Entéo, pelo principio de Cavallieri, a drea da regido plana
limitada pela elipse é o dobro da &drea do circulo. Entao, a drea da regiao plana limitada pela elipse é de 87
(unidades de drea).

Suponhamos, agora, que a elipse e a circunferéncia rodam meia volta, em torno do eixo vertical da elipse,
definindo um elipséide de revolucao e uma esfera. Consideremos o plano que passa por A e que é perpendicular
ao eixo das abcissas (referencial a duas dimensdes da figura). Este plano, intersecta o elipséide segundo uma
elipse e a esfera segundo um circulo, tendo-se que a drea da regido plana limitada pela elipse é o dobro da drea
do circulo. Entéo, como o ponto A é arbitrario, concluimos (pelo principio de Cavallieri) que o volume da regido
limitada pelo elipséide é o dobro do volume da esfera. Logo, o volume da regiao plana limitada pelo elipséide é
de 2 x 3 x m x 2% (unidades de volume), ou seja, St7 (unidades de volume).

2
Exercicio 587 Determine a drea da regidgo plana limitada pela elipse de equagdo 2_2 +4& =1

Resolugao

Suponhamos que @ > 0Ab > 0. Consideremos uma dilatagao (ou contracgao) ao longo da direc¢ao do eixo das
abcissas de razao % Ent&o, obtemos uma circunferéncia que limita um circulo de raio b. Logo, a drea do circulo
é wb?. Entdo, a drea pretendida é 7b® x % (unidades de drea), ou seja, mab (unidades de drea). Sea =b=r, a
elipse transforma-se numa circunferéncia que limita um circulo de 4rea 7r2.

Observemos que a dilatacao considerada pode ser interpretada do seguinte modo: Temos um referencial
ortonormado desenhado numa faixa plana eldstica. Depois, seguramos nas duas extremidades da faixa e afastamo-
las uma da outra, ficando o eixo das ordenadas fixo. Fica, assim, definida uma aplicacdo, & qual se d4 o nome de
afinidade. Esta aplicagdo transforma segmentos de recta paralelos em segmentos de recta paralelos.

Exercicio 588 Determine o volume da regiao limitada pelo elipsdide de equagdo 2—2 + Z—j + i—z =1.

Resolugao
Suponhamos que a > 0A b > 0A ¢ > 0. Consideremos uma dilatagdo (ou contracgdo) ao longo da direcgao do
eixo das abcissas de razao %. Sejam V7 o volume da regiao limitada pelo elipséide dado e V5 o volume da regiao
limitada pelo novo elipséide (de revolugao).
Entao, V5 = ng. Mas, Vo = %71'1)3 X 7= %7‘1’()26. Logo, V1 = %ﬂ'bQC X ¢ = %ﬂ'abc.
Se a = b = c = r, entdo o elipséide é uma superficie esférica de raio r, tendo-se que o volume da esfera
3

correspondente é %mﬂ .

Exercicio 589 Considere os pontos A = (3,3,3), B=(6,4,5), C =(1,2,—1) e D = (2,6,—3). Determine:

1. A disténcia entre as rectas AB e CD.
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2. Determine uma equacao cartesiana do plano ABC.

Resolugao
1. CA=A—C=(3,33)—(1,2,—1) = (2,1,4)
AB=B-A=(6,4,5)—(3,3,3) = (3,1,2)
CD=D—-C=(26,-3)—(1,2,—1) = (1,4, -2)
- = =
SN €1 €2 €3
ABxCD=|3 1 2|=—10es +8es+ lles = (—10,8,11)
1 4 -2

(-10,8,11) - (2,1,4)
(—10,8,11) - (—10,8,11)

32
(-10,8,11) = — (—10,8,11)

pij(flo,s,n) (2a 1,4> = 285

. 32
Hprme,mD (2, 1,4)” = ﬁ 285
— =
. . €1 €9 €3
2. ABxCA=1|3 1 2|=2¢e —8e +e;=(2-81)
2 1 4

Uma equagao do plano ABC:
2(—-3)-8(y—3)+2z—-3=0
Exercicio 590 Considere os vectores 4 = (1,2,3), v = (2,-1,1) e w = (1,1,1).

—

1. Escreva o duplo produto externo u w

— = . ~ g — —
X (V' X W) como combinagdo linear de W, v e w.

— = = = = — .
2. Calcule W x v - W e ¥ X W -« e demonstre a propriedade que os resultados sugerem.

Resolucgao
- = =
€1 €9 €3
L. ("xw)=[2 -1 1|=-2¢] —e +3e3=(-2,-1,3)
1 1 1
— — =
€1 () €3
_)X(F’xw): 1 2 3 29_1)—96_2)+3€_3,)=(9,—9,3)
-2 -1 3
(9,-9,3) =a(1,2,3) + B(2,-1,1) + v (1, 1,1) = (a + 28 +7,2a — B+ 7,3a+ B +7)
Logo,
a+28+v=9 a—38=-18 58 =30 b8 =6
20 —-F+y=-9 — a+28=12 — a+28=12 — a=20
3a+8+v=3 3a+B8+v=3 3a+p8+v=3 v=-3

Entdo, @ x (v x W) = (9,-9,3) =6(2,—1,1) —3(1,1,1)

- = =

€1 €2 €3
2. W xv=|1 2 3|=5e +5e —bes = (575 —5)
2 -1 1
u xv-w=(505-5)-(1,1,1) =5
— — —
el €2 €3
Txw=[2 -1 1|=-2¢ —e +3e3=(-2,-1,3)
1 1 1
Txw-u=(-2-1,3)(1,2,3) =
Proveque & X ¥ - W = v X W - ©
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Sejam W = (ug,u2,u3), v = (v1,v2,v3) € W = (wy,wa, ws3).

—
€2

U2
%]

—
€3

uz| = (ugvs — uzv2) € + (usv1 — u1v3) € + (u1vy — ugvy) €3
U3

= (ugv3 — u3v2, U3V — UIV3, ULV — Uzvl) : (w1,w2,w3)

= UV3W1 — U3V2W1 + U3V1W2 — UTV3W3 + U1V2W3 — UV W3

—
€2

V2
w2

—

€3
v3 | = (vaws — V3W2) e+ (vswy — v1ws3) e + (viwg — vown) e
w3

= (vows — v3wa, V3W1 — VIW3, V1w — Vawy ) - (U1, Uz, U3)

= VW3u1 — V3WaU1 + V3WiU2 — V1W3U2 + V1WoU3 — VaW1U3

= UV3W1 — U3V2W1 + UZV1W2 — UIV3W2 + UIV2W3 — U2V1W3

€1
— =
U XU o= |u
V1
- = —
U X U - W
N
€1
— =
v Xw = |v
w1
— = =
VX WU
— - — — —
Logo, v X v'- W = v X W -

—
u.



Capitulo 21

Um simples tridngulo, mas muito para
aprender

Exemplo 591 Determine os senos dos dangulos internos dum tridngulo cujos lados medem 5cm , 6cm e 7cm.

Se conhecermos a lei dos cosenos e a lei dos senos:
Consideremos a figura seguinte:

Facamos a = 5,b = 6,c = 7. Pela lei dos senos, temos:

5 6 7

= = = 2
sinA sinB sinC R

Pela lei dos cosenos:
12

1
72 =62452-2x6x5c08C < 60cosC = 36+ 25 — 49 < COSCZ% <— cosC:g

Entao, sinC = 4/1 — % = ,/% = 2\/_ E agora, temos:
sin B = 7 SginC = % %\/_
sin A = smC % %

2}275111077>< 2\/_ = T12
Na tltima igualdade mdlcada 2R ¢é o didmetro da circunferéncia circunscrita ao tridngulo.
Se conhecermos a lei dos cosenos, mas nao conhecermos a lei dos senos:
Sejam a = 5,b = 6,c = 7. Pela lei dos cosenos, temos:

12 1
72 =624+52-2%x6x5c0sC < 60cosC = 36+ 25 — 49 <— cosC:@ <— cosC:g

Entéo, sinC' = %\/6
Aplicando outra vez a lei dos cosenos:

38 19
62=7>4+52—-2xT7x5cosB < 70cos B =49+ 25— 36 <— 0053_7—0 — 0050_35

303
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S0 _ _ 361 _ /864 _ 12
Entao, sin B = \/ 1955 = \/ 1955 = 3¢ V6.

E, finalmente, temos:

60 5
52=724+62-2xT7x6cosA < 84cos A =49+ 36 — 25 < cosB:a — cosC:?

Entdo, sin A = /1 — 23 =, /22 :%\/6

Se conhecermos a lei dos senos e algumas férmulas trigonométricas, mas nao a lei dos cosenos:

sisA:si6B 5sin B =6sin A 5sin B =6sin A

siEA :sizc 5sin(A+ B)=T7sin4 5sin Acos B + 5sin Bcos A = Tsin A
5¢sin B = 6sin A 5sin B =6sin A
5sin AcosB+6sin Acos A = 7sin A 5cos B+6cosA=1T

=
=
. 5sin B = 6sin A 25sin? B = 365sin” A

5cosB=7—6cos A 25c082 B =49 — 84 cos A + 36cos? A
— 25=36+49 —84cos A — cosA—@ — cosA—i

84
E, agora, temos sin A = ,/ -8B = /2 =2
Entao, sin B = GbmA \/_ sinC = 7smA 2\/—
Se nao conhecermos a lel dos cosenos, nem a lei dos senos:

Vamos resolver o problema anterior, usando coordenadas cartesianas:
Sejam B = (0,0),A = (7,0) e C = (z,y).

Pretendemos determinar C, de modo que as distancias de C' aos pontos A e B sejam iguais a 6 e a 5,
respectivamente. Entao:

{ \/£E2+y2:5 — {Z’2+y2:25 <:>{$2+y2:25

(x—7)2+y2:6 22 — 14z + 49+ y*> = 36 2% +y? — 142 + 49 = 36

2,2 _ 2., .2 _
22 +y?=25 {9:+y =25

25 — 14z + 49 = 36 14z = 38

y =95 — 361 y _ 864 :j:12 6
— {x_—g — x_1949 — y_197
7 7

Entao, podemos fazer C = (1—9 M)

707
. 126 1 6
Logo,smB:—g—: 6esinA= —7—:2\/_

O calculo de sinC' & hgelramente mais comphcado
A drea do triangulo [ABC] é L x 7 x 12\/_ = 61/6.
Entao, con51derando que a base do trlangulo ¢ 5, temos 1 x 5h = 6/6, donde se conclui que h = 1—52\/6, pelo

2
que sinC = # = 2\/_

Exemplo 592 Determine os comprimentos das medianas do tridngulo de lados 5cm , 6¢cm e 7 cm.
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Resolugao
Sejam M; o ponto médio de [AB], Ma o ponto médio de [AC] e M3 o ponto médio de [BC]. Consideremos o

S - 7
triangulo [ACM;]. Ora, AC' =6, AM; = 3 pelo que, aplicando o Teorema de Carnot, obtemos:

1. Oy —62+<

N

2
T 49 5 49 73
) —2><6><5cosA—36+Zf42><?_36+Z—30—Z

Logo, CM; =

o5
w

_ 1 _
9. BM22:52+32—2><5><3cosC:25+9—30><3228. Logo, Oy = 2/7.

2
—2 . 5\" 5 B 25 19 145 —— V145
3. AM3 =7 +<2> 2><7><2cosB—49+ 1 35><35——4 .Logo,C’Mg——2 .

Exemplo 593 Consideremos um triangulo [ABC| de lados a,b,c. Sejam M; o ponto médio de [AB], My o ponto
médio de [AC] e M3 o ponto médio de [BC|. Entdo:

2 2a% +2b% — 2

CM, =

1
22 22_b2
Bl = 242 =07

4
2 207 +2¢% —a?
o 4

AM;

Resolugao
Consideremos o seguinte triangulo:

Aplicando a lei dos cosenos aos tridngulos [BC'M;] e [ABC], obtemos:
e\ 2

2

C’Ml2 =a?+ (2) —2 X %COSB:aQ—l—% —accos B

b2 = a? + ¢2 — 2accos B

b —a?—c  4a®?+ 4207 —2a% — 22 2a® + 207 — 2
= = 1 .

—2 c?
Logo, CM; = a? + T +
Analogamente, se mostram as duas outras igualdades.
Exemplo 594 Deduza a lei dos senos, a partir da drea do tridngulo de lados a,b, c.

Resolugao
Consideremos o seguinte tridngulo:
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bh  besin A
Na figura anterior, vemos que h = c¢sin A, pelo que a drea do tridngulo é - = 7
absin C acsin B

Analogamente se mostrava que a drea do tridngulo pode ser dada por 5

Logo, absin C' = acsin B = bcsin A.

c b a
sinC sinB  sinA’
Estd, assim, demonstrada a lei dos senos (versao curta). E claro que as fracgoes anteriores podem ser invertidas:

Dividindo por abc, obtemos ou seja, a lei dos senos.

simA sinB sinC

a b ¢

Observe-se que as féormulas acima, que dao a drea do tridngulo, sdo vdlidas mesmo que o tridngulo nao seja
acutangulo, devido ao facto de &ngulos suplementares terem o mesmo seno:

A

Sejam h = AD, BC = a, AB = c. Entdo, h = csin ABD = csin ABC = csin B.
h
Entéo, a drea do tridngulo [ABC] é dada por % = % sin B.
E analogamente para os restantes casos.
ah ac

- ab . be .
Entao, - = ?smB = ?smC’— ESIHA

Logo, acsin B = absin C' = besin A, donde vem

a b ¢
sinA  sinB  sinC

Exemplo 595 Deduza a lei dos cosenos, partindo da lei dos senos.

Resolugao
Consideremos, num tridngulo [ABC] de lados a, b, ¢, a lei dos senos:

a b ¢
sinA  sinB  sinC

bsin A
Entao, sin B = iy Ora, sin C' = sin (A 4+ B) = sin A cos B + sin B cos A. Entéo:
a o cC _ c
sinA  sin Acos B + sin B cos A sin A cos B -+ bsin A cos A

Da igualdade anterior vem:
c
a = —b
cos B+ —cos A
a

Logo, ¢ = acos B + bcos A.

Esta tltima igualdade tem uma interpretacao geométrica ébvia: No caso dum tridngulo acutangulo, a altura
relativa ao vértice C' divide a base em dois segmentos de comprimentos a cos B e bcos A.

Entao:



asin B = bsin A

acosB=c—bcos A
—
_—
_—

a?sin® B = b?sin® A

a?cos? B = ¢? — 2bccos A + b% cos? A
a?sin? B + a® cos® B = b?sin® A + ¢® — 2bccos A + b2 cos? A
a® (sin® B + cos® B) = b” (sin® A + cos® A) + ¢* — 2bccos A
a? =%+ c* — 2bccos A
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Exemplo 596 Considere um triangulo [ABC], com AB = Tcm, AC = 6cm e BC = 5cm. Seja L o ponto de

_ B _
intersecgdo da bissectriz do dngulo B com o lado [AC]. Determine AL, LC, cos B, sin 5 sinL e BL.

Resolugao

Consideremos o seguinte tridngulo:

I=

B
Seja a = —.

Aplicando a lei dos senos, aos triangulos [ABL] e [BCL], obtemos:

AL AB BL AL

sina  sinL sinA
=
C BC BL

sina  sin I: sin C
Entéo, fazendo AL = x, temos:
z 6-—z

SR

7 5
Entéo,ﬂ:;cmengcm.

_ sina

~ sinL AL IO
—_ = =

_ sina AB  BC

~ sinL

7 7
= <:>5x:4277x<:>12x:42<:>x:§.L0g0,67x:§.

Apliquemos a lei dos cosenos, ao triangulo [ABC]:

25479 — 36 38 19

6°=5"+T7"—-2x5xTcos B B="_"_" B=o =

+ X o0 X (Cos <— COS ) <— COs 70 35
19
L 200) = —.
0go, cos (2ar) 35

19
R 1+ cos (2a) I+ 54 27 3/3 3105
Entao, cosa = = =y === == =
2 2 70 35 /35 35

Aplicando a lei dos senos, ao triangulo [ABC], temos:

> —L o _ 0 <= sinA—ésinacosa
sinA  sin(2a) sinA  2sinacosa 3
AL BL
Substituindo em — = ——, obtemos:
sina  sinA
7 — —
9 BL 7 BL
sin o 2

5 .
— sin v cos & —cosa
3 3
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35 3v105 105

— 7 5
Logo,BL—ixgcosa—Ex 35 5

Calculemos sin

. 1 — cos (2a) 16 4 2v/70
Sin o = = _— e — =
2 70 /70 35
De AL = A—B, em
sinaw  sinL
24/70
, Tsina X T35 2 270 470
sinL = — = =7TX =X — = ——
AL 7 77 35 35

2
Exemplo 597 Consideremos um triéngulo [ABC| de lados a,b,c. Seja L o ponto de intersecgao da bissectriz do
dngulo B com o lado [AC|]. Entao:

AL _LC op_ b gm_ ab  pr_ Voeclatbiola—bro
B B a+c a-+c a+c
Resolugao
Consideremos o seguinte tridngulo:
B
o ¥4
A L C

Aplicando a lei dos senos, aos triangulos [ABL] e [BCL], obtemos:

AL 4B _ BL AL sina
sina  sinL  sinA AB  sinL AL IC
— = ——5—
IC BC BL IC  sina AB - BC
sina sinL__ sinC BC sinL
Entao, fazendo AL = x, temos:
z b-z be
- = — axr=bc—cx <= (a+c)x=bc < x=
c a a+c
Logo:
be be ab
x = ANb—xz=0b— =
a+tc a+tc a+c
Apliquemos a lei dos cosenos, ao triAngulo [ABC]:
222
b2 =a?+c* —2accos B <= cos B = are
2ac
24 2 _p2
Logo, cos (2a) = L. Entao:
2ac

cosx =

1 a? +c* —b?
1 +cos(2a) + 2ac \/2ac+a2 +c? = b? (a+c)® — b2
B 4ac 4ac

2 2 -
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Aplicando a lei dos senos ao triangulo [ABC], temos:

a b a b
sinA  sin(2a) sinA  2sinacosa

. 2a
< sinAd = Tsmacosa

AL  BL
Substituindo em — = ——, obtemos:
sinaw  sinA
_be _ _
atc _ BL — be _BL
sina 2a . atc 2a
—sinacosa —cosa
b b
Logo,
2 _p2 2.2 —
BT — &x be cos 0 2a¢c [(a+¢)"=b _ 2 \/ac (a+c+Db)(a+c—0b)
b a+c a+c dac 2(a+c) ac
 Vacla+c+b)(a—b+o)
B a+c

Se quisermos, podemos calcular sin « e sin L:

1—-— 2 _ 2 32
_ B 1 —cos(2a) 2ac \/Qaca —c*+b
smas = 2 B 2 N dac
b2—(a—c)21\/(b+a—c)(b—a—|—c)
N 4ac 2 dac
AL AB
De = vem:

sihaw sinL’

sin L = e = 2 = 5

a+c

csina  (a+c)sina a+c\/(b+ac)(ba+c)
dac

Proposigcao 598 Teorema de Brahmagupta L L
Consideremos, numa circunferéncia, quatro pontos A, B, C, D, por esta ordem. Sejam a = AB, b = BC,
c=CD,d= DA, s:%.
Entdo, a drea de [ABCD] é \/(s —a) (s —b) (s —c) (s — d).

Demonstragao
Consideremos a seguinte figura, onde estao representados os quatro pontos A, B, C, D, pertencentes a uma
circunferéncia:
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Sejam a = AB,b= BC,c=CD,d= DA,s = Ly*d =L
Os angulos A e C sao suplementares.

Entéo, sin A = sinC,cos A = —cosC.

Aplicando a lei dos cosenos ao tridngulo [BC' D], temos:

BD =BC +CD —2xBC x CDcosC = b* + ¢ — 2bccos C = b2 + ¢ + 2bccos A
Aplicando a lei dos cosenos ao triangulo [ABD], temos:
BD' =AB’ +DA" —2x AB x DAcos A = a® + d? — 2ad cos A
Logo, b + ¢ + 2bccos A = a? + d? — 2ad cos A, donde se conclui que:
2 (bc + ad) cos A = a® + d*> — b* — 2
Seja K, a area do quadrildtero [ABCD]. Entao, K ¢ a soma das dreas dos dois triangulos [ABD] e [BCD],
ou seja,

adsin A besinC adsin A+besin A (ad + be) sin A
R 2 B 2

Entéo, 4K = 2 (ad + bc) sin A.
Logo,

4 (ad + be)® cos? A = (a® +d? —b* — 02)2
4 (ad + be)® sin® A = 16 K>

Somando, membro a membro, as duas igualdades anteriores, obtemos
16K° + (a* +d* — b* — c2)2 = 4(ad + be)? (cos® A + sin® A)
= 4(ad+ bc)2
Entao,
16K2 = 4(ad+be)* — (a® + d2 b —?)?
= (2ad+2bc+a®+d*> — b — c?) (2ad + 2bc — a® — d* + b* + )
[(a+d —C)H<b+c) —(a—dﬂ
+d+b—c)(a+d—b+c)(b+c+a—d)(b+c—a+d)

+b+c+d—2a)(a+b+c+d—2b)(a+b+c+d—2c)(a+b+c+d—2d)
P —2a) (P — 2b) (P — 2¢) (P — 2d)

K (P—22a) <P;2b) (P;Zc) (P—22d> Q) (—B)(s—) (50

K=\{s—a)(s—b)(s-0)(s—d)

[¢2
a

(
=
=

Logo,

Logo,

Exemplo 599 O raio da circunferéncia inscrita num tridngulo
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. P . . .
Sejam P=a+b+ces= 7 Seja I o incentro do triangulo [ABC].
A grea do triangulo [ABC] é a soma das dreas dos triAngulos [ACT],[BCI] e [ABI], os quais tém a mesma

altura r, que é o raio da circunferéncia inscrita no triangulo.

b b
Logo, K, a drea do triangulo [ABC]|, ¢ dada por K = a_2r + Er + % = (%) r = sr.
Mas, pela férmula de Heron, a drea do triangulo é K = \/s(s —a) (s — b) (s — ¢).
Logo, r, o raio da circunferéncia inscrita num triangulo de lados a, b, ¢, &

\/(S—a)(s—b)(S—C)

S

r =

Proposigao 600 A formula de Heron, ela mesma...

— — - b
Consideremos um tridngulo [ABC], com AB = ¢, AC = b, BC = a. Seja s = M.

2

Entdo, a drea do trigngulo é \/s (s —a) (s — b) (s — ¢).

Demonstragao

Para obtermos a férmula de Heron, basta-nos partir do teorema de Brahmagupta e fazer d = 0, obtendo-se
para a drea dum triangulo de lados a, b, ¢, o valor \/s (s —a) (s — b) (s — ¢).

Outra demonstragao

Aplicando a lei dos cosenos, ao tridngulo [ABC], temos

a’® = b% 4 ¢ — 2bccos A, donde se conclui que 2bccos A = b? + ¢ — a?.

A grea do triangulo [ABC] é K = %bsinC = %sin A. Entao:

4b%c?sin? A = 16 K2
4b%c% cos? A = (b2 +c2 - a2)
Entao:

9 = 432 = (b2—|—c2—a2)2+16K2

16K? = 4b°c* — (b2 + 2 —a2)2 = (2bc—&—b2 +c2 —a2) (2bc—b2 - +a2)
= ((b+c)2 —aQ) (a2 - (b—c)2>
= (b+c—a)(b+c+a)(a+b—c)(a—b+c)
(a+b+c)(a+b+c—2a)(a+b+c—2b)(a+b+c—2c)
P (P —2a) (P —2b) (P —2c) (P —2d)

comP=a+b+ec

Entéo, fazendo s = o> temos:

P(P—2a)(P—2)(P—2)(P-2d) P P-2 P-2 P-2 _

K? = 16 g X T Xy X =s(s—a)(s—b)(s—¢)

E, finalmente, vem:

K=+/s(s—a)(s—b)(s—c)
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Mais uma demonstragao da férmula de Heron
Recordamos a demonstracao apresentada no segundo capitulo:
Consideremos o tridngulo da figura seguinte:

Aplicando o Teorema de Pitdgoras aos tridngulos [ABD] e [BCD], obtemos:

2 =x?+h? — =22+ h? — 2 —x2 = h?
a?=(b—z)>+h2 a? = b* — 2bx + 2% + h? a? = b? — 2bx + ¢*

2, 2
x,:bJrcfa

— {h::I: (c—&;x)(c—x)
20

o _b2+2—2
Como h > 0, temos h = \/(c+ ) (¢ — ), com z = *5=.

Logo,
b2 + 2 — a? b2 4 2 — a?
h = (c+x)(c—x)—\/<c+T) <C—T)

\/b2—|—62+2bc—a2 " 2bc — b? — 2 +a? _\/(b—l—c)2—a2 a2 —(b—c)’

- 2% 2 % %
_ \/(b+c+a)(b+c—a)x(a+b—c)(a—b+c)
2b 2b
_ Vie+b+ce)(b+c—a)(a+b—c)(a—b+c)
2b

Entao, a drea do tridngulo é

bh Vie+b+e)(b+c—a)la+b—c)(a—b+c)

2 4

- () () ()
) () () ()

Se representarmos o semiperimetro por s, entao a drea do tridngulo de lados a, b, ¢ é dada por

A=+/s(s—a)(s—b)(s—c)




Capitulo 22

Geometria no Plano

Proposigao 601 (Lei dos senos)
a b c

sinA ~ sinB  sinC’

Num triangulo [ABC] verifica-se

Demonstracao
Consideremos a circunferéncia circunscrita a [ABC], de raio R, e didmetro [C'B;].

Como o triangulo [AB;C] é rectangulo em A, temos

. . AC b
sin B = SlnB1 = ﬁ = ﬁ
. a . c -
Analogamente, sin A = oR © sinC' = 3R Entao,
a b c 9R

sinA  sinB  sinC
Neste exemplo, considerdmos que o centro da circunferéncia circunscrita ao tridngulo nao pertencia a nenhum
dos lados [AB] e [BC]. Se tal acontecesse, ndo era necessario considerar o ponto By, para calcular sin B.
O caso ¢ diferente, se o angulo B for obtuso; em tal caso, considera-se o &ngulo suplementar AB;C, o qual
tem o mesmo seno que o angulo ABC"

313
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AC b
Entao, também neste caso, temos sin B =sin B = — = —.

2R 2R

Definicao 602 Ceviana é qualquer segmento de recta definido por um vértice dum tridngulo e por um ponto do
lado oposto (distinto dos extremos).

Proposigao 603 (Teorema de Ceva)

54

Num tridngulo as cevianas [AX],[BY],[CZ] sdo concorrentes se e s6 se — X
XC

=)l
=&

Demonstracao

BX . — =
Comecemos por observar que — representa o Unico nimero real A, tal que BX = AXC, pelo que A\ pode

representar um ndmero positivo ou negativo (ou seja, para cada direc¢do, podemos definir um sentido, de modo
a considerarmos "distancias"positivas ou negativas).
Suponhamos que as trés cevianas sdo concorrentes num ponto P.

BX ar [ABX] ar[PBX]| ar[ABX|—ar[PBX| ar[APB]
Entao, —C>’ = = = —
X

ar[ACX] ar[PCX] ar[ACX]-ar[PCX] ar[APC]
CY ar[CPB] AZ ar[CPA]

Anal te, t 7 WrlAPRB| ar [CPB]’
HAOBAIMCING, WEMOS == = Wr[APB] © 77  ar[CPB]

I

Entao:
— — —
BX " cY o AZ _ ar[APB] o ar [CPB] " ar [CPA] 4
XC YA zp ar[APC] " ar[APB] = ar[CPB]
BX CY AZ
Reciprocamente, suponhamos que —C)’ X — A x — = 1. Seja P, o ponto de intersecgdo das cevianas [AX]
Y ZB
e [BY]. Seja [C’Z’ ] a terceira ceviana que passa por P.
BX CY AZ’
Entao, _) X = X — =
C’ YA 7B
—
Az AZ . , N . ~
Logo, —= = —, donde se conclui que Z’' = Z e que as trés cevianas [AX], [BY] e [CZ] sdo concorrentes
Z'B ZB
em P.

Proposigao 604 As medianas dum tridngulo dividem-no em seis tridngulos com dreas iguais.

Demonstragao
Sejam X,Y, Z os pontos médios dos lados do tridngulo [ABC], da figura seguinte:
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s == e = = — C—}} A .
Entdo, AZ = ZB,AY =YC,CX = XB. Logo, =— X — X — =1 x 1 x 1 =1, pelo que as trés medianas
XC YA 7B

se intersectam num ponto P.

Os triangulos [APY] e [CPY] tém a mesma &rea, porque tém a mesma altura e bases iguais (AY = YC).
Analogamente para os triangulos [CPX] e [BPX] e para [APZ] e [BPZ]. E 0 mesmo acontece com os triangulos
[ABY] e [BCY], com [ABX] e [ACX] e, ainda, com [ACZ] e [BCZ].

Sejam r, a drea comum dos triangulos [APY] e [CPY], s, a drea comum de [CPX] e [BPX] e t, a drea comum
de [APZ] e [BPZ).

Entao, t + 2r =t + 2s, pelo que r = s. Analogamente, s = ¢, pelo que as estd terminada a demonstragao.
Proposigao 605 As medianas dum tridngulo trissectam-se.
Demonstracao

Consideremos as medianas [AX], [BY] e [CZ] dum triangulo [ABC].

A

Seja G, o ponto de intersecgao das trés medianas e consideremos os triangulos [CGY] e [CGB]. Estes triangulos
tém a mesma altura (referente ao vértice C) e, pela proposicdo anterior, a drea do segundo triangulo é o dobro da

drea do primeiro. Entao, GB =2 x GY, acontecendo o mesmo com as duas outras medianas, como se pretendia
demonstrar.

Proposigcao 606 A bissectriz dum dngulo interno dum tridngulo divide o lado oposto em dois segmentos direc-
tamente proporcionais aos lados adjacentes.

Demonstracao
Consideremos, num tridngulo [ABC], a bissectriz do angulo B.

B
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Aplicando a lei dos senos aos tridngulos [ABL] e [BCL] da figura anterior, obtemos:
AB AL A BC  LC
sinALB sina  gin BLC sina

Como sin ALB = sin BEC, entao ﬂ AL _ LC , como se pretendia.
sinALB AB BC’

Proposigao 607 As bissectrizes dos dngulos internos dum tridngulo intersectam-se num ponto.

Demonstracao
Consideremos as bissectrizes do triangulo [ABC], da figura seguinte.

A
Fy

Seja P, o ponto de intersecgao das bissectrizes AX e BY.
Pretendemos mostrar que a bissectriz C'Z passa por P.

BX CY AZ
Como as bissectrizes sdo cevianas, basta-nos provar que — X — X — =1

XC YA ZB

¥ 4B
YC BC
Pela proposicao anterior, temos g = £ . Entao:
ZB  BC
DX _AB
CX AC
— — — RN —_— —_— -
BX CY AZ BX CY AZ AB B

XCXYA 7B - Xc “Ya 7B AC oy

Logo, as bissectrizes intersectam-se num ponto (P).

Uma demonstragao mais fécil consiste na interpretagao geométrica da bissectriz dum éngulo: conjunto de
pontos do plano que estao equidistantes dos lados do angulo.

BC

Proposicao 608 As rectas que contém as trés alturas dum triangulo intersectam-se num ponto (ortocentro).

Demonstragao
Consideremos o seguinte triangulo acutangulo [ABC]:
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Entao: _
. CX
Slnalzz
. BX .
ar+catea =% Sma?:ﬁ CX = ACsinay
catci+by=73 o —b ; AY BX = ABsinay
at+az+b =% LT sinby = == AV = ABsinb,
mtatea=% ) 1T ., _¥C 77 ) YC=DBCsinb,
b1+b2+01:% 2 ! Sin Q_E @:@sincl
as + by +b2=% Sinclz% AZ = ACsincy
BC
. AZ
sineg = =—
Logo,

E o @ y @ - ABsinas y BC sin by o AC sin o
XC YA 7ZB ACsina; ABsinb; BCsincg
sinaz _ sinby _sincy  sinag _ sinby _ sincy

sina; sinb;  sinc¢g sinby  sincy  sinag

=)=l
Sl
I

BX
-
XC

Logo, as trés alturas intersectam-se num ponto (chamado ortocentro).

No caso do triangulo ser rectangulo, as trés alturas intersectam-se no vértice do angulo recto. Se o tridngulo
for obtusangulo, as rectas que contém as alturas intersectam-se num ponto, sendo a demonstracao imediata, uma
vez que se considera um tridngulo com todos os dngulos agudos e cujas alturas contém as alturas do primeiro

triangulo (observe a figura seguinte, com atengao).

A

Proposigao 609 O baricentro, o ortocentro e o circuncentro dum tridngulo sao pontos colineares.

Demonstragao
Consideremos a figura seguinte:
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Sejam A;, Bi, Cy, os pontos médios de [BC], [AC] e [AB].

Sejam H, G, O, o ortocentro, o baricentro e o circuncentro de [ABC].

Note-se que O também é o ortocentro de [4; B1C1].

Comecemos por observar que o quadrildtero [AC; A; B;] é um paralelogramo, pelo que as suas diagonais se
bissectam. Seja M o seu ponto de interseccao.

Entao, AM = MA,;,CiM = MDB; e a recta AA; contém [AA;] e [M A1] que sdo medianas dos tridngulos
[ABC} (§] [AlBlCl].

Analogamente, para as rectas BBy e CCy. Logo, G é o baricentro dos tridngulos [ABC] e [A; B1C}].

Consideremos os tridngulos [AHG] e [A10G]. As rectas AH e OA; sao perpendiculares a BC, pelo que séo
paralelas.

Logo L HAG = £OA;1G, porque sao angulos alternos internos.

AG =2 x GA;, porque as medianas se trissectam.

AH =2 x OAy, porque os dois triangulos [ABC] e [A; B;C}] sdo semelhantes, sendo 2 a razao de semelhanga.

Entéo, os tridngulos [AHG] e [A10G] sdo semelhantes, pelo que LAGH = £A;GO e os pontos H, G, O séo
colineares.

A recta que contém os pontos H, G, O é conhecida por recta de Euler.

Proposigcao 610 As mediatrizes dos lados dum tridgngulo intersectam-se num ponto.

Demonstragao
Consideremos o triangulo [ABC] da figura seguinte:

Seja P, o ponto de intersecgdo das mediatrizes dos lados [AB] e [AC].
Entdo, AP = PB e AP = PC, donde vem PB = PC, pelo que o ponto P pertence & mediatriz do lado [AC)].
Entao, as trés mediatrizes intersectam-se num ponto (o ponto P).

Lema 611 Num tridngulo rectdngulo, a altura relativa o hipotenusa é meio proporcional, entre os segmentos que
determina (na hipotenusa).

Demonstragao
Consideremos o triangulo [ABC], rectangulo em B e de altura [BD]:

B
A D C
Entao, tan A = @,tan DBC = D:C Mas, tan A = tan DBC.
~___ _AD BD
DC  BD

Logo, — = —, isto ¢, DC x AD = BD, como se pretendia.
BD AD



319

A circunferéncia dos 9 pontos

Condigoes da figura anterior:

A1, By, Cy sao os pontos médios dos lados do triangulo [ABC.

Az, Bs, C5 sao os pés das alturas do tridngulo [ABC].

H ¢ o ortocentro do triangulo [ABC].

As é o ponto médio de [AH], By é o ponto médio de [BH] e Cs é o ponto médio de [CH].

Proposigao 612 Nas condi¢bes da figura anterior, hd uma circunferéncia que passa pelos nove pontos A1, Bi,
Ch, Az, Ba, Cy, A3, B, Cs.

Demonstragao

1.

10.

11.

12.

A recta B1Cy é paralela a recta BC' (Thales).
A recta ByCy é paralela a recta BC' (Thales). Logo, as rectas B1C; e ByCy sao paralelas.
A recta ByCy é paralela a recta AH (Thales).
A recta ByC5 é paralela a recta AH (Thales). Logo, as rectas BoCy e B1Cy sao paralelas.

Das condigbes anteriores vem que [BCy ByC5] é€ um paralelogramo.

. Analogamente, se conclui que [A2Cy A1 Cs] é um paralelogramo.

BC 1 AAj (altura, base).
B>Cy 1. AAs , porque as rectas BoCo e BC sao paralelas.

Como Bs é o ponto médio de [BH] e Cy é o ponto médio de [AB], entdo AH || C1By. Mas, AH e AAj sdo
a mesma recta. Logo, AA3 || C1Bs.

Entéao, o paralelogramo [B;C} B2C5] é um rectangulo, o qual pode ser inscrito na circunferéncia de didmetro
[C1Cs].

E o paralelogramo [A5C1 A;Cs] € um rectangulo que pode ser inscrito na circunferéncia de diametro [C1C].

Entao os seis pontos Ay, By, C1, As, By, Cy pertencem a uma mesma circunferéncia. Falta ver que os
pontos Az, B3, C'5 também pertencem a essa circunferéncia.
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13. Como [A34;] também é um didmetro da circunferéncia anterior e o angulo A3 A3A; é recto, temos que As
pertence a circunferéncia anterior. E o mesmo acontece com os pontos As e Aq, pelo que estd terminada a
demonstracao.

Observagao:

A circunferéncia dos nove pontos é a circunferéncia circunscrita ao tridngulo [A; B1C4], cujos lados sdo metade
dos lados do triangulo [ABC]. Entéo, o raio da circunferéncia dos nove pontos ¢ metade do raio da circunferéncia
circunscrita ao triangulo [ABC].

Proposigao 613 Nas condigoes da figura sequinte, temos que se verificam as sequintes igualdades:

PAxPA, = PBx PB, = PT"

: B
%

Estamos a supor que a recta PT' é tangente & circunferéncia em T
Demonstragao
£ PAB; = £PBA;, porque sdo angulos inscritos no mesmo arco de circunferéncia.
£BPA; é comum aos dois tridngulos [A1BP] e [AB1 P].
Logo, os dois tridngulos [A; BP] e [AB; P] sao semelhantes.

PA, PB

Entéo, = —— e daqui se conclui que PA x PA; = PB x PB;.
PB; PA

No caso da tangente em T, temos que L PAT = LA1TP e que £P é comum aos dois tridngulos [ATP] e
[A1TP], que, por isso, sdo tridngulos semelhantes.
PA, PT —_—
Entao, Ll daqui se conclui que PA x PA; = PT".
PT PA

Proposigao 614 (Teorema de Menelau)

Seja [ABC| um tridngulo e sejam X, Y, Z trés pontos pertencentes as rectas BC, CA e AB, respectivamente.
BX CY AZ

Os pontos X, Y, Z sao colineares se e s6 se tivermos — X — X — =

Se——T
XC YA Zb

Demonstragao
Consideremos a figura seguinte:
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z R QP Y X

Suponhamos que X, Y, Z sao pontos colineares. Sejam hi, hs, hs os comprimentos das perpendiculares &
recta X Z, passando pelos pontos A, B e C, respectivamente (distancias dos pontos A, B e C a recta X 7). Entéao:
—

BX h
—= | = 22, porque os triangulos [CPX] e [BRX] sio semelhantes.
XC| hs
—
CY|  h3 . .
i = 7., borque os triangulos [CPX] e [AQX] s@o semelhantes.
Y 1
—
AZ| M . _
—| = —, porque os tridngulos [BRX]| e [AQX] sdo semelhantes.
zB| h
Entao,
— — —
BX CcY AZ ha h3 ha
— | X | = | X |=| = =1
x0| |vAl " |ZB| ks T ha
BX cY AZ BX CY AZ
Como =—= <0,=—= >0, — >0, vem —=— X — X — < 0
X¢ YA ZB XC YA ZB
BX CY AZ
Logo, _> X=X — =—1
XC YA ZB

O reciproco demonstra-se do mesmo modo que o reciproco do Teorema de Ceva.

Proposicao 615 (Teorema de Pappus)
Sejam A, B, C, D, E, F seis pontos tais que A, C, E pertencem a uma recta l e B, D, F pertencem a uma
outra recta m. Sejam L, M, N tais que {L} = ABNDE, {M}=CDNAF,{N}=FEFNBC. Entio, L, M, N

sao colineares.

Demonstragao
Sejam {U} = EFNCD,{V} =ABNEF, {W}=ABnNCD.
Consideremos a figura seguinte:

Consideremos o triangulo [UVW] e os triplos de pontos colineares (L, D, E), (A, M, F), (B,C,N), (A,C, E),
(B,D, F).
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Apliquemos o Teorema de Menelau ao triangulo [UVW] e aos pontos colineares L, D, E, com L € VIV,
DeWU, EecUV:
— — —
VL WD UE
— X = X==-1
LW DU EV

Apliquemos o Teorema de Menelau ao tridngulo [UVW] e aos pontos colineares A, M, F, com A € VIV,
MeWU, FeUV:

Apliquemos o Teorema de Menelau ao triangulo [UVW] e aos pontos colineares B, C, N, com B € VIV,
CeWU,NeUV:

Aplicando o Teorema de Menelau ao triangulo e aos pontos colineares A, C, E, com A € VW, C € WU,
EcUV:
VA WC UE
— X — X — =—1
AW CU ~ EV

l

. Aplicando o Teorema de Menelau ao tridngulo [UVW] e aos pontos colineares, B, D, F, com B € VIV,

DeWU, FeUV:

Multiplicando, membro a membro, as primeiras trés igualdades, vem:

— — — — — — — — —
v WD UE VA WM UF VB WC UN
— X — X — X — X X=X —— X — X — = —

IW DU EV AW MU FV BW CU NV

Multiplicando, membro a membro, as duas iltimas igualdades, vem:

— — — — — —
VA WC UE VB WD UF
:X:X:X:X:X::1
AW CU EV BW DU FV

Dividindo, membro a membro, as duas igualdades anteriores, vem:

— — — — — — — —
VL wDp UE VA WM UF VB WC UN
XK= X=X = X — X =—= X —=— X — X —
LW DU EV AW MU FV BW cuU NV ]
VA WC UE VB WD UF
= X = X =— X —= X — X —
AW cU EV BW DU FV

—
WM UN

Simplificando a expressao anterior, obtemos — X — X — = —1.

Lw MU NV

Entao, pelo Teorema de Menelau, os pontos L, M, N sao colineares.

Proposig¢ao 616 (Teorema de Desargues)
Dois tridngulos sao perspectivos a respeito dum ponto se e sd se sGo perspectivos a respeito duma recta.

Demonstracao
Consideremos a figura seguinte:
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Suponhamos que os tridngulos [ABC| e [DEF] sao perspectivos a respeito do ponto O, isto é, as rectas AD,
BE e CF intersectam-se no ponto O. Sejam G, H, I, os pontos de intersec¢ao dos trés pares de rectas AB e DFE,
AC e DF, BC e EF,isto é, {G} = ABNDE, {H} = ACNDF, {I} = BCNEF.

Pretendemos mostrar que os pontos G, H, I sao colineares, ou seja, que os triangulos [ABC| e [DEF) sdo

perspectivos a respeito da recta GH.

1. Consideremos o triangulo [BCO] e os pontos colineares E, F', I. Ora, E € OB, F € OC, I € BC.

Entao, pelo Teorema de Menelau, temos

3. Consideremos o triangulo [ABO] e os pontos colineares D, E, G. Entédo, pelo Teorema de Menelau, temos

4
— — —
BI CF OF
=
IC FO EB
5. Simplificando, obtemos

Da igualdade anterior e, como I € BC, H

pontos G, H, I sdo colineares.

— —
AG BE

— — —_— — —_—
CH OF AD AG BE
X=X ==X ==X =X == X = X

— — — — —
HA FC DO GB EO A

~

—

oD
X:X::—l
EO D

. Multiplicando, membro a membro, as trés igualdades anteriores, obtemos

—
0D

X 5

— —
CH AG

X:X::*l
HA GB

A e G € AB, concluimos (pelo Teorema de Menelau) que os
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Reciprocamente, suponhamos que os pontos sao colineares. Pretendemos mostrar que as rectas sao concor-
rentes. Seja O tal que {O} = AD N CF. Basta-nos provar que o ponto O pertence a recta BE.

Consideremos os triangulos [ADG] e [CFI]. Estes dois tridngulos sdo perspectivos a respeito do ponto H.
Logo, pela parte ja demonstrada deste Teorema, temos que os tridngulos [ADG] e [CFI| sdo perspectivos a
respeito duma recta. Como C corresponde a A, I corresponde a G e F' corresponde a D, temos que a recta CI
corresponde a AG, a recta C'F corresponde a AD e a recta I F corresponde a GD.

Mas, {B} = CINAG,{O} = CF N AD,{E} = FInGD.

Logo, os triangulos [ADG] e [CFI] sao perspectivos a respeito da recta que contém os pontos B, O, E, pelo
que o ponto O pertence a recta BE.

Em rigor, nao estd terminada a demonstragao do Teorema de Desargues, pois pode acontecer que alguns pares
de rectas consideradas sejam estritamente paralelas ou coincidentes.

Proposigao 617 Sejam [AA1] e [BB1] duas cordas duma circunferéncia, que se intersectam num ponto P. En-
tao, PA x PA; = PB x PB;.

Demonstragao

1. Os angulos A; e Bj sao iguais, porque est@o inscritos no mesmo arco de circunferéncia.

2. Os angulos BPA; e AP B; sdo iguais, porque sao verticalmente opostos.

PB PA -
3. Logo, os triangulos [BPA;] e [AP A;] sdo semelhantes. Logo, 1= P_Bl Logo, PAx PA; = PB x PB;.
1
Proposicao 618 (O Teorema da Borboleta) Consideremos, numa circunferéncia, uma corda [PQ)], cujo

ponto médio é M. Sejam [AB] e [CD] duas cordas concorrentes em M. Entdo, se as cordas [AD] e [BC]|
intersectarem a corda inicial [PQ], nos pontos X eY, tais pontos sio equidistantes de M.

Demonstracao

Consideremos a figura seguinte, onde, por X, se tracaram duas rectas perpendicures as cordas [AB] e [CD];
por Y, também se tracaram duas rectas perpendicures as cordas [AB] e [CD]. Os pontos X7, X5,Y7, Y5 resultam
da intersecgao das quatro rectas anteriores com as cordas [AB] e [C'D]. Nesta figura, temos que os tridngulos da
mesma cor sao semelhantes:
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. Consideremos os triangulos [AX>X] e [CY Y.

(a) LADAB = £DCB, porque estao inscritos no mesmo arco de circunferéncia.
(b) £LADC = £LABC, porque estdo inscritos no mesmo arco de circunferéncia.
(c) Entéo, os dois tridngulos [AX2X] e [CY1Y] sdo semelhantes.

X X

d) Logo, 22 _ X2& _
(d) Logo, =% = T

3

. Consideremos os tridngulos [M X X] e [MY1Y].

(a) Os dois triangulos séo rectangulos, por construcao.

(b) LXMX, = LY MY, porque sao verticalmente opostos.

(c¢) Entdo, os dois triangulos [X M X;] e [Y MY;] sdo semelhantes.
XM XX XM

MY Yi¥  MYy;,

(d) Logo,

. Consideremos os triangulos [X M X5] e [Y MY5].

(a) Os dois triangulos sao rectangulos, por construgao.

(b) LXMXy = ALY>,MY | porque s@o verticalmente opostos.

(c) Entao, os dois triangulos [X M X5] e [Y MY3] sdo semelhantes.
XM XoX XM

MY  Y,Y MY,

(d) Logo,

. Consideremos os tridngulos [X DX;] e [Y BY2].

(a) Os dois triangulos sao rectangulos, por construgio.

(b) 4D = 4B, porque estao inscritos no mesmo arco de circunferéncia.
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(c¢) Entao, os dois tridngulos [X DX;] e [Y BY3] sdo semelhantes.
DX XX DX

(d) LOgO, — = ; = _1 .
BY YoV BY;

5. Entao, (

XM)Q_X1XXX2X_X2XXxlx_HxXD_WxX—Q
MY) YWY  Y,¥Y YiY Y,¥Y CYXYB PYXxYQ
6. Facarse PM = MQ =a, XM =x, MY =y. Entao:

x2<@>2WXX_Q(a$)(a+:E) a? — 2?
MY

y2

CPYxYQ (aty)a—y) a®—y?

2 2 2 .2
7. Entéo,%:%:a—zzl_
Yy Y- +a* —y a

8. Logo, = = y, como pretendido.

Observagao:
SegfE entéog*aJrc
b d b b+d
%22 = ad=bc = ad+ab=bc+ab = a(b+d)=bla+c) = %:Zig

E claro que estamos a supor que os denominadores envolvidos sdo diferentes de zero. Isso acontece se, por
exemplo, os nimeros reais a, b, ¢, d sao positivos.

Proposig¢ao 619 Teorema de Carnot (ou lei dos cosenos)
Num tridngulo [ABC|, verifica-se que b* = a® + ¢* — 2accos 3, com a = BC, b= AC, ¢ = AB, = ABC.

Demonstragao
Caso do angulo obtuso:

D

vs)

C

Consideremos a figura anterior, onde o ponto D ¢é a intersec¢do da recta BC' com recta que lhe é perpendicular
e que passa por A:
Entao:

sin 8 =sin (7 — §) =
cos B = —cos (m — )

=<

AD = ABsin 3 = csin 3
BD = —ABcos 3 = —ccos 8

I
|
=t

Logo,
2 —_—2 =2 —2 =5 |, A2
¥ = AD +CD =AD" + (DB + BC)
= Zsin’f+ (a— ccosﬁ)2 = ?sin® B+ a® — 2accos B + % cos® 8
= (sin2 B + cos? ﬁ) +a? — 2accos f = ¢® + a® — 2accos B

Caso do angulo agudo:
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Suponhamos que AB = ¢, BC = a, ABC = B e que [AD] é uma altura do tridngulo [ABC]. Entao:

sin,@:% @:@sinﬁ:csmﬁ
cosﬁ:% BD = ABcosf3 = ccos 3

Mas,

Ac AD’ +TD’ =AD" + (BC - BD+)”
= sin? B+ (a— 00056)2 = c?sin? B+ a® — 2accos B + % cos® 8

2 (sin2 B + cos? B) +a? —2accos B = ¢ + a® — 2accos B

Logo, b? = ¢ + a® — 2accos 8
Outra demonstracao

— —_— =
Como AC = AB + BC, temos:

2 —>)—>—>—>—>—>—>—>—>

. —_— — —_—  — —
ACT = AC~AC’:(AB+BC)- AB+ BC)=AB-AB+ AB-BC+ BC-AB+ BC-B
+

2

a? — 2cacos f = a®

= E2+B_C2+2><E><B_xcos(7rf§ =c? +¢? — 2accos B
Logo, b = ¢ + a® — 2accos 8
Outra demonstracao
—_— = =
AC = BC — BA. Entao:

— 29 —_— — —_— — —_— = _— == = = = — —
B = AC :AC~AC:(BC—BA)~(BC—BA):BC-BC—BC-BAfBA-BC+BA~BA

—_— —

- BC°-2BC-B —&-EQ = a4 ¢ — 2accos

Ainda outra demonstracao
Consideremos, num triangulo [ABC] de lados a, b, ¢, a lei dos senos:

a b ¢
sinA  sinB  sinC

Entao, asin B = bsin A,ou seja, sin A = ¢ sin B.
Ora, sinC =sin(r — A — B) =sin (A + B) = sin Acos B + sin Bcos A
Logo, sinC' = ¢ sin B cos B + sin B cos A

b _ _c .
De snB _ smo» venl:

b c
sinB 7 sin B cos B + sin B cos A

Logo,
B c

%cosB—i—cosA

E daqui se conclui que ¢ = acos B + bcos A, ou seja, que bcos A = ¢ — acos B. Entéo:

bsin A =asin B . b2 sin® A = a?sin? B

bcosA=c—acosB b?cos? A = ¢® — 2accos B + a?cos® B
=  b?sin® A+ b%cos® A = a?sin® B + ¢ — 2accos B + a? cos®> B
= (sin2 A + cos? A) =a? (Sin2 B + cos? B) + ¢ — 2accos B

= b =a’>+c—2accosB

Exercicio 620 Determine os cosenos dos angulos internos dum triangulo [ABC, em que AB =8cm, BC =9cm
e AC = 10 cm.
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Resolugao

a? =b%+ 2 — 2bccos A
b? = a® + ¢ — 2accos B
& =a?+b>—2abcosC

Exercicio 621 Determine os cosenos dos

AC =b.

Resolugao
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92 =1024+82—-2x8x 10cos A
102=924+82_-2x9x8cosB
82 =10%24+92—-2x 10 x 9cosC

160 cos A = 164 — 81 cos A = %
144cos B=81+64 — 100 — cosB:W:%
180 cos C' = 181 — 64 cosC = 155 = 55

dngulos internos dum tridngulo [ABC), em que AB = ¢, BC = a e

cos A =
a? = b? + ¢ — 2bccos A , 2bg 52
b? =a?+c® —2accosB — COSB:L
2 =a%2+b%2—2abcosC a2 +2&c7 2
C =
cos 57
B2 4 2 — g2
cos A = te a 83
2b20 ) 160
2
Entao, se fizermos a = 9,b = 10,¢ = 8, obtemos cos B = a +2C b = % = % , como no exercicio
c
a?+0°—c 71y
cosC = 500 =156 = 55

anterior.

Exercicio 622 Determine as tangentes dos dngulos internos dum triangulo [ABC, nao rectangulo, em que temos

AB=c¢, BC=a e AC =b.

Resolucao
B2 42— a2
a® +2013ch b2
Ja vimos que cosB= ———
2%0
c a2+ b* — 2
cosC = ———
2ab

Da primeira igualdade, vem

b2+ —a?
2bc

sin A

-

7

G _
4b2%¢c? n

"

\/4()202 — (b2 +c2 - a2)2

4b2¢c?

V@b P =) @b - T a?) _ \/((b“)Q -a2) (2= 0= o)

2bc

2bc

Vb+ct+a)(b+c—a)la+b—c)(a—b+c)

Também sabemos, pela lei dos senos, que

sin B —sinA =
a

. c .
sinC —sinA =
a

2bc

a b o
sinA ~ sinB  sinC’

Entao,

Vib+c+a)(b+c—a)(a+tb—c)(a—b+c)
2ac
V+ct+a)(b+c—a)(a+b—c)(a—b+c)
2ab
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Entao,

\/(b—i—c—l—a)(b—l—c—ab)(a—&-b—c)(a—b—&-c)>< 2bc
2bc b2 +c? —a?
Vib+c+ta)(b+c—a)(atb—c)(a—b+c)
b2 4 2 — g2

tanA =

Analogamente, vem

tan B — \/(b+c+a)(b+cfa)(a+bfc)(afb+c)X 2ac
2ac a? + 2 —b?
_ Vb+cta)(b+c—a)la+b—c)(la—b+c)
- a2+ 2 _p2
e
b+c+a)(b+c—a)(a+b—c)(a—b+c 2ac
tne = Mtcta(+ ng( +b—c)(a—b+ )Xa2+b2_c2
b+ ct+a)(b+c—a)(a+b—c)(a—b+c)
= a2+ b2 — 2

Exercicio 623 Determine a soma e o produto das tangentes dos dngulos internos dum tridngulo [ABC], ndo
rectangulo, em que AB =c¢, BC =a e AC = 0.

Resolugao
Do exercicio anterior, vem

- 3
Vb+c+a)(b+c—a)(a+b—rc) (a—b—i—c)}

(b2 4 —a?) (a? + 2 — b2) (a® + b2 — ¢?)

3
VOt E—a?) (@@ -2 — 2+ 2bc)}
(b2 + 2 —a?) (a® + ¢ — b?) (a® + b — ?)
- 3
VPP = aT =T — T 207 + 277 — 20777
02 +c2—a?) (a2 + 2 — b2) (a2 + b2 — @)

(2a2b% + 2a%c? 4 20%c? — a* —b* — *) \/(b+c+a)(b+c—a)(a+b—c)(a—b+0)
(02 + 2 —a2) (a + 2 — b2) (a2 + b2 — 2)

tanAtan BtanC =

E, também

tan A + tan B + tan C _ ( 1 N 1 n 1 >
Vb+cta)(b+c—a)(a+b—c)(a—b+c) +c2—a?  a?+c2 -0 a4+ -2

1 1 1

Seja X = T p— + pEp s + prE Entao,
X - (a2+027b2) (a2+b2702) +(b2+627a2) (a2+b2702) + (b2+027a2) (a2+627b2)
o O+ —a?) (a®>+ 2 —-0?)(a®> 4+ b —?)
2a2b2% 4+ 2a%2¢% + 2022 —a* — bt — ¢4
T P rE ) (@ E 02 (a2 b -2
Logo,

(20?0 + 2a2¢% 4+ 20*°c* —a* — b — ) /(b+c+a)(b+c—a)(a+b—c)(a—b+c)

tan A +tan B +tanC =
an A tan 5+ tan B>+ —a?) (a®+ 2 —b2) (a® + b2 — 2)

= tanAtanBtanC
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Entao, num tridngulo nao rectangulo, a soma das tangentes dos dngulos internos é igual ao produto das
mesmas tangentes.
Assim, num tridngulo equildtero, temos

V3V3V3=3V3

Proposigcao 624 Num tridngulo nao rectingulo, a soma das tangentes dos dngulos internos é igual ao seu pro-
duto.

{ V3+V3+V3=3/3

(Outra) Demonstracao
Como, A+ B + C = m, temos

tan A +tanB+tanC = tanA+tanB +tan(r — A — B) = tan A 4+ tan B — tan (A 4+ B)
tan A + tan B
= tanAthanB——l_tanAtanB
B tan A — tan? Atan B + tan B — tan Atan? B — tan A — tan B
B 1 —tan Atan B
B —tan? Atan B — tan Atan® B C tanAtan B x tan A + tan B
1 —tan Atan B 1—tan Atan B

= —tan Atan B X tan (A 4+ B) = tan Atan Btan (r — A — B) = tan Atan Btan C

Se convencionarmos que tan 3 = oo e que, para x # 0, z X 00 = 00, entao a propriedade anterior ¢ vélida em
qualquer tridngulo.

Oberve-se que 1 +2+ 3 =1 x 2 x 3, pelo que existe um tridngulo (na realidade, h4 infinitos tridngulos, todos
semelhantes entre si) tal que as tangentes dos dngulos internos séo 1, 2 e 3.

Haverd outro tridngulo cujos dngulos internos tenham tangentes que sejam nimeros naturais?

Sejam a,b,x € N. De a + b+ = = abx, vem x = ;b—tbl, desde que ab # 1. Suponhamos que 1 < a < b. Entéo,
a+ b < 2b, donde se conclui que z = ;b—'tbl < % < % < %

Para que = € N, devemos ter a = 2 ou a = 3.

Sea=2,entéoxz%,peloque0<2b—1§b+2. Logo, b < 3.

a:2 _ 3 _ a. a:2 _ 4. CL:2 _ 5 _
{b_l = e=1=3 {b_2 = T=3; {b_3 = z=35=1
Sea:3,entéoxz%‘;—?’l,peloque0<3b—1§b+3. Logo, b < 2.

a=3 4. a=3 _5_
Seazl,temosxz%zl—i—%. Entao, 1 <b—1<2. Logo,2<b< 3.

Sea=1leb=2,entao x =3. Sea=1e b= 3, entao z = 2.
Logo, 1, 2 e 3 sao os dnicos trés nimeros naturais cuja soma € igual ao seu produto.



Capitulo 23

O Teorema de Napoleao Bonaparte

O Teorema central deste Capitulo é atribuido a Napoledo Bonaparte, embora nao haja a certeza que o teorema
tenha sido descoberto pelo imperador.

Vamos comegar por enunciar e demonstrar um Lema que serd usado numa das demonstragoes do Teorema de
Napoledo. Este Lema j4d foi demonstrado, quando provdamos a férmula de Heron. No entanto, vamos repetir a
sua demonstracao.

Lema 625 Consideremos o tridngulo da figura sequinte, onde estamos a supor que os dngulos BAC e BCA sao

agudos:
B
h
A x Popy C
b b - b— —-b 2+ —a? S S

E'mfdo,sinA:\/(a+ tobre-a)lat <)@ Jrc),cosA:bJrcia, coma=BC, b= AC e

_ 2bc 2bc
c=AB.

Demonstracao

Aplicando o Teorema de Pitdgoras aos triangulos [ABD] e [BC D], obtemos:

2 =x%+h? — =12+ h? — 2 —x2 = h?
a2 = (b—xz)° + h? a? =b? — 2bx + 2% + h? a? =b% — 2bx + 2

h=+y/(c+z)(c—1x)

7b2—|—02—a2

* 2

b2 4 2 _ g2
Como h > 0, temos h = /(¢ + z) (¢ — x), com x = %.

331
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Logo,
b2 + % —a? b2+ % —a?
h = (C+$)<C—.’E)—\/(C+2—b) <C—2—b)
_ \/b2+c2+2bc—a2 " 20c — b —c? +a? (b+c)® —a? y a2 —(b—c)’
B 2b 2b B 2b 2b
_ \/(b+c+a)(b+c—a)x(a+b—c)(a—b+c)
B 2b 2b
_ Va+b+e)b+c—a)(a+b—c)(a—b+c)
B 2b
Entao,
sinAd-_ Vie+b+e)(b+c—a)(a+b—c)(a—b+c)
c 2bc
z b2+ —a?
A = -
o8 c 2bc
Analogamente, temos
i — h_ Via+b+e)(b+c—a)(a+b—c)(a—b+c)
a 2ab
-z 1 b2+ c? —a? a?+b? —c?
cosC = a _E<b_ 2b >_ 2ab
Proposicao 626 (Teorema de Napoledo, versio 1) Consideremos, num plano, um tridngulo arbitrdario [ABC].

Consideremos (no plano) um ponto D, de modo que [ABD) seja um tridngulo equildtero e o ponto D nao pertenga
ao semi-plano de fronteira AB e que contém o ponto C. De modo andlogo, obtemos os pontos E e F', como se
pode ver na figura sequinte. Sejam G, H e I os centros dos tridngulos equildteros construidos (sobre os lados do
tridngulo inicial). Entdo, (GHI| é um tridngulo equildtero.

Observagao
Ao tridngulo [GH ], construido pelo processo acima descrito, chamaremos tridngulo externo de Napoledo.
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Demonstragao 1

O facto dum triangulo ser equildtero, isésceles ou escaleno, nao depende da unidade de comprimento escolhida
para medir os lados do triangulo. Entdo, sem perda de generalidade podemos supor que AB = 1. Escolhendo
convenientemente o referencial, podemos supor que A = (0,0) e que B = (1,0). Ainda sem perda de generalidade,

podemos supor que C = (z,y), com z > 3 e y > 0.

Seja M; o ponto médio de [AB]. Entdo, M; = (3,0), tendo-se D = (3,0) + @ (0,—1). No entanto, nao
precisamos do ponto D, para obter G, o centro do tridngulo [ABD], uma vez que as medianas dum tridngulo se

trissectam. Entao,
1 IERVE] 1 V3 1 V3
G=(20)+>x220-1)=(=,0 0,-X2) =222
(2’ )+3X 2 0D (2’ >+< 6) (2’ 6)

—
2.4). Ora, AC = (z,y), pelo que nos interessa

Consideremos, agora, o lado [AC], cujo ponto médio é My = (5, g
considerar o vector perpendicular (—y, z). Este vector tem de ser multiplicado por % e, depois, soma-se o vector

obtido ao ponto Ms.
Convém notar que o produto do vector (—y,x) por @ origina um vector cuja norma ¢é a altura do tridngulo
[ACE].

Entéo, o baricentro de [ACE] ¢ dado por
zyy 1 V3 Ty V3 V3
H = (29452 (ya)=(%2 _X2y, X
(33) 377 w2 (2’2)+< 676"
<3x—y\/§ 3y+x\/§>
6 ’ 6

Consideremos, agora, o lado [BC], cujo ponto médio ¢ Mz = (5L, 4). Ora, BC = (z,y)—(1,0) = (= — 1,y),
pelo que nos interessa considerar o vector perpendicular (y,1 — z). Este vector tem de ser multiplicado por 3@
e, depois, soma-se o vector obtido ao ponto Ms5.

Entao, o baricentro de [BCF] é dado por

P (EEL Y VB (B3 B (uVB VB a3
(2 ’2>+6(y7 ) ( 5 ,6)+< )

_ <3x+3+y\/§ 3y—m\/§+\/§>
N 6 ’ 6
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Logo,
AT _ (3z—yV3 3y+zV3 3 _ 3\ _ (3z—yV3-3 3y+azv3+V3
G = 1 - G = (S, i) (3, ofF) = (oo, svemfeer)
~F _ (3z+3+yV3 3y—zV3+V3 : V3 _ (3z+yV3 3y—zV3+2V3
11 (5 el) (3 ) - (2598 2t
Hl =1 —H = (3x+3+y\/§ 3y—a>\/§+\/§> _ (341:—31\/5 3y+x\/§) _ (3+2y\/3 —2z\/§+\/§)
6 ) 6 6 ’ 6 6 ) 6
Entao,
2 2
2| VB —yv3-3)" + By +av3+ V3)
B 6
\/ 2 2
6
2 2
7| - VB+25v3) + (~20v3 + V3)
6
Logo,
C?)IH /922 + 3y2 + 9 — 6ayV/3 — 18z + 6yv/3 + 9y + 322 + 3 + 62y\/3 + 6yV/3 + 6z
B 6
CvﬁH _ V922 + 3y2 + 62yv/3 + 992 + 322 + 12 — 6zyV/3 + 12yV/3 — 122
B 6
—jH V941292 + 1293 + 1222 +3 — 12z
N 6
E, por fim,
@H V1222 $12y2 412 - 122+ 12yv/3 /322 +3y2 + 3 — 3z + 3yV/3
N 6 N 3
CT‘;H V1222 1202 + 12— 120+ 12yv/3 /322 + 3y2 + 3 — 3z + 3yV/3
B 6 B 3
ﬁH V1222 4 12y2 412 - 122+ 1293 /322 +3y2 +3 — 3z + 3yV/3
B 6 B 3
— — —
Logo, GH‘ = HGIH = HHIH, pelo que [GHI| é um triangulo equildtero.

Demonstragao 2 (para quem prefira a demonstragdo mais geral)

Escolhendo convenientemente o referencial, podemos supor que A = (0,0) e que B = (¢,0), com ¢ > 0. Sem
perda de generalidade, podemos supor que C' = (z,¥), com = > § e y > 0.
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Seja. My o ponto médio de [AB]. Entao, My = (§,0), tendo-se D = (£,0) + % (0,—1). No entanto, nio
precisamos do ponto D, para obter G, o centro do tridngulo [ABD], uma vez que as medianas dum tridngulo se

trissectam. Entao,
c 1 cx/g c cV3 c cV3
G=(30)+5x 5 0.-0=(50)+ (0’_T> = (57‘?)

—

£, 4). Ora, AC = (z,y), pelo que nos interessa
considerar o vector perpendicular (—y, z). Este vector tem de ser multiplicado por % e, depois, soma-se o vector
obtido ao ponto Ms.

Consideremos, agora, o lado [AC], cujo ponto médio é My = (

V3

Convém notar que o produto do vector (—y,x) por *5* origina um vector cuja norma ¢é a altura do triangulo

[ACE).
Entéo, o baricentro de [ACE)] é dado por

moe G T = () ()
_ <3x—y\/§ 3y+$\/§>
6 ’ 6

—

Consideremos, por fim, o lado [BC], cujo ponto médio é M3 = (I;rc, %) Ora, BC = (z,y)—(¢,0) = (z — ¢,y),
pelo que nos interessa considerar o vector perpendicular (y,c — z). Este vector tem de ser multiplicado por 3@ e,
depois, soma-se o vector obtido ao ponto Ms.

Entéo, o baricentro de [BCF] é dado por

;o (m+c y>+§(yvc_$):<3x+3c 3_y)+<y\/§’c\/§_x\/§>

2 2 6 6 6 6 6 6
<3m+3c+y\/?_> 3y+0\/§—x\/§>
’ 6

6
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Logo,
ﬁf =H-G= (%_TM,SL?/E) _ (%7_0\6/5> _ (391—3%—11\/5, 3y+z\é§+0\/§)
(T[ =]-G= (34’/'4'3%4-1/\/5, 3y+0\/§—x\/§) . (%7 _c_\({§> _ (3;1:+éu\/§7 3y+20\é§—ﬁc\/§>
Hi=1I1-H— (3w+3%+y\/§’ 3y+c\/§fm\/§) _ (fﬁcf(ay\ﬁ7 3y+6m\/§) _ (3c+2y\/§7 C\/§762m\/§>
Entao,
— V(3r—3c—yv3)* + (By+2v3+cv3)
|- :
(_ﬁH B \/(Sx +y\/§)2 + (3y +2¢v3 — x\/§)2
B 6
7l — \/(30+ 2y\/§)2 + (eV3— 2:6\/5)2
|- ;
Logo,

H(ﬁH B V922 — 18ca — 6zy/3 + 9¢2 + 6cyv/3 + 3y2 + 9y2 + 62yV/3 + 6cyy/3 + 322 + 6 + 32

6
HGTI)H V922 4 62yv/3 + 3y2 + 9y2 + 12cyV/3 — 6zy\/3 + 12¢2 — 12ca + 322
- 6
Hﬁ” B \/902 + 120y\/§ + 1292 4 3¢? — 12¢cx + 1222

6

E, por fim,

E){H B 2v/322 — 3cx + 3¢ + 3cyV/3 + 3y2 B V322 = 3cx + 3¢ + 3cy /3 + 3y2
B 6 B 3

CTI’H V1222 122 + 122 — 12cx + 12yv/3 /322 — 3cx + 3¢ + 3ey/3 + 3y2
B 6 N 3

ﬁH _ V1222 — 12cx 4 12¢2 + 12cyv/3 + 1242 _ V322 — 3¢z + 3¢ + 3cyv/3 + 3y2
- 6 B 3

Logo,

— — —
GHH = HGIH = HHIH, pelo que [GHI| é um triangulo equildtero.
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Consideremos, na figura seguinte, os tridngulos [AGI] e [GCH]. Sejam «, /3,7 as amplitudes (em graus) dos

angulos BAC, ABC e ACB.

Aplicando a esses dois triangulos a lei dos cosenos, vem

el :EZJFEZ—QEXECOS(OHMSOO)
G_H2:@2+C_H2—2@><C_Hcos(’y+60°)

2, _:_:ﬁ _:b_\/g
E fécil mostrar que { él’_fl :% _ fgxxf% _ ig@ . Entéo,
GI' = AG +AT - 2AG x AT cos (a + 60°)
2 2
/3 V3 W3 /3 o
= (T +<T> *QXTXTXCOS(Q+60)
2 2
= % %—?Ccos(a—&-ﬁoo)
Analogamente, temos
GH = GC'+CTH —20GC x CHcos (v +60°)
2 2
b3 av3 b3  aV3
= _— _— —2 _— e S °
(3 +<3> X =5 X3 x cos (v + 60°)
b a? be o
= ? E—?COS(7+60)
Entao,
3GI - 3GH = b? 4 ¢ — 2bccos (o 4 60°) — b* — a® + 2abcos (v + 60 °)

= ¢? —a*+2abcos (7 +60°) — 2bccos (a + 60 °)
Aplicando a lei dos senos ao tridngulo [ABC], temos

a b b c

sina  sinf - sin (a+7)  siny
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). Seja By = c® — a®.

Entao, 2 = 882 ¢ ) =
c sin~y

csinB _ csin(a+y
siny sin ~y

Entéo, El = 62 —a,2 262 (1 — ‘Cl—i) 262 (1 _ Sin2a>.

sin? ~y

Seja By = 2abcos (7 4+ 60 °) — 2bccos (o + 60°). Entao,

9esi
B, — b( C,smacos(’erGOo)2ccos(a+60°)>
sin y
b
= .C (2sinacos (7 + 60°) — 2siny cos (a + 60 °))
sin y
c2sin 8 . o . o
= — T, (2sinacos (7 +60°) — 2siny cos (a + 60 °))
sin

Ora, sin 8 = sin (a 4 7y) = sin acosy + siny cos a. Além disso, temos

2sinacos(y4+60°) = 2sina(cosycos60° — sinysin60°)
2si 1cos \/gs'
= ina | = — —sin
g T T T
= sinacos'y—\/gsinasinfy
2sinycos (v +60°) = sinycosa —/3sinysina

Entao,

Ei+E, = 62<1_sin2a)+c2sinﬁ

— —— (2sinacos (v +60°) — 2sinycos (a + 60°))
sin” sin” ~y

= 5— [sin® y — sin® o + sin B (2 sin v cos (7 4 60 °) — 2siny cos (o + 60°))]

= 5 [sinzf)/ —sin® a + sin 3 (sinozcosy —V/3sinasiny — sin~y cos a + \/gsin’ysinoz)}

= [sin2 v — sin? o + sin B (sin o cos y — sin~y cos )]

= [sin2 v — sin? a + (sin o cos y + sin -y cos @) (sin a cosy — sin 7y cos )]

2

_ .2 .2 : 2 .2 2
= 5 (sm v —sin” & 4 sin” awcos” 7y — sin“ 7y cos a)

= 5 (sin2 ol (1 — cos? a) —sin®a (1 — cos? 'y))

= (sin2 v sin? o — sin? a sin? 'y) =0

Entao, 3GT° — 3GH = 0, donde se conclui que GI' - CH =0. Logo, GI = GH.

Analogamente se mostra que GH = H1I, pelo que [GHI] ¢ um triangulo equildtero.
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Demonstragao 4

Aplicando a lei dos cosenos, obtemos

el :m2+ﬂ2—2A_GXECOS(Oz+60°)
G’ :m2+C_H2—2mXC_HCOS(’Y+GOO)
HI' =BT +BH — 2BI x BH cos (8 + 60°)

Ent&o, no caso dos angulos BAC' e AC'B serem agudos, vem

1

cos(a+60°) = §cosa—7sina
7 b2+62—a27§><\/(a+b+c)(b+cfa)(a+bfc)(afb+c)
N 4be 2 2be
B b2+02—a2_\/g\/(a—i—b—i—c)(b—i—c—a)(a+b—c)(a—b+c)
N 4be 4be
Entao,
GI' = AG + AT — 2AG x Al cos (a + 60°)
22 2 o
= g-l-g—?cos(a—i-GO)
B b_2+£_2_bcxb2+c2_a2+2_bcxﬁ\/(a+b+c)(b+c—a)(a+b—c)(a—b+c)
3 3 3 4be 3 4be
202 22 P+ —a? V3(at+b+te)(b+c—a)(atb—c)(a—b+c)
= — 4+ +
6 6 6 6
B b2+c2+a2+\/g\/(a+b+c)(b+cfa)(a+bfc)(afb+c)
B 6 6
Logo,
m2:b2_~_c;-|—a2_i_\/3\/(a—|—b—i-c)(b—i—c—6a)(a—&—b—c)(a—b—&—c):mz

Se o angulo ABC for agudo, teremos AT =Gl = G_HQ, pelo que o triangulo [GHI]| ¢ equildtero.
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No caso do angulo ABC' ser obtuso, temos duas alternativas: deduzimos as expressoes que dao sin 3 e cos 3
ou aplicamos as férmulas sin § = sin (¢ + ) = sinacosy + sinycosa e cosf = —cos(a+7v) = sinasiny —
COS (¥ COS 7.

Entao,

Via+b+e)(b+c—a)la+tb—c)(a—b+c) a*+b*—c?

sinacosy = T X 50
@+ =) la+bt+e)(b+c—a)(a+b—c)(a—b+c)
N 4ab?c
E
_ — _ 2, .2 2
sinncosa = Via+b+e)(b+c—a)(a+b—c)(a b+c)xb +ct—a
2ab 2bc
B P+ —a?)J(a+b+c)(b+c—a)(a+b—c)(a—b+c)
N dab’c
Entao,
sinf = sinacos«y + sin-ycosa
@+ -2+ +E—a?) Ja+b+c)(b+c—a)(a+b—c)(a—b+c)
N dab’c
o2\ /la+b+c)(b+c—a)(a+b—c)la—b+c)
N dab’c
~ a+b+e)b+tc—a)(a+b—c)(a—b+c)
N 2ac

Analogamente, temos

(\/(a+b+c)(b+cfa)(a+bfc)(afb+c))2

sinasiny =

2bc x 2ab
 (a+b+c)(b+c—a)(a+b—c)(a—b+c)
N dab?c
E
_b2+02—a2xa2—|—b2—c2_(a2+62—02)(b2+02—a2)
cosreosy = 2bc 2ab N 4ab?c
cosf = —cos(a+v)=sinasiny — cosacosy
B (a+b+c)(b+c—a)(a+b—c)(a—b+c)_(a2+b2—02)(b2—|—02—a2)
N 4abc dab?c
_ (at+b+o)(b+c—a)la+b—c)(a—b+c)— (> +V* —¢?) (0* + ¢ —a?)
N 4abc
28?0+ 2072 — 26 207427 20 a4+ —D?
N 4ab3c N dac N 2ac
Entao,
1
cos(B+60°) = cosﬁcos60°—sinﬁsin60°:§cosﬂ—§sinﬁ
_ lxa2+c2—b2_£><\/(a+b+c)(b+c—a)(a+b—c)(a—b+c)
2 2ac 2 2ac
_ a2+02—b2_\/§><\/(a+b+c)(b+c—a)(a+b—c)(a—b+c)

4ac dac
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Logo,
HI° = BI +BH —2BI x BHcos (B +60°)
2 2
= (c_?) +<GT\/§> —2x$ chs(ﬁ+60)

3 3

_ 2@ 2@+ VIxlatbr)lbrc—a)latb-c(a=b+c]
o 4ac dac

2 g2 a2+c27b2+2acx/§x\/(a+b+c)(b+cfa)(a+bfc)(aberc)

B ?Jr?i 6 3 4ac
2¢2 24> a?+E-bv V3 Jlatb+co)(b+c—a)(a+b—c)(a—b+c)
= T T 7 Yo
6 6 6 3 2
_ a2—|—b2+02+\/§\/(a+b+c)(b+c—a)(a+b—c)(a—b+c)
B 6 6
= GI' =GH’

Logo, [GHI] é um triangulo equildtero.

Coroldrio 627 Consideremos, num plano, um triangulo arbitrario [ABC| de lados a,b,c. FEntdo, a drea do
tridngulo externo de Napoledo é dada por

Flabe = [CxX¥+S  V3Varb+dlre—aatb-gle=btd) V3

0 - 6 6 4
_ (a2+b2+c2)\/§+\/(a+b+c)(—a+b+c)(a_b+c)(a+b_c)
; 24 3

Demonstracao

Consequéncia imediata da demonstracao 4 do teorema anterior, uma vez que

2 2 2 _ _ _
i e ey : . —&—%—&—c +\/§\/(a+b+c)(b+c 6@)(a+b ¢)(a—b+c)

Recordamos que a drea dum tridngulo equildtero de lado [ é 1244@.

Proposig¢ao 628 (Teorema de Napoledo, versio 2) Consideremos, num plano, um tridngulo arbitrdrio [ABC].
Consideremos (no plano) um ponto D, de modo que [ABD] seja um triéngulo equildtero e o ponto D pertenca
ao semi-plano de fronteira AB e que contém o ponto C. De modo andlogo, obtemos os pontos E e F. Sejam G,
H e I os centros dos tridngulos equildteros construidos (sobre os lados do tridngulo inicial). Entao, [GHI] é um
tridngulo equildtero, a menos que o triangulo [ABC| seja equildtero, caso em que os pontos G, H e I coincidem.

Observagao

Ao triangulo [GH1I], construido pelo processo acima descrito, chamaremos triangulo interno de Napoleao.
Demonstragao 1

Esta demonstracao é andloga a primeira demonstragao do teorema anterior.

Na figura seguinte, nao estao construidos os tridngulos equildteros referidos na hipdtese deste teorema, para
nao sobrecarregar o desenho. O triangulo de lados a vermelho é aquele que se pretende mostrar que é equildtero.
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Entao,

Logo,

Logo,

Entao,

CAPITULO 23. O TEOREMA DE NAPOLEAO BONAPARTE

>
o8}

=
I
—~
s
ok
SN—
|
[
N
NS
8
N~—
|
—
o
8
o)
~—
+
/N
°fs
.
|
°5
8
I

( 31+g\/§ 31£,I\/§>
6 ) 6

I = (w_l’ %) — M (y1-z)= (31—&-371%3/) _ (y_3 ?3 B %ﬁ) _ (3w+36—y\/§’ 3y+x\é§—\/§)

2l
!

olw

-G = (396-&-36—y\/§, 3u+w\é§—\/§) ( L

) _ (39;—611\/5’ 3y+z\/6§—2\/§>

ﬁ —J_H— (396+36—y\/§7 3y+x\é§—\/§) (3x+y\/_ 3y— x\/_> (3—2é;\/§, 2x\/§é—\/§>

CT{H = V922 + 3y2 + 9 + 62y/3 — 18z — 6y/3 + 9y2 + 322 + 3 — 62yV/3 — 6y\/3 + 62
a 6
i - V922 + 3y% — 6ayv/3 + 9y + 322 + 12 1 6ayv/3 — 1233 — 122
a 6
}TjH V94122 — 1293+ 1222 +3 — 12z
B 6
@H V1222 +12y2 412 - 122 — 1293 /322 +3y2 +3 — 3z — 3yV/3
— - _ .
CT}H V1222 411242 112 - 122 — 1293 /322 + 342 +3 — 3z — 3yV/3
- X _ :
ﬁH V1222 £ 12y2 412 - 122 — 1293 /322 +3y2 +3 — 3z — 3yV/3
B 6 B 3
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V322 4 3y2 + 3 — 3z — 3yV/3

Note-se que a expressao 3 estd definida para quaisquer valores de x e y, porque
1 1 3 3
24y +1l—z—yV/3 = $2—2X§X$+Z+y2—2xyx§+z

Il
RS
|
N =
N—

[\v]
+
/N
<
|
]S
N——

Suponhamos, agora, que os pontos G, H e I coincidem. Entéo, 22 +vy% +1—z — yv/3 = 0.
Mas,

9 2
1 3 1 3
m2+y2+1—x—y\/§:0<:>(37—§) +<y—£> :0<:>nc:§/\y=£

Ora, C' = ( 2, V3 define, com os pontos A = (0,0) e B = (1,0), um tridngulo equilétero.
2172

Reciprocamente, se [ABC|] é um tridngulo equildtero, entdo os pontos G, H e I coincidem (uma vez que os
triangulos equildteros construidos coincidem com o tridngulo inicial).
Demonstragao 2

Escolhendo convenientemente o referencial, podemos supor que A = (0,0) e que B = (¢,0), com ¢ > 0. Sem
perda de generalidade, podemos supor que C' = (z,y), com x > § e y > 0.
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Logo,
P _ _ [ 3z+1 V3 3y—zv3 c cv3 ) _ [ 3x—3c+ V3 3y—zv3—cV3
GH = H — G = (28, 3u=pf3) (¢ o) — (S=fetadd SuosvfoeVT)
At — _ (Ba+3c—yv3 3y—cvB3+xV3 _ (3z—yv3 3y—2cV3+azv3
GI—I—G_(QC(()_ZJ ,310630 )_(%70\6/5)_(3061/ , 3 ch )
Hl =T —H— (3w+3c—y\/§ 3y—c¢§+x\/§) _ (3z+y\/§ 3yfa:\/§) _ (35722,,\/5 gmﬁ,c\/g)
6 ’ 6 6 ) 6 6 ) 6
Entao,
2 2
e \/(3x—30+y\/§) + (3y —zv3 — ¢V/3)
|- :
2 2
=i _ VBB + =203+ )
|- :
2 2
— v (3e—29v3)" + (20V3 — cv3)
|- :
Logo,
HCTFIH _ V922 — 18cz + 6zyV/3 + 9¢2 — 6cyV/3 + 32 + 9y2 — 62yv/3 — 6cy/3 + 322 + 6ex + 32
- 6
HCTI)H - \/9$2 — 62yV/3 + 3y2 + 9y — 12¢y/3 + 6xyV/3 + 12¢2 — 12¢x + 322
B 6
Hm” V/9¢2 — 12eyV/3 + 12y2 + 1222 — 12¢x + 3¢2
B 6
E, por fim,
@H _ 2v/322 — 3cx + 3¢ — 3eyv3 +3y2 /322 — 3ex + 3¢2 — 3cyy/3 + 3y?
= : — .
i - V1222 £ 1297 1 126 — 12cx — 12y/3 /322 — 3ca + 3¢ — 3cyv/3 + 3y°
= s — .
IﬁH _ \/123;2 — 12cz + 12¢2 — 12¢yv/3 + 1242 B \/33;2 — 3¢z + 3¢ — 3eyv/3 + 3y2
B 6 - 3
— — —
Logo, ||GH ) = HGIH = HHIH, pelo que [GHI] é um triangulo equildtero.

Coroldrio 629 Dado um triangulo [ABC], este tridngulo, o tridngulo externo e o trigngulo interno de Napoledo
(relativos ao tridngulo dado) tém o mesmo baricentro.

Demonstracao

E conhecido o facto de as coordenadas do baricentro dum triangulo serem a média aritmética das coordenadas
dos vértices desse triangulo. Suponhamos que A = (0,0), B = (¢,0) e C = (2,y), com x> § ey > 0.

Entao, o baricentro do triangulo [ABC] é (<52, ¥).

As cordenadas dos vértices do tridngulo externo de Napoledao sdo dadas por:

c C\/§ 3x—y\/§ 3y—|—x\/§ 3x+3c—|—y\/§ 3y+cx/§—x\/§
G1: — T A 3H1: ) eI1: ) 6

2’ 6 6 6 6
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Entéo, o baricentro do triangulo [G1H1I1] é

c 3x— \/§ 3z+3c \/§ c 31 a:\/§ 31 C\/g—x\/g
<5+ V3 SedSetyvs _eyB y SudevS | Sytevs >:<c+az g>
3 ’ 3 3 3

As cordenadas dos vértices do tridngulo interno de Napoleao sao dadas por:

c c\/§ 3x+y\/§ Syfx\/g 3:E+3cfy\/§ 3y70\/§+z\/§
G2: o~ aHQZ ) 612: )

2" 6 6 6 6 6
Entéo, o baricentro do triangulo [G1H1I1] é

c 3z+yv3 3z+3c—yv3 /3 3y—zv/3 3y—cvV3+zV3
<§+ VS Sebleouvs o3 g Sumavd oy Su—ev: >:<C+xy)

3 ’ 3 3 3
Esté, assim, demonstrado o Corolério.

Coroldrio 630 Dado um tridngulo [ABC), a diferenga entre as dreas do tridngulo externo e do triéngulo interno
de Napoleao é igual & drea do tridngulo inicial.

Demonstracao
Suponhamos que A = (0,0), B = (¢,0) e C = (z,y), com x > § e y > 0. Entdo, a drea do triangulo [ABC] ¢

Yy
5 -

V322 — 3¢z + 3¢2 + 3cyv/3 + 3y2
3

Vimos que o lado do tridngulo externo de Napoleao é dado por , pelo que a

sua drea é dada por

X —

2
A B (\/3x2—30x+3c2+36y\/§+3y2> V3
ext -

3 4
- 322 — 3cx + 3¢ + 3eyV/3 + 3y? o @
N 9 4
_ (x2—0x+02+cy\/§+y2)\/§
N 12

V322 — 3cz + 3¢2 — 3cyv/3 + 3y2
3

O lado do tridngulo interno de Napoledo é dado por , pelo que a sua drea é

2
Aime = <\/3x236x+30230y\/§+3y2> L V3
int —

3 4
_ 322 — 3cx + 3¢ — 3eyy/3 + 3y? o ﬁ
N 9 4
_ (fochchfcy\/ngyz)\/g
N 12

Entao,

(xQ—cx—l—cQ—&—cy\/g—l—yQ)\/gi (J:Q—cx—l—cQ—cy\/ﬁ—&—yQ)\/g

Ax *Ain ==
oxt ¢ 12 12
_ 26y\/§\/§_§
12 T2

Estéd, assim, demonstrado o Corolério.
Note-se que o Coroldrio é védlido, no caso do tridngulo inicial ser equildtero.
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Proposicao 631 (Teorema de Napoleio, versio 3)

Consideremos trés pontos colineares (distintos) A, B e
C' e construa-se trés tridngulos equildteros, como na figura seguinte (os dois tridngulos menores, acima da recta
AC' e o tridngulo maior, abaizo dessa recta):

Teorema 632 Sejam G, H e I os centros desses tridngulos equildteros. Entao, [GHI] é um novo tridngulo
equildtero.
Demonstragao

Sejam a = BC, b= AC e ¢ = AB. Sejam My, My e M os pontos médios de [AB] , [BC] e [AC], respectiva-
mente.

Entao, GM; = 0637 HM, = GT\/§ e IM = %5 _ (a+g)\/§.

Aplicando o teorema de Pitdgoras aos tridngulos vermelho, verde e amarelo, vem

I = (off 1+ @)y (me ) = ((@2048)7 4 (42
AT = (off 4 L0) (2 g)" = (2500) y (5)°
O = (28 - o) ¢ (s52)” = (B ¢ (242)?
Logo,
T = ((a+26c)\/§)2 + (%)2 _ a2+4iz2c+402 + aTQ _ 4a2+41c§c+4c2 _ a’tactc?
I = ((2a+60)\/§)2 + (5)2 _ 4a2i;lgc+52 + % _ 4a2+41a20+402 _ a2+%c+c2
T = ((c—g)ﬁ)z + (aT-l—c)z _ a2—21a2c+c2 + a2+2zc+02 _ 4a2+41a20+402 _ a2+%c+c2

Entdo, GI = HI = GH e [GHI] ¢ um triangulo equildtero.



Capitulo 24

Coordenadas polares

Em Geometria Analitica no plano, costumamos utilizar um referencial ortogonal e monomeétrico, sendo que cada
ponto é identificado com um par ordenado de nimeros reais (a abcissa e a ordenada). Quem conhece os niimeros
complexos sabe que cada nimero complexo fica definido por dois nimeros: o médulo (ndmero real positivo ou
nulo) e o argumento (nimero real que pode ser escolhido no intervalo [0, 27().

L
1=

Um sistema de coordenadas polares consiste numa recta orientada (eixo polar) com um ponto fixo O (polo).
Cada ponto B do plano fica determinado pela sua distancia ao ponto O (r) e pelo angulo 6, formado pelas
semi-rectas OA e OB.

E claro que existe uma relacdo entre coordenadas polares e coordenadas rectangulares (cartesianas).

Consideremos o seguinte referencial cartesiano ortonormado (ortogonal e monométrico):

Q
1=

Coordenadas polares de B: (r,6), com 7 = OB.
Coordenadas cartesianas de B: (v,y), com & = rcosf e y = rsinf. Logo, r = y/x? +y? e tanf = £, para

347
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x # 0.
Observagao
Do mesmo modo que —pcisa = pcis (a £ ), com p > 0, a expressdo (—r, ), com r > 0, significa (r,0 £ ).

Exemplo 633 Determine a distdncia entre os pontos Py = (r1,01) e Py = (r2,02) (expressos em coordenadas
polares).

Resolucao
Se mudarmos para coordenadas cartesianas remos Py = (r1 cosfq, 71 sinf1) e Py = (15 cos 2,79 8in 05).
Entao,

I 2 . . 2

PP, = \/(rg cosfy — 11 c08601)” + (resinfs — ry sin )

- \/7’% 082 0y + 77 cos2 01 + 13 sin? Oy + r?sin® 01 — 2r7r4 cos 01 cos Oy — 2r1 79 sin Oy sin Oy

- \/7’% c0s2 0y + r2sin? 03 + 12 cos? 0y + r?sin® 01 — 2r7ro (cos 01 cos Oy + sin 01 sin 6s)

= \/r§ (cos? 03 + sin® 02) + 73 (cos? 01 + sin® 01) — 2ry73 cos (01 — 02)

r3 + 12 — 2rirg cos (01 — 0s) = \/r% + 12 —2ryrg cos (01 — 02)

A férmula anterior ndo é mais nem menos que a chamada lei dos cosenos (ou Teorema de Carnot), aplicada
ao triangulo [O P Py).

o]
T

Entao a distancia d, entre os pontos P; = (27 %) e P, = (37 ‘?—g), ¢é dada por

13— 12cos = = 1 /13 — 12 x 1_
3 2
Observagao

Uma vez que é costume aceitar coordenadas polares com o primeiro elemento negativo, convém verificar se a
férmula da distancia é vélida nessas situagoes.

Comecemos por referir que a férmula da distancia apresentada implica PP, = P, Py, uma vez que a funcio
coseno é par.

Suponhamos que temos Py = (r1,601) e Py = (r2,03), com r1 > 0 e ro < 0.

Entao, P, = (r1,601) e P, = (—ra, 4 03), pelo que

- 5r  w
— P D =, /92 2_9%9 °ofr 4
d 1o \/ +3 X ><3(zos<12 12>

PP, = \/r% + (=79)? — 27y (—rg) cos (0 — 7 — 03) = \/rf + 12 — 2ryra cos (01 — 02)

Entédo, a férmula é vélida, se 11 > 0 e ry < 0.



ro, uma vez que OP, =

Exemplo 634 Determine, em coordenadas polares, uma equagao da circunferéncia de centro Py =
a.

Exemplo 635 Determine, em coordenadas polares, uma equacdo da circunferéncia de centro P =
3.

Exemplo 636 Determine, em coordenadas polares, uma equacao da circunferéncia de centro P, =
3.

Analogamente se mostra que a férmula é vilida, se 1y < 0 e ro > 0.

Suponhamos, agora, que temos P; =
(—ri,m+01) e P, =

Entao, P, =

(7"1,91) € P2 =
(=79, ™+ 02), pelo que

PiPs = \/(=r1)* + (=12)° — 2 (=r1) (—ra) cos (m + 6 — 7w — 05) =

349

(rg,02), com r1 < 0 e ry <O0.

r? + 12 — 2ry7r9 cos (01 — 02)

Entao, a férmula é vilida, se r; < 0 e 72 < 0, pelo que a férmula é vélida para quaisquer valores reais de 1 e
|ra|, ou seja, é vdlida para r1 = 0.

Resolugao
Seja P =

Entao,

Resolugao
Seja P =

Entao,

Logo,

R =2cos (972) :I:\/4(30s2 (972) +5

\/02+T§72XOXT2COS(91792):

e

(r1,01) e raio

(R,0), com 0 < 6 < 27, um ponto (genérico) da circunferéncia. A distancia entre P; e P é dada por

a =P = \/R? +r7 — 2Rr; cos (0 — 6))

R? —2Rry cos (0 — 60;) + 7% = a?

(2, %) e raio

(R,0), com 0 < 6 < 27, um ponto (genérico) da circunferéncia. A distancia entre P; e P é dada por

3_P1P2_\/R2+222><2Rcos(0§)

Na Calculadora gréfica:

Grarh Func fr=
rlBZcos tA-m+dr+[—]

]

r4
r5

!

Grarkh Func

R2—4Rcos(972>75:0

R:2cos(9—£

=

R—Qcos(eg)ﬂ:\/Q(lJrcos(QQg>)+5

Rz?cos(@—%

+ /2 (1 +5sin (26)) +5

7 + 4sin (20)

rlBZ2cos tA-m+di-[—]

[—1
[—1
[—1]

SEL [DEL JTVPESSTVL K MERY (TN

EPth Fu =

ri= B}+J(?+251h 9% S D]
rz: [—1]
r3: [—]
rd: [—1]
ro: [—1]
(-4 [—
[ I Ixefve] x

Pt
rdi
r5

Grarh Func  fp=
rlBl2icos a+sin [—1

L lanlanl
|_||_||_|

IEEEI‘I_

r.as -

rd: [—]

£ =
M SEL DEL JTvrESsTHL K MENI [T

m\u’
N -

(3,0) e raio
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Resolugao
Seja P = (R, ), com 0 < 6 < 27, um ponto (genérico) da circunferéncia. A distancia entre P; e P é dada por

3=P P, =+/R?+32—6Rcos(f —0)
Entao,
R>+9—6Rcosf =9 < R?—6Rcosf =0 < R=0V R==6cos0

A condigdo R = 0 define um ponto (polo), ponto esse que pertence ao conjunto definido pela condicao
R = 6cosf.
Logo, uma equagao da circunferéncia é R = 6 cos 6.

Grarh Func ir=
rlB&cos A [—]
r§= E !I

rSE —

ri&i
SEL 5TV g MER) T

—e
[T

Exemplo 637 Determine, em coordenadas polares, uma equa¢io da circunferéncia de centro O = (0,0) e raio
3.

Resolugao
R=3

Exemplo 638 Determine, em coordenadas polares, uma equagdo da semi-recta que tem por origem O = (0,0) e
passa por Py = (2, %)

Resolugao
Seja P = (R,0), com 0 < 6 < 27, um ponto (genérico) da semi-recta. Entdo,

P:(0,0)+(R,%),comRzo

Logo,
P=(R,9),com9:%eR20

Exemplo 639 Determine, em coordenadas polares, uma equagdo da recta que passa por O = (0,0) e por P; =
(2,5).

Resolucao
Seja P = (R,0), com 0 < 6§ < 27, um ponto (genérico) da recta. Entao,

P:(O,O)Jr(R,g),comRER

vo=3)

Logo,

wl =

P =(R,0),com R >0 /\<9: 3

Outra condigdo:
P= (R,g),comRGR

Note-se que O = (0,0) = (0, 0), para qualquer nimero real 6.

. . o _ 4
A recta anterior pode ser definida por 6 = % Vv 6 = <.

Exemplo 640 Determine, em coordenadas polares, uma equagdo da recta vertical que passa por Py = (2,0).

Resolugao
Seja P = (R,0), com —F% < 6 < &, um ponto (genérico) da recta.
Entdo, Rcosf = 2, pelo que R = —2- = 2sec.

cos 0
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Grarh Func = ,

2 [—1]
rit [—1
rd: [—1
ro: [—1
rc: [—1
I I N A

Note-se que a equagao R = Tie define a mesma recta, com 0 < 6 < 27, desde que cos @ # 0.

Exemplo 641 Determine, em coordenadas polares, uma equacgao da recta horizontal que passa por Py = (27 %)

Resolugao
Seja P = (R,0), com —% < 6 < &, um ponto (genérico) da recta.
Entdo, Rsinf = 2, pelo que R = =2 = 2cscé.

sin 6

Grarh Func k=
ri=2+=in @

rz: [—1]
ri: [—1]
rid: [—1]
ra: [—1
rit [—1
[V | Ixt]vi] X |

Exemplo 642 Determine, em coordenadas polares, uma equagdo da recta vertical que passa por P = (Ry,0),
com R > 0.

Resolucao
Seja P = (R,0), com —% < 6 < T, um ponto (genérico) da recta.
Entao, Rcosf = Ry, pelo que R = £ = R, secf.

cos 6

Exemplo 643 Determine, em coordenadas polares, uma equacgao da recta horizontal que passa por P, = (Rl, %),
com Ry > 0.

Resolugao
Seja P = (R, 0), com —F < 6 < T, um ponto (genérico) da recta.

Entao, Rsinf = Ry, pelo que R = L = R cscé.

sin 6

Exemplo 644 Determine, em coordenadas polares, uma equacdo da recta que passa por Py = (3, %) e por
Py=(2,%).

Resolugao
Seja P = (R,0), com 0 < § < 27, um ponto (genérico) da recta. Entdo, mudando para coordenadas cartesianas
temos
P = (Rcosf, Rsinf)
P = (3cos 5,3sin %) = (%, %\/5)
Py, = (2cos %, 2sin %) = (\/57 V2
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Para que os pontos P, P; e P; sejam colineares devemos ter Réo_s?/%% = Rgmz:\%ﬁ?’, isto ¢, % =
2Rsin0—3/3
3v3-2v2

Entdo, (3v/3 —2v2) (=3 + 2Rcos0) = (3 — 2v2) (—3V/3 + 2Rsind).

Logo, —9v/3 + 6v3Rcosh + 612 — 4v/2R cos @ = —9/3 + 6Rsin 6 + 6+/2/3 — 4v/2Rsin 6.
Entdo, 6RvV/3cos — 4Rv/2cosf — 6Rsin + 4Rv/2sinf = 6/6 — 61/2.

Logo, (6\/§ — 4\/5) RcosO — (6 — 4\/5) Rsin6 = 616 — 61/2.

3(—v6+v2)
—3v/3cosf + 2v/2cos 0 + 3sinf — 24/2sin

Grarh Fun Grarh Func & Grarh Func =
rl=30- J'E-+J'2) ( 34’3-:05r1 34’315':-5 B+2~l’2-:,n:|5 g+rl=+3=in - 24’251n B2
ra: [—] r2: [—] r2: [—1
r3: [—] r3: [—] r3: [—1]
rd: [—] r4= [—] rd: [—1]
=k = =
ri: —
““- -“- [ v | [xt]vi] x|

Exemplo 645 Determine, em coordenadas polares, uma equag¢ao da recta que passa por Py = (Ry,01) e por
Py = (Ry,02), com Py e Py dois pontos distintos.

Resolugao
Seja P = (R,0), com 0 < # < 27, um ponto (genérico) da recta. Entdo, mudando para coordenadas cartesianas

temos

P = (Rcosf, Rsin0)
Pl = (Rl COS 917 Rl sin 91)
P2 = (R2 COS 92, R2 sin 92)

sinf—Rj;sinfy _ Rj;sinf;—Rosinfy
cos@—Ricosf; = RicosOi—Rscosls”

Para que os pontos P, P; e P; sejam colineares devemos ter g
Entao,

(Rsinf — Ry sinf) (Ry cosf; — Ry cosfy) = (Rcosf — Ry cosfy) (Rysinf; — Ry sinfs)
Representando o primeiro membro da igualdade anterior por M; e o segundo membro por Ms, vem

M; = RRy sinflcos; — RRysinf cosfy — R? sin 6 cos 01 + Ry Ry sin 0 cos 6
My = RR; cosfsin 1 — RRy cos 0 sin 03 — R? sin ;1 cos 1 + Ry Ry cos 0 sin 6

Entao,
M, — M5 = RR; sin (9 — 91) — RR5sin (9 — 92) + R1 Ry sin (91 — 92)
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Mas, de M7 = M5, vem

RR; sin (9 — 91) — RRs sin (9 — 92) + R1Rs sin (91 — 92) =0

Logo,
. R1R2 sin (91 — 92)
Rl sin (9 - 91) - R2 sin (9 - 92)
No exemplo anterior, tinhamos Ry = 3,01 = 5, Re = 2,02 = 7.
Logo, pela férmula que acabamos de obter, vem

R =

6sin (£ - 3) 36— 4v2

_3sin(9—§)—2sin(9—§)_ —3—\2/§cos¢9+%sin9+\/§cos¢9—\/§sin9
3v2 —3V6

—3v/3cos0 + 3sin + 2v/2 cos @ — 24/2sin 0

Obtivemos, assim, a condi¢do do exercicio anterior.

R = =—

Exercicio 646 Representagio grifica de condi¢oes (em coordenadas polares):

1.
el [ . — o -
1541 -05 ] 05 1\15 7 {15
0 \ / F1
/ / \
11 / ro.5 \\
i | | |
l“ T T T O T ‘1
2] | 4 3 2 1
Fo5 /
\ / /
\ //
\\ § / \ /
. -
~— / h r-1.5
i o —
_ 4 -4
R= 342sin 8 R = 3+2cos O
2.
21 r6
4 ~
$o2 e Lk
0
/ AN 2
/ 27] \ \
\\ T T T "\! 1
47 6 -4 -2 )
\ 2
] // g
_ -4
87 - F-6
_ 4 _ 4
R= 2+2sin 0 R= 2+2cos 0

Grarh Func k=
rl=d=+(2+3=in a2
4 r%: [—
_ r3!
3. R= 243sin6 ri:
roi

rii [—
[ v P Ixilvi] x| E

—he
(I TRETANTAN TN
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Grarh Func  fr=
r%=4+(3+25n5 iy
Fdi

4. R=35— H

34+2cos 6
ro:
(-t [—]1]
[V | F Ixt]vt] X |

Lo Lo Lo T |
[ETI TR

Grarh Func irs

rl=4+(2+Zcos a2
4 s -
_ F3: —
J. R= 2+2cos 0 ri: [—1]
ro: [——%

Grarh Func ir=
r1f4+(2+35n5 a3

6. R= 55— i

2+3cos 6 rd:
rai [—]
[V | Jxt]vi] x|

7. R? —4R (cosf +sinf) —1 =0, com 0 <0 <27

Lanlanlon Tan |
[I TR VRTAN

R=2cosf+2sinf + 5+ 8cosfsinfVR=2cos0+2sinf — 5+ 8cosfsinf, com 0 <0 <27

Grarh Func_ ir= Grarh_Func fr=s
rl=Zcos a+Z=in a+lC5+ ril=l(5+8dcos alrisin_a
ra: [—1] ri: [—
r3t [—1] r3t [—1]
rd: [—1] ri: [—1]
ros [—1] ro: [—1]
ri: [—] ra: [—]
[ % 1 Ixi]vi] x| [ v | Ixi]vi] x| F‘=—#”
Grarh Func_ ir=
rl=Zcos a+Zsin a-J{5+
r2: [—1]
r3t [—1]
rd [—]
=
| o =1] —
Sl Dt v o] f—"
8. R* —4R(cosf +sinf) +1=0
— T
4 4 - A
/ N\
/31 \ /31 \
c'f \\ f/ \
| | |
| 27 k 2 |
\ / /
17 / "1 /
“0‘ LI U P 2 B Hd‘\\‘w“‘w”‘w‘”\
S 2 3 4 Sl 2 3 4

R =2cosf +2sinf + /3 + 4sin (26) R =2cosf +2sinf — /3 + 4sin (20)



9. 2R%? — 8R (cosf +sinf) +1 =0

r’/37 \\
/ \

[ |
2] e‘
1 /
R N A B B Z ) B
S B 3/ 4

R =2cos + 2sinf + /14 + 16sin (20)

10. R? — 4v/2R (cos @ + sinf) +8 =0

s N

4*/// \
\
3 |
J
2 /

0 12

3 4 5
R =22 (0059 +sinf + 4/sin (29))

11.

0.47]

0.2

R =cosf
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R =2cosf+ 2sinf — /14 + 16sin (20)

| o .
41/ \“\\
/ ‘\
]
| |
27\\ /
] \ v

4 5
R=2V2 (0059 +sinf — /sin (29))
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12.
0.4
-08 0604 0.2 /02 0406 08
021
0.6
81
-1
R = sin (36) R = cos (30)
13.
0
\
o5
TR R
057 )
R = sin (20) R = cos (20)
1.

0.§ E // J
T 0.4t/ ) o1 |
\\ 2§ / \l/
T == ‘F/Lj T T — \/ T
-0.806-04-02, 1 0.4 M{ -1\175/ / \ ""0.5**//1
) \
\
- A\ - [
0 4/ 0(5 \\

R = sin (40) R = cos (40)
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15.
R:sin(%ﬁ), com 0< 0 <A4r
16.
0 ’*\\
2 |
047
) \
.Olﬁt \}
Lol
R:cos(%e), com 0 <0 <27 R:cos(%e), com 0 <0 <d4r
17.
— 3
157
257
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05 1 15 2 25 ; |
0.5 ‘ T
\5 A
1 051 )
1.57 -~ . T N‘\“‘ L]\M““\“‘
15 1 05°% 05 1 15

R=1+2cosf R=1+2sin6



358
18.
/ — I o
|
[ \\%/ \
2 a9 L 2 A
- B .
R =1+ 2cos(20)
19.
837
/ 2,57
/ 27 \
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5‘ 15 \
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1 |
\\L
T

“‘ )
/ -1j

R =1+ 2sin(26)

R=1+2cosf
P e
ar \
/ \
2
| |
\ i
\ 0.57 /
\
1\ .05 I \779,5/,/1

R=1+sinf
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057 /

[ e pe S L B B B
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R = 2,/sin (20)
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R = cos?¥6
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217.
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R = cos 0 R = sin 0
28.
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067 - N
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30.
AN
[ \
\ |
057 |
- I
e ]
LN o
-1\—\&5/”/@ \\ai/1
_PI5* \‘
T T T T | |
2 04 06 08 1 \ /
2021 &,/
R =sin" 0 + cos” 6 R =sin®0 + cos® 6
31.
}f\
\
/ \
| |
0.81 \ “
057 |
067 \q{/
P L
- —\|/—
0.4 S e
105 \\ 05— 1
/
21 ]
-ofs* \
( |
0 T T T w ’,‘
04 06 08 -1 \1/
-1
R =sin"® 0 + cos'® 0 R =sin'®0 + cos'® 9
32.
1157 1157
\ | “‘ |
1101 / \10’ /
\\ / ‘\\ /‘
\\ 51 /r/ \\5, /
/ \ /
\ // \ /
5 /9 \ 5 5 1\ 5
/ / \
57 S
ae R
[ind | [ 1|
10 \ fﬁ-lo ‘\\
f \ / |
.15 '15°

R = tan?0 R =sec? 0



33.
] : \\‘
]
4l 2 248
\\ 0 /
\ ) /
\.47 —
R=0+sin6
34.
57
10 ) 10 2 30 40
/ 0 Ji
- /
‘\\ 101
20 § e
-30°
R = 6%+ cosb
35.
107
5
e 10 0 %0 40
/ 0 /
B |
\\—10
-2( _—
D L
R=06?

P
_l’
R =0+ cosf
—5]
LN ) N S S SO
/ 0
.57
\ .10
&7
-25- —
R =6%+sinf
o
///T* \\
_;‘/_H‘/‘ —
‘ 0 T,
2 |4 /2
\ //

363



364
36.
.
SN
/ )
T T b T 1
2 K\ 1 1 / 2
\ N /
\\\)
.2’
R=+0
37.
.
_—43
S B
w/4 2 | 2 4 5 3
o
\‘ ]
\ )
\
\ H /
\\_6\7 -
_8’
R=2+0
38.
0. ~
?'.1
| 64 62 QA‘ B OE Oé

CAPITULO 24. COORDENADAS POLARES

-8
R=0+0
N

100 200 300

400

500




39.
P
sy
V2 I B S 5
/ 0
B
\\\ 2] /
\\ 47 _
e
R=1In (1 + 69)
40.
AT
/ 057 \
| \
| \
T T T T
%1.5 0 05 1 /‘
\\ 05 //,
d
R =1In(e+ cosb)
/1.

365

R=1In(1+ cosh)

(
\ 027 /
H\wH‘\HH\HH\HH\W RRRRRE N AN RARRRRARRY AN
\ 3 ,
-1\0.8\-0.6-0.4-%;2, 02 04 0. jl
047 P
_ -

R =In(e+sinf)

_— — 1 ~—

/ 08

/

/ /

[ ( | \
\ |04 | \
| \\ //r‘ ‘c

\ / /

\ \ 0.21 /
T LS T T T
06 -04 02 °1 02 04 06

R=1In (% —i—sine)



CAPITULO 24. COORDENADAS POLARES

366
42.
2, 1 i —
\ 2 1 2
R = arcsin G_T” R = —arcsin Q_T’T
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Capitulo 25

Programacao Linear

25.1 O método grafico
Exemplo 647 Determine o valor mdximo da fungdo f(x,y) = 2z + 3y, com as varidveis x e y sujeitas as
sequintes restrigoes:

z>0,y>02x+y<8zx+2y<T.

Resolugao

Comecemos por referir que todas as fungoes envolvidas nesta questao sdo fungdes polinomiais de grau (menor
ou igual a) 1.

As restrigoes dadas definem um poligono convexo contido no primeiro quadrante, quando se considera o plano
R2. O interessante é que o valor méximo da fun¢do f (x,y) = 22 + 3y ¢ atingido num dos vértices do poligono.
Note-se ainda que as restrigoes, neste caso, sao da forma a;z + b;y < ¢;, com a; > 0,b; > 0,¢; > 0, o que faz com
que todas rectas tenham declive negativo e que seja definido um poligono contido no primeiro quadrante.

Note-se que ¢ costume utilizar as varidveis x1, 2 em vez de x,y e os coeficientes a; ; e bj, em vez de a; e b;.

Pode acontecer que as restricoes nao definam um poligono, por nao darem origem a uma regiao limitada.
Nesse caso, falaremos em pontos extremos em vez de vértices. E claro que os vértices dos poligonos também sio
pontos extremos.

Consideremos as rectas definidas por z =0,y =0,2x+y=8exz+2y=T:
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Determinemos o ponto de interseccao das duas rectas anteriores:

20 +y =8 y=8-—2x y=8—2x y=2
{:v—|—2y=7 ‘:’{x+16—4x=7 ‘:’{—395:—9 T le=3

Os pontos (0,0), (0,%), (3,2) e (4,0) definem um quadrildtero convexo. Calculando o valor de f em cada um
desses pontos obtemos:

f(0,00=0+0=5
f(0,2) =0+3% =10,5
f(4,0)=8
f(3,2)=6+6=12

Entéao, o valor méximo da fungao objectivo é 12, valor este que é atingido no vértice (3, 2).

Se nao pretendermos calcular o valor da fungdo em todos os vértices, podemos proceder do seguinte modo:

Tragamos a recta de equagdo 2z + 3y = 6. Seguidamente, deslocamos a recta de modo a manter-se paralela &
recta anterior, a intersectar o quadrildtero e a ficar o mais para cima possivel. E fdcil de verificar que tal recta
tem de passar pelo vértice (3,2).

E, agora, basta-nos encontrar f (3,2).

Observe-se que pode acontecer que a recta a deslocar seja paralela a um dos lados do poligono, pelo que
o méximo pode ser atingido em dois vértices. Nesse caso, embora o valor do maximo seja unico, ele pode ser
atingido em qualquer ponto do lado definido pelos dois vértices em questao.

Se em vez de duas varidveis tivermos trés, a situagao é andloga e, caso a regiao admissivel seja limitada,
teremos um poliedro contido no primeiro octante, tendo-se que o mdximo da funcdo objectivo (desde que seja
uma fun¢do polinomial de grau 1) é atingido num dos vértices do poliedro. Mas, agora, ¢ mais complicada uma
resolucao grafica, bem como a obtengao dos vértices do poligono.

Se tivermos mais de 3 varidveis, j4 ndo conseguimos visualizar a regido admissivel (ou conjunto de oportu-
nidades).

Exemplo 648 Determine o valor mdzimo da fungio f (z,y) = 20z + 30y, com as varidveis x e y sujeitas as
sequintes restrigoes:
z>0,y>0,24+3y <6,2x+y < 4.

Resolucao

z+3y==6 — z+12 -6z =6 — —Hx = —6 — T =
2z +y=4 y=4-2x y=4-2 Y=

aooen|on
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A regido admissivel (conjunto de oportunidades) é o poligono convexo de vértices (0,0), (0,2), (2,0) e (%, %)

A fugo objectivo é z (x,y) = 20z + 30y. Entdo, nos quatro vértices, temos

2(0,0) =0
2(0,2) =60
z(2,0) =40
2(8,8)=24+48=12

Logo, zmax = 72.
Observagao

Num problema de Programacao Linear, temos

1. Uma fungao objectivo do tipo z = c1x1 + coxo + -+ + cpxp, com n € N, c1, ¢, - -

-+, cn € R, fungao esta que
pretendemos maximizar ou minimizar.

2. As varidveis independentes verificam as restri¢oes:

(b) ar1z1 + arara + -+ + apnTn Ak b, b >0, (k=1,...,m,m € N),ai; € R.

Na expressao anterior, A; € um dos sinais < ou >. E claro que o problema s6 tem sentido se as restrigoes
impostas ndo forem uma condigdo impossivel.

Exemplo 649 Determine o valor mdximo da func¢do z = 8x1+9x2, com as varidveis x1 e xo sujeitas as sequintes
restricoes:

X1 Z 0,.’172 Z 0,21’1 +3ZL’2 § 10,4$1 +3$2 S 13.
Resolugao

2x1 + 3x0 =10 201 =3 Ty =

{ day 43w, =13 { 6+31,=13 { Ty =

Vértices do quadrildtero: (0,0), (O7 1—30), (%, %) e (%,O).

Consideremos a recta de equagdo 8x; + 9x2 = 72 e a recta paralela & anterior que passa por ( %, %)

[SUES [V
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o 1 5

Entdo, zmax =8 X 5 +9 x £ =12+ 21 = 33.

Observagao

No problema anterior, pretende-se maximizar a fungao z = 8z + 9x2, com 1 > 0,22 > 0,227 + 322 <
10,4x1 4 322 < 13, podendo-se utilizar matrizes:

s= s 9 o] eom |3 3] < [12] < i3] nx 2 [g

- . of . . 0 .
Na expressao anterior, X > 0 significa El} > [O}’ ou seja, r1 > 0 A xzy > 0.
2

O problema dual do problema dado consiste em minimizar a fungao

z2=1[10 13] x [Z”};] , com [g ;j X {Zj > [S}

Logo, z = 10wy + 13ws, com 2w; + 4wy > 8 A 3wy + 3wy > 9.
Neste exemplo, o problema dual continua a ter, como funcao objectivo, uma funcdo de duas varidveis, pelo
que pode ser resolvido graficamente.

Exemplo 650 Resolva, graficamente, o problema dual do exemplo anterior.

Resolucao
Queremos minimizar a fungao z = 10w; 4+ 13ws, com wy > 0 A wy > 0 A 2wy + 4wy > 8 A 3wy + 3we > 9.
Logo, w1 + 2ws > 4 A wy + we > 3.

o
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O ponto de intersecgao da recta wy + 2we = 4 com a recta wy +wy = 3 é (2,1).

Os pontos extremos sdo (2,1), (0,3) e (4,0). Ora, z(2,1) = 33, 2(0,3) = 39 e z(4,0) = 40, pelo que o valor
minimo de z ¢ 33, tendo-se obtido o mesmo resultado que no problema inicial (o qual é conhecido por problema
primal).

Note-se que o conjunto de oportunidades (ou regido admissivel) nao ¢ limitado.

Exemplo 651 Determine o valor mdzimo da fun¢io z = 8x1 + 15z9, com as varidveis 1 e To sujeitas as
sequintes restrigoes:

x1 > 0,20 > 0,227 4+ 322 < 10,4721 + 324 < 13.

Resolugao

41 + 3x9 = 13 64+ 3z, =13

wl-wolw

{2x1+3x2:10 <:>{2x1:3 <:>{§1
2

273

Vértices do quadrildtero: (0,0), (0, 1,—50), (§ Z) e (%,0).
Consideremos a recta de equagao 8x1 + 15z, = 120.

Neste caso, a paralela ¢ tragada pelo ponto (0,42). Entdo, zmax = 8 x 0+ 15 x 4 = 50.
Note-se que 8 x 3 +15 x L =47 <50 e 8 x 0+ 15 x L& = 185 < 50,

Exemplo 652 Resolva o problema dual do exemplo anterior.

Resolugao
No problema primal, pretendiamos maximizar a fungao

Z1 2 3 X1 10 T 0
= < >
Ent&o, no problema dual, pretendemos minimizar a funcao
w1 2 4 w1 8 w1 0
= > >
s=bo w [ eom [3 3 [2) 2 (5] [] = ]

Logo, z = 10wy + 13ws, com wy > 0 Awg > 0 A 2wy + 4wy > 8 A 3wy + 3wy > 15.
Logo, w1 + 2wy > 4 A wy + we > 5. Entao, wy +wy > 5.
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Logo, zmin = 2 (5,0) = 10 x 5 = 50. Note-se que os pontos extremos sao (5,0) e (0,5) e que z (0,5) = 13 x 5 =
65.

Exemplo 653 Determine o valor mdzimo da funcdo z = 10xy + 15x4, com as varidveis x1 e xo sujeitas as
sequintes restrigoes:

z1 > 0,20 > 0,221 + 322 < 8,471 + 529 < 13.

Resolugao
2014+ 322 =8 101 + 1529 = 40 — =
Sx1 +4xo =13 —10x1 — 8x9 = —26 To =2

Vértices do quadrildtero: (0,0), (0,3%), (1,2) e (£,0).
Neste caso, temos que um dos lados do poligono ¢é paralelo & recta de equagao 10x; + 15x9 = 90.
Calculando o valor da fungao nos vdrios vértices, temos:

z(0,0) =

Z(O,%) —40
z(1,2) =104 30 =40
2(1—53,0) =26

A funcgao atinge o valor méximo nos vértices (0, 3) (1,2), pelo que acontecera o mesmo em qualquer ponto
do lado deﬁnido por esses dois vértices. Por exemplo, se considerarmos o ponto médio M = (%, 3) temos
z (%, g) =10x 3 + 15 x % = 40. Tal nao é de espantar, porque 10z; + 15x2 = 40 é uma equacao da recta definida

por (0, 3) (1, 2)

Exemplo 654 Resolva o problema dual do exemplo anterior.
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Resolugao

No problema primal, pretendiamos maximizar a funcao seguinte:

2=[10 15] x [ﬁj , com [§ Z] X [2] = [183} " [2] - [8]

No problema dual, pretendemos minimizar a fungao

s=ts w3 [ o [5 3] <[] = ][] 2

Logo, z = 8wy + 13ws, com wy > 0 Aws > 0 A 2wy + Swse > 10 A 3wy + 4dwe > 15.

= LY N B R -]

1 2 3 4 5 T &8 9 10 11 12 13

2(5,0) =8x5=40;  z(0,)=13x L
Entao, zmin = 2 (5,0) = 40.

Exemplo 655 Determine o valor mdximo da funcao z = 10x1 + 15z, com as varidveis x1 e T2 Sujeitas as
sequintes restrigoes:

z1 > 0,20 > 0,21 + 200 < 8,221 + 22 < 7,521 + dae < 22.

Resolucgao

Ty + 229 =8 2x1 + 4x9 = 16 To =3
{2:1:1-1-:52:7 (:){—2951—9@:—7 <:>{ =

201 + @2 =7 —10x1 — bzy = —35 :1:1:1—53
{5x1+5x2=22 ‘:*{5x1+5x2=22 ‘:’{xz—g
1+ 229 =8 —5x1 — 10z9 = —40 m2:1—8
{5x1+5$2:22 ‘:*{5x1+5x2:22 ‘:*{ml—gs

Ora, 2(0,4) =60, =z(%£,2)=53,  =z(348)=62, 2(,00=35
Entao, o valor méximo da fun¢éo é 62.
Repare-se que, neste caso, a regiao admissivel é um pentdgono em vez dum quadrildtero.

A representagio grafica é a seguinte:



380 CAPITULO 25. PROGRAMACAO LINEAR

—

Exemplo 656 Determine os valores mdzrimo e minimo da funcdo z = 10xy 4+ 12x2, com as varidveis x1 e T
sujeitas as sequintes restrigoes:

1 > 0,20 20,21 + 72 > 8,201 + a2 < 12,311 + 4o < 42.

Resolugao

rIx]+Xg = 8
Consideremos as rectas r, s,t definidas por s:2x1 + x5 =12 e determinemos os pontos de intersecgao
t:3x1 +4xy =42
das rectas duas a duas:

1+ a2 =38 x1 =4
{2$1+$2:12 = {552:
T1+x2=38 — —3x1 — 3z = —24 x1 = —10
31’1 + 41’2 =42 3.’131 + 4.’132 =42 To = 18
2z + 19 = 12 —8x1 — 4229 = —48 —bx1 = —6 z1 =3
{31’1+41‘2_42 A {3$1+4£E2—42 {2:E1+:E2—12 — {1'2:2_58

Os vértices do quadrildtero sao (0,8), (4,4), (2,%8) e (0,2}).

A funcéo objectivo é z (x1,x2) = 10z1 + 12z0.
Calculemos o valor de z, em cada um dos vértices do quadrilatero anterior:
2(0,8) = 96; 2 (4,4) = 88; z(8,28) =88 =127,2; z(0,3) =126

Entao, zmax = 6—{‘5’% € Zmin = S8.
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Resolugao gréfica:

[= I U .

Exemplo 657 Determine o valor mazimo da fungdo z = 6x1+5xa, com as varidveis 1 e xo sujeitas as sequintes
restrigoes:
T Z 0,.’132 Z 0,$1 +3$2 S 10,4.’131 + X9 Z 9.

Resolugao
x1+3x2i10 x1t27_— 120 =10 xljij
dxy + 29 =9 To =9 — 41, T2 = {3
As restrigdes dadas definem um triangulo de vértices (10, 0), (1—1, 1—1) e (%, 0
2

110 11 :

_ 17 31\ _ 17 31 _ 257 9 _ 9 _ 27

Ora,Z(l0,0)—GO,Z(ﬁ,ﬁ)—6Xﬁ+5Xﬁ—TeZ(Z,O)—6XZ—?
Logo, Zmax = 60.
Resolucao gréfica

1% 4

10
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25.2 O método do Simplex

Exemplo 658 Determine o valor mdzimo da fungio z = 8xy + 15z9, com as varidveis x1 e T sujeitas as

sequintes restrigoes:
x1 > 0,20 > 0,221 + 322 < 10,421 + 325 < 13.

Resolugao

A fungéo objectivo (aquela que pretendemos maximizar) assume o valor zero para 1 = 0 Azo = 0. O método
do Simplex consiste em procurar outro vértice onde a fungao assuma um valor superior e verificar se esse valor ja
é o maximo da fungao. Se nao for, o processo continua.

Comecamos por substituir z = 8x1 4+ 15x4 por z — 8z — 15x5 = 0. Comecamos por notar que um aumento
de uma unidade na varidvel x; provoca um aumento de oito unidades na fung@ao objectivo, enquanto que um
aumento de uma unidade na varigvel zo provoca um aumento de quinze unidades na mesma funcéo. A primeira
vista, parece preferivel aumentar o o mais possivel, mas tal pode ndo acontecer. Tudo depende dos aumentos
que as varidveis podem sofrer.

Vejamos como se resolve a questao colocada:

Comecamos por introduzir as chamadas varidveis de folga, fazendo 2x1 + 3x2 +x3 = 10 e 4x1 + 322 + x4 = 13,
com todas as varidveis maiores ou iguais a zero, ou seja, x; > 0, para ¢ = 1,2, 3, 4.

Depois construimos um quadro (matriz) como se segue:

X i) I3 Ty
T3 | 2 3 1 0 ]10
T4 | 4 3 0 1113
z | -8 =15 0 0 0

Na situagao inicial, temos 1 =0, 2 =0, 3 = 10 e x4 = 13.

. . - . 1
Note-se a existéncia, no quadro, da matriz identidade [O (1)] .

Depois, dividimos 10 por 3 e 13 por 3, se quisermos aumentar a varidvel zs, escolhendo o menor dos quocientes
(positivos). Neste caso, o menor dos quocientes é 1—30 que é obtido na linha onde estd x3. Entao, nessa linha,
escrevemos Zz (na primeira coluna):

L1 L2 T3 T4 L1 T3 T3 T4
xz3 | 2 3 1 010 w3z 1 3 03
x| 4 3 0 1|13 x| 2 0 -1 13
2| -8 =15 0 0]0 z|2 0 5 0150

Como se passa duma matriz para outra? E quando terminamos?

1. Na linha de x5, dividimos todos os elementos por 3 (coeficiente de x2).

2. Nas restantes linhas, eliminamos x.

3. Como todos os coeficientes na linha de z sdo positivos, j& encontramos o valor méximo de z (40). Este valor

corresponde a xo = %

E se tivéssemos comecado por aumentar a varidvel x17 Nesse caso, teriamos:

, g =3ex; =x3=0.

T T2 T3 X4 1 T2 T3 T4
zs | 2 3 1 0|10 x5 | 0 § 1 -3 1;3
x| 4 3 0 1|13 x| 1 2 o0 LB
z | -8 =15 0 0]0 2|0 -9 0 2 [26

Neste caso, ainda nao atingimos o méximo de z, devido a existéncia do valor negativo —9, na linha de z.

Entao o processo continua:
7.3 _7 13 .3 _
2273 4 a1~

1?3, tendo-se que o menor dos dois valores é

7
3
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Ty T2 T3 T4 X1 Z2 X3 T4 1 X2 x3 T4
x3 | 0 % 1 -1 % zo | O 2 -3 g |0 1 2 -3 é
a1 2 0 |8 | 1 0 1 |2 x| 1 0 -3 2 |3
2|10 =9 0 2 |26 2|0 =9 0 2 |26 z | 0 0 6 —1]47

E temos de continuar, tendo em atengdo que escolhemos o menor dos quocientes positivos (neste caso apenas

h4 um):
xr1 T2 T3 T4 1 T2 T3 X4
2 T 7 2 T T0
|1 0 -1 4|3 x| 2 0 -1 1]3
z 0 0 6 —1 | 47 z 2 0 5 0 | 50

Comparando esta resolucao com a resolugao grafica, vemos que, no primeiro processo, passdamos do vértice
(0,0) para o vértice (O7 13—0), enquanto que, no segundo processo, passamos por todos os vértices. Este exemplo
mostra que, antes de escolhermos um vértice, devemos analisar a situagao com cuidado, se quisermos resolver o
problema com o menor nimero de passos. E, na func¢do objectivo, ndo basta escolher o coeficiente de maior valor

absoluto!

Exemplo 659 Determine o valor mdzimo da fun¢do z = 8x1 +10xs + 15x3, com as varidveis x1, xo e x3 sujeitas

as sequintes restrigoes:

z1 > 0,20 > 0,23 > 0,221 + 329 + 23 < 6,427 + 22 + 223 < 10 e 1 + 225 + 323 < 8.

Resolugao
201 + 322+ 23+ x4 =6
41 + 29 + 223 + x5 = 10
$1+2$2+3Z’3+$6 :8
z—8x1 — 10xy — 1523 =0

,comxzy > 0,25 > 0,26 > 0.

191 £2 (CEJ) Ty Ts Tg
Ty 2 3 1 1 0 0 6
5 4 1 2 0 1 0 10
z -8 —10 (—15) 0 0 0 0
(z1) T3 T3 T4 x5 T
D T I 10
Ty 3 3 0 1 0 —3 3
me—a | () -4 0 01 3
3 3 5 1 0 0 3| 3
z (-3) 0 0 0 0 5 40
T (.IQ) T3 Ty Iy Te
Ty 1 - 0 0 1 =i I
70 1 2P Jul
xr1 X9 T3 X4 €5 Te
To 0 1 0 % 0 0 é
T 1 0 0 + 1 i
(1 0 0 1 _23 _1 25 ﬁ
= £5 — 108
Entao, o valor maximo de z é 1%g87 correspondente a x; = 38 g, = 2

Se calcularmos z (38,2, 22), obtemos 8 x 25 + 10 x 2 415 x 33 =2

25757 25

(%28

uin (3.4, =

_ 221 | 3 _ 2 _ 1108
r=5 1t X5= 3
2 22\ _ 2
min (3, 2) = 2
_ 221 , 3 _ 2 _ 1108
r=F T X555
48
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Exemplo 660 Determine o valor mdzrimo da funcdo z = 10x; 4+ 12z9 + 20x3, com as varidveis x1, To € T3
sujeitas as sequintes restrigoes:
x1 > 0,20 > 0,23 > 0,301 + b + 23 < 16,421 + 229 + 23 > 10 € 21 + 229 + 323 < 21.

Resolucao

Neste exemplo, temos a desigualdade 4x1 + 2z5 + x3 > 10, que tem o sinal >, em vez de <.
3x1 4+ 5x0 + 3 + x4 = 16
4y + 229 + 23 — x5 = 10
x1 + 2209 4+ 313 + 16 = 21
z—10x1 — 1229 — 2023 = 0

, coIm 1'420,175 205176 ZO,I7ZO

€1 x2 xs3 X4 Ts Te
3 5 1 1 0 0 16
4 2 1 0o -1 0 10
1 2 3 0 0 1 21
z -10 —-12 -20 O 0 0
1 T2 (3) @4 x5 e -
7 1 3 17 il . 1
S R S S N P AT
z3—a6 | 0 s (B o 21| (E) I =M ~6, 7273
z 0 -7 -2 0 -2 0 25
E conseguimos chegar a uma situagao familiar!
S e (z3) = 7. 8 _ 15
37 g T 75 . _
tse—za [ 055 01 () - | () mrn=T
S T S L il I SR
T . o e e L
z 0 % 0 0 (-1) 1 |5
T T2 XT3 T4 Z5 Ze
T5 0 % 0 ? 1 —% § T5 = %‘:
x 1 B oo 3 0 -1 20 2y = 27
: ;05 $ | & .y
COREN B s LS S ™~ g
z 0 4 0 1 0 a 4 Zmax = ~;

Exemplo 661 Determine o valor mdzimo da funcao z = 20x7 + 50x2 + 100x3, com as varidveis 1, To € T3
sujeitas as sequintes restrigoes:
x1 > 0,20 > 0,23 > 0,21 + 32 + 43 < 20,221 + 20 + 223 < 12 e 21 + x5 + 23 < 10.

Resolugao
T + 3xo + 4x3z + x4 = 20
2x1 + x9 + 223 + x5 = 12
X1 +332 +335+.’L'() = ].0
z —20x7 — 5029 — 100x3 = 0

, COIM T4 20a$5 Zoal‘s 20,.’13720

Entao,
1 To (x3) Ty Ty Tg
T4 1 3 (4) 1 0 0 20 20+-4=5
T5 2 1 2 0 1 0 12 12+-2=6
Tg 1 1 1 0 0 1 10 10+-1=10
z —20 —50 (—100) 0 0 0 0 min (5,6,10) =5
il T9 T3 T4 Is Te
Ty — T4 é % 1 i 0 0|5 z3=">5
T s 1 0 -1 0 2 T5 =2
Te % % 0 *% 0 1 5 Te = 5
z 5 25 0 25 0 0 | 500 Zmax = 900
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Logo, zmax = 500. Este valor corresponde a 1 = 0, zo = 0, x3 =5, x4 = 0, x5 = 2 e x5 = 5, pelo que
z2=20x0+50x 0+ 100 x 5 = 500.

Exemplo 662 Determine o valor mdzimo da func¢ao z = 10x1 + 1225 4+ 2023, com as varidveis i, To € X3
sujeitas as sequintes restrigcoes:
z1 > 0,20 > 0,23 > 0,321 + dxo + 23 < 1408, 421 + 225 + 3 > 880 € 21 + 225 + 33 < 1848.

Resolugao
3x1 + 522 + x3 + x4 = 1408
4y + 229 + 23 — x5 = 880
1 + 229 + 323 + 16 = 1848 ’
z—10x1 — 1229 — 2023 = 0

com T4 ZO,SE{, ZO,SC() ZO

T T9 T3 T4 Is Te
3 5 1 1 0 0 | 1408 1408 = 3 ~ 469.33
4 2 1 0 -1 0 | (880) 880 + 4 = 220
1 2 3.0 0 1 | 1848 1848 + 1 = 1848

z —10 —12 -20 0 0 0 min (442,220, 1848) = 220
I T2 (.’L‘3) Ty Is Te

74 0 % % 1 3 0 748 748 + 1 = 2992

1 1 2 T 0 -3 0 220 220 + % =880

z3—ax6 | 0 s (&) o 1 1 | (1628) 1628 + 4L =592

z o -7 - 0 -3 0 | 2200 min (2992, 880, 592) = 592

I T2 I3 Ty ($5) Te
z5— x4 | 0 ;II 0 1 (1—8]3) - 600 600 = %% =825

2} 1 T o o -3 —4%1 72 592 + §; = 6512

3 0o & 1 0 = 5 | 592 min (825,6512) = 825

z 0 B 0 0 (- T T12560
I T2 I3 Ty Is Te

5 0 I 0 ? 1 —% 825 x5 = 825

T 2 0 3 0 -5 | 297 xy = 297

3 0 2 1 -3 0 3 517 x5 = 517

z o = o0 > 0 2 [13310 Zmax = 13310

Exemplo 663 Determine o valor mdzimo da fun¢ao z = x1 — xo + 2x3 + 0xy, com as varidveis x1, Tz, T3 € Ty
sujeitas as sequintes restrigoes:
1 > 0,20 >0,23 >0,24 > 0,27 +22 + 323+ 24 < 5,21 + 23 — 4y < 2.

Resolugao
T 2 (w3) T4 T5 T
x3—axs | 1 1 3 1 1 0 5 5+3=2
6 1 0 (1) —4 0 1 2 2+1=2
z -1 1 (=2 0 0 0 0 min (2,2) = 2
(1) @ 3 T4 T5 T o
1 T 1 1 j5) .
T3 L 1 1 1 1 0 5 5.1-5
% 31 313 31 ‘]’f f . 5) 1
R R I S S T R S Sl
z (-3) 3 0 3 3 0 5 min (5,3) = 3
X1 X9 x3 Ty Ts Ze
I 1 I 13 T 1 I ) 1
T3 0 3+t 1 5%F s3fs 2| 575
a L 5_51 0 Z_?ld z_§1 ? 10 2 T
z 0 3-§ 0 5-% §-§5 3 |353+%
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Efectuando os célculos, temos

€1 9 I3 (.’174) T5 Tg
T 5 T——1 713 3.5_3
T4 z3 | 0 2 1 2) 2 2|3 272~ 5§
T 1 -1 9 3 1 3 1
! 3 3 —t—%
z 0 3 0 (=5 3 3513
Entao,
X1 i) €3 T4 X5 X6
e 0 1 1% 13 4 2 él?) 13 L 1 1% 13 4 3 1_%13 1 1 3 %13 22
| L —ovgx9=5 Ovgxo=5 0 —oFgX5=5 5 sX9=5|otExX9=%
210 stig=% 5 0 2 tig =3 2~ 10=5% 2+t =%

Logo, zmax = 2?)2, correspondendo a 1 = %,m = % exr9g =x3 =1o5 =2 = 0.

25.3 O Método do Big M

Exemplo 664 Determine o valor minimo da funcao z = 10x1 + bxo, com as varidveis x1, e To sujeitas as
sequintes restrigoes:
x> 0,20 > 0,327 + 4y > 12

Resolugao 1

Seja 3x1 +4xo + x3 — x4 = 12, com z3 > 0,24 > 0, onde x4 é a varidvel de folga e x3 é uma varidvel artificial
que vamos fazer com que seja nula, de modo a termos 3x1 + 4xo > 12.

Consideremos a funcao auxiliar z); = 10z1 + 5xo + Mx3.

Entao, temos:

X1 X9 I3 Ty

T3 3 4 1 —1 12

M —10 -5 —M 0 0
Mazs 3M AM M —M 12M

M 3M —10 4M —5 0 —M 12M

22 z 1 ; -1 | 3

v | 3M —10— 5 (4M —5) = 0 —+(AM —5) —M+41(4M —5) 12M —3(4M —5)
ZM —27? 0 —M + % —% 15

Para M > %, todos os coficientes que aparecem na iltima linha sdo negativos, pelo que o valor minimo de zj;
é 15.

Logo, o valor minimo de z é 15, correspondente a x1 = x3 =24 =0 e 22 = 3.

Resolugao 2

Seja 3x1 + 4xo — x3 = 12, onde x3 é a varidvel de folga e 3 > 0.Entdo, temos:

X T9 T3
z3 | 3 4 —1]12
z | =10 =5 O 0
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Podemos escolher 1 ou x5 para varigvel bdsica. Tentemos x; (embora ja saibamos que serd melhor z5):

1 T2 T3
4 1
al . f() 25 10_5 10 1
z 0 —5+?=? 0—?2—? 40
xTo % 1 —Z | 3
25 3 25 10 25 T\ — D 25 _

T
Logo, o valor minimo de z é 15, correspondente a 1 = x3 =0 e x5 = 3.
Resolucao 3

No eixo das abcissas, fica x1 e, no eixo das ordenadas, fica zo. O valor minimo de z, corresponde a 1 = 0 e
To = 3.

Logo, zmin =10 x 04+ 5 x 3 = 15.

Na figura estdo representadas (a verde) as rectas definidas por 10z +5x2 = 0, 1021 + 522 = 10 e 10x1 + 522 =
15.

Exemplo 665 Determine o valor mdaximo da fun¢do z = 10x; + 12z9 + 203, com as varidveis x1, To € T3
sujeitas as sequintes restrigcoes:
z1 > 0,20 > 0,23 > 0,321 + dxo + x3 < 1408, 421 + 229 + 3 > 880 e 21 + 225 + 33 < 1848.

Resolucgao
3x1 + bxro + x3 + x4 = 1408
4dxy + 2x9 + 23 + 5 — 6 = 880
1 + 229 + 3x3 + 27 = 1848
z —10x1 — 1229 — 2023 + Mx5 =0

A diferenca, relativamente ao méto anterior, é que consideramos uma varidvel artificial, para além da varidvel
de folga.

Neste exemplo, a varidvel artificial é x5. Esta varidvel artificial vai acabar por ser zero, mas vai comegar por
ser uma varidvel bdsica.

O segredo consiste em considerar a fungdo z; = 10z1 + 1229 4+ 2023 — Mx5. Se x5 fosse positivo, podemos
fazer com que M tenda para 400, tendo-se que z tenderia para —oo. Como z = 0 é o valor que corresponde as
varidveis iniciais todas nulas, temos que o méximo de z; corresponde ao caso x5 = 0. Nesse caso, o maximo de z
é 0 maximo de 2.

Vejamos como tudo funciona:

,com xy > 0,25 > 0,26 > 0.
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T X9 T3 Ty Is Te X7
T4 3 5 1 1 0 0 0 1408 1408 + 3 = &308 ~ 469, 3
Ts5 4 2 1 0 1 -110 880 880 +4 =220
T 1 2 3 0 0 0 1 1848 1848 =1 = 1848
2 —10 —12 —20 0 00 0 min (1408 920, 1848) = 220
—Mzs —4M —2M -M 0 -M M| 0 —-80M
z —4M -10 -2M —-12 -M—-20 O 0 M | 0 —80M

E, agora, tudo segue como de costume...
O coeficiente negativo de maior valor absoluto é —4M — 10.
E min (%, 220, 1848) = 220, pelo que =5 vai deixar de ser uma varidvel béasica, dando lugar a z;.

T To xs T4 s Ze | X7
3 3 3 3
z [3-3 5-3 1-2 1 -3 3 |0 1408 —660
w5 | 1 i 3 o X —-1]o0 220
z7 |1-1 2—4 3-%2 0 -4 1 |1 1848—220
T X9 xs3 T4 x5 Zg T
7 1 3 3
) 1 2 z 0 1 —1 0 220
7 0 o e 0 -3 1 1 1628
z | AM —10+4M +10 —2M —12+2M+5 -M—-20+M+2 0 M+> M-M-2] 0 —830M +830M
35 |5 5
0 —7 -3 0 M+2 - 0 2200
Tq Z9 I3 Ty Is Te ZT7
za | O %5 0 1 —3% 1—8]3 —L ] 600 600 =+ = = 825
z |1l g 00 W -2 —41—11 72
z3 |0 & 1 0 - 4o 1 | 592 592 + 47 = 6512
zl0 &2 0 0 M+2 -2 0 [12560 min (825, 6512) = 825
Ty To XT3 T4 x5 Te T
x| 0 2 o 1 —1 1 —1 825
& 5 §
z3 | 0z 1 —1 0 0 3 517
=0 = 0 = M 0 —2[13310

Exemplo 666 Determine o valor mdximo da funcao z = 4xq + 3x2 + 6x3 + 2x4, com as varidveis Ty, Ta, T3 €
T4 sujeitas as sequintes restrigoes:

1 > 0,20 > 0,23 >0,23 > 0,221 + 322 + a3 + 424 < 50,21 + 229 + 3+ 224 > 20 e 1 + T2 + 23 + 4 > 8.

Resolugao

Consideremos a funcao z = 4x1 + 3x9 + 6x3 + 2z4 — Mxg — Mg, a qual pretendemos maximizar.
2x1 + 3x2 + x3 +4x4 + x5 = 50
x1 + 2209 + x3 + 204 + x5 — 7 = 20
T1+To+ T3+ T4 +2Ts—T9g=28
Z*4$1 *31276I372$4+M$6+MI8 =0

,comze > 0,1 <7<9.
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Apéndice A

The First Appendix

The appendix fragment is used only once. Subsequent appendices can be created using the Chapter Section/Body
Tag.
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