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Introducao

O tema deste trabalho, Decomposicdo de um nimero natural em somas de quadrados, foi proposto pelo
orientador, professor Doutor Owen John Brison e veio de encontro as minhas preferéncias, uma vez que
pretendia um tema da drea de Teoria dos Nuimeros e, até ji tinha escrito um pequeno artigo na revista
Educagao e Matemdatica, da APM (Associagao de Professores de Matemdtica) sobre ternos Pitagéricos.
Esse tema foi retomado e desenvolvido.

Os vidrios Capitulos foram organizados por temas, de modo a apresentar os assuntos que eram
necessarios para a demonstracao dos teoremas essenciais deste trabalho e que sao os Teoremas dos Dois
Quadrados, dos Quatro Quadrados e dos Trés Quadrados.

Assim, no primeiro Capitulo, estdo alguns resultados sobre Congruéncias Lineares e Congruéncias
Quadrdticas. Algumas proposigoes (elementares) foram apresentadas sem demonstracdo, podendo essa
demonstracgao ser encontrada em qualquer livro elementar de Teoria dos Numeros.

No segundo Capitulo, estao algumas proposicoes sobre grupos Ciclicos relacionadas com alguns dos
assuntos do primeiro Capitulo.

No terceiro Capitulo, temos alguns resultados sobre o Anel dos Inteiros Gaussianos, sendo de
destacar o papel da chamada Norma de um Inteiro Gaussiano.

No qurto Capitulo, estd desenvolvido o tema dos Ternos Pitagdricos, relacionando-o com trés temas
do Ensino Secundério: Trigonometria, Niumeros Complexos e Sucessoes Definidas por Recorréncia.

No quinto Capitulo, estao alguns resultados sobre o Anel dos Quaternidoes que simplificam algumas
demonstragoes, voltando a destacar-se o papel da aplicacao Norma.

No sexto Capitulo, temos, finalmente, a parte mais interessante desta dissertagao: O Teorema dos
Trés Quadrados. A demonstracio deste Teorema é bastante longa e utiliza um Teorema de Dirichlet
que afirma que, dados a e b, primos entre si, hd infinitos primos na progressao aritmética de temo geral
an + b. Este muito importante Teorema foi apresentado sem demonstracao, uma vez que ele, por si sé,
é bem capaz de ser um tema para uma outra dissertacao de Mestrado.

Para ilustrar a demonstracao do Teorema dos Trés Quadrados, estd apresentado o modo decompor
30 e 33 em somas de trés quadrados, sedo que é muito mais fdcil conseguir essa decomposigdo por
tentativas. No entanto, o objectivo é ilustrar a demonstragao do referido Teorema dos Trés Quadrados
e nao, obter a decomposicao de 30 e 33 em somas de trés quadrados.

No sétimo Capitulo, temos alguns resultados bastante curiosos sobre Quadrados Nao Nulos.

Estes dois ultimos Capitulos foram escritos com base na obra de Emil Grosswald, Representation of
Integers as Sums of Squares.

Refira-se que o Teorema dos Dois Quadrados foi enunciado e demonstrado vérias vezes, consoante
o contexto, sendo uma das demonstragoes da minha autoria. Outra demonstracao da minha autoria e
andloga a essa é sobre a proposi¢ao "Todo o nimero primo da forma 8n 4 3 é soma de trés quadrados".
Repare-se que a decomposicao pode ser feita com duas parcelas iguais.

Funchal, Outubro de 2007
Egidio Gongalves Pereira
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Capitulo 1

Congruéncias Lineares e Congruéncias
Quadraticas

1.1 Congruéncias Lineares

Definigao 1 Sejam a,b,m € Z, tais que m > 1. Diz-se que a é congruente com b, mddulo m, e
escreve-se a = b(modm), se m divide b — a.

Proposicao 2 Sejam a,x,y € Z, com a # 0, tais que a divide x e a divide y. Entdo, a divide x + 1y e
a diwide T — y.

Demonstragao

Se a divide x e a divide y, entdo existem inteiros q1 e g2, tais que x = aq) e Yy = aga.
Entdo, z +y = aq1 + ag2 = a(q1 + ¢2), pelo que a divide = + y.

E,de x —y =aq1 — ag2 = a(q1 — ¢2), vem que a divide z — y.

Proposicao 3 Sejam a,x,y € Z, com a # 0, tais que a divide x. Entdo, a divide xy.
Demonstragao
Se a divide x, entao existe um inteiro ¢, tal que = = aq. Entao, zy = (aq)y = a (qy).

Logo, a divide xy.

Proposicao 4 Sejam a,b,c,d,m,n € Z, com m > 1,n > 0. A relagio bindria acima definida é uma
relacao de equivaléncia com as sequintes propriedades:

1. Se a =b(modm), entdo a+ ¢ = b+ ¢(modm)

2. Se a = b(modm), entio ac = bc (modm)

3. Sea=b(modm) e c=d(modm), entio a + c=b+ d(modm)
4. Se a =b(modm) e c=d(modm), entio ac = bd (modm)

5. Se a =b(modm), entdo a™ = b" (modm).

Demonstragao
A propriedade reflexiva resulta do facto de m dividir zero .
Se m divide b — a, entdao m divide a — b, pelo que a relacao é simétrica.

1



2 CAPITULO 1. CONGRUENCIAS LINEARES E CONGRUENCIAS QUADRATICAS

Se m divide b — a e m divide ¢ — b, entdo m divide (b — a) 4+ (¢ — b), ou seja, m divide ¢ — a, pelo
que a relagao é transitiva.

Entao, a relagao considerada é uma relagao de equivaléncia.

Além disso:

1. Se a = b(modm), entdo m divide b —a. Mas, b —a = (b+¢) — (a+¢). Logo, m divide
(b+¢) — (a+ ¢), donde se conclui que a 4+ ¢ = b+ ¢(mod m).

2. Se a = b(modm), entdao m divide b — a. Logo, m divide (b — a) ¢, donde se conclui que m divide
bc — ac. Entao, ac = bc (modm).

3. Sem divide b—a e m divide d—c, entao m divide (b — a)+(d — ¢), ou seja, m divide (b + d)—(a + ¢).
Entao, a + ¢ = b+ d (modm).

4. Se a = b(modm) e ¢ = d(modm), entdo ac = bc(modm) e bc = bd (modm). Entdo, por
transitividade, ac = bd (modm).

(a) a® = bY (mod m)
(b) Hipétese de indugao: a™ = b™ (mod m)
(c) Tese: a"t! = b"+! (modm)
Se a™ = b" (modm) e a = b(modm), entdo a™ x a = b" x b, donde vem a"*! = b+ (mod m).

Esté, assim terminada a demonstragao.

Definicao 5 Sejam a,b € Z dois nimeros nao simultaneamente nulos. Mdzximo dividor comum entre
a e b, que se escreve mdc (a,b), é um nimero natural d, tal que d divide a, d divide b e todo o nimero
inteiro que seja divisor comum de a e de b divide d.

Proposicao 6 Sejam a,b € Z dois nimeros nio simultaneamente nulos. Mdzximo dividor comum entre
a e b é o menor nimero positivo pertencente ao conjunto S = {ax + by: z,y € Z}.

Demonstracao

Suponhamos, sem perda de generalidade, que a # 0. Entao, a e —a pertencem a S, sendo que um
desses dois nimeros é positivo. Entao, existe o menor elemento positivo de S. Seja d tal elemento
minimo. Entéao, d = axg + byg, para certos inteiros xg e yp, uma vez que d pertence a S.

Seja u um nimero natural que divide a e divide b. Entao, u divide azg e u divide byg, pelo que u
divide axg + byg, ou seja, u divide d.

Falta provar que d divide a e divide b. Dividindo a por d, obtemos a = dg+r,com g € Ze 0 < r < d.

Entao, r = a — dqg = a — (axo + byo) ¢ = a (1 — qxo) — bqyo, pelo que r € S. Entao, r = 0, pelo que
d divide a.

Analogamente se mostra que d divide b.

A igualdade d = axg+ byp é conhecida por igualdade de Bézout e pode ser obtida pelo algoritmo de
Euclides do qual se apresenta um exemplo:

Exemplo 7 Calcule mdc (146, 19), aplicando o algoritmo de Fuclides
1. Dividimos 146 por 19: 146 =7 x 194 13

2. Dividimos 19 por 13: 19=1x13+6
3. Dividimos 13 por 6: 13=2x6+1
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4. Dividimos 6 por 1: 6=6x1+0
5. O tltimo resto nao nulo foi 1. Entao, mdc (146, 19) = 1.
6.

1 = 13-2x6=13-2x(19-13)=3x13—-2x 19
= 3x(146—7x19) —2x19=3x 146 — 21 x 19 — 2 x 19
3 x 146 — 23 x 19

Igualdade de Bézout: 1 = mdc (146,19) = 3 x 146 — 23 x 19.

Proposicao 8 Sejam a, b, c trés nimeros inteiros nao nulos.
Entdo, mdc (mdc (a,b) , ¢) = mdc (a, mdc (b, ¢)).

Demonstragao

Sejam d; = mdc (mdc (a, b) ,¢) e da = mdc (a, mdc (b, ¢)).

Entao, d; divide mdc (a,b) e d; divide ¢. Logo, d; divide a, d; divide b e d; divide c.

Entao, d; divide a e dy divide mdc (b, c).

Entao, d; divide mdc (a, mdc (b,c)). Logo, d; divide ds.

Analogamente, se mostra que ds divide dj.

E como estamos a considerar que o maximo divisor comum entre dois nimeros inteiros ¢ um nimero
positivo, entao dy = da, ou seja, mdc (mdc (a, b) ,¢) = mdc (a, mdc (b, ¢)).

Observe-se que o resultado permanece véalido, no caso de, apenas, um dos trés nimeros a, b, ¢ ser
nulo.

Proposicao 9 Sejam a,b, m trés niimeros inteiros, tais que m > 0 e mdc (a,m) = 1. Entdo, a con-
) 2 ) )
gruéncia ax = b(modm) tem solugao e a solugio é unica, médulo m.

Demonstragao

Como mdc (a,m) = 1, existem inteiros xg, 3o, tais que axg + myy = 1.

Entao, a (bxg) + m (byp) = b, donde se conclui que a (bzg) = b(modm). Logo, bxy é solucao de
ax = b(modm). Seja u tal que u = bxp (modm). Entao, au = abrg = b(modm), pelo que u é solugao
de ax = b(mod m).

Falta provar que nao ha mais solugoes. Sejam 1 e zo duas solugoes de ax = b (mod m).

Entao, ary = b = azy (modm), pelo que ax; = axs (modm).

Logo, ax1 = axs (modm), pelo que m divide aze — axy, ou seja, m divide a (z3 — x1).

Entao, m divide zg — 1, uma vez que mdc (a,m) = 1.

Entao, zo = z12 (modm), pelo que a solucdo ¢ tnica, médulo m, uma vez que quaisquer duas
solucoes sao congruentes, médulo m.

Sejam a, b, m trés nimeros inteiros, tais que m > 0 e mdc (a, m) = d. Entdo, a congruéncia ax =
b (modm) tem solucao se e s6 se d divide b. Mais, se houver souver solugao, entao ela ¢é tinica, médulo
7

Demonstragao

Como mdc (a,m) = d, existem inteiros zg, 3o, tais que axg + myy = d. Suponhamos que d divide b.
Entao, b = dq, para certo inteiro q.

Entao, b = dq = azoq + mypq, donde se conclui que a(x9q) = b(modm). Logo, zoq é solugao de
ax = b(modm).

Reciprocamente, suponhamos que a congruéncia ax = b(modm) tem solucao z. Entao, az =
b (mod m), pelo que m divide az — b.
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Mas, como d divide m, temos que d divide az — b. Logo, d divide b, uma vez que d divide a.
Falta provar que a solucao e tinica, médulo . Sejam z; e z2 duas solugoes de ax = b(mod m).
Entao, ax; = axe (modm). Logo, m divide ax1 — axa, pelo que existe um inteiro g tal que mq =
ary — axry.
50 Mg — 8o, _ 4 50. 8y = & m
Entao, %q = §x1 — gz2. Entao, Jr1 = G0 (mod d).
Mas, mdc (% %) = 1, pois, caso contréario, d nao seria o maximo divisor comum entre a € m. Entao,

bl
como 7 divide % (x1 —x2) € % ¢ primo com %, entao % divide 1 — x2, ou seja, 1 = x2 (mod %)

Proposicao 10 Sejam p um nimero primo e P (x), um polindmio na indeterminada z, de grau n e
coeficientes em Z, cujo coeficiente director (coeficiente do termo de maior grau) é um nimero primo com
p. Entdo, a congruéncia P (x) = 0 (mod p), nao tem mais do que n solug¢ées, mutuamente incongruentes,
mddulo p.

Demonstragao

Ja sabemos que a propriedade é valida para n = 1.

Hipdtese de inducao: a propriedade verifica-se para um certo inteiro n.

Tese: a propriedade verifica-se para o nimero inteiro n + 1, isto é, se mdc (an+1,p) = 1, entao
anﬂx”*l + apz™ 4+ -+ + a1x + ag = 0 (mod p) nao tem mais de n + 1 solugdes.

Demonstragao da Tese:

Se uma congruéncia polinomial de grau n + 1 nao tiver solugado, nao terd mais de n + 1 solugoes.

Seja ap 12" +a, 2" + - -+ a1z + ap = 0 (mod p), uma congruéncia polinomial de grau n + 1, com
mdc (ap+1,p) = 1.

Suponhamos que a congruéncia anterior tem uma solugao a.

Entao, a congruéncia serd equivalente a (z — a) (bpa™ + - - - 4+ bix + bg)+7 = 0 (mod p), com 0s novos
coeficientes dados pela regra de Rufinni, tendo-se que p divide r e b, = ap41.

Entao, a congruéncia inicial (de grau n + 1) é equivalente a (z — «) (bpx™ + -+ + b1z +by) =
0 (mod p).

Entdo, = a V byz" + -+ + byx 4 by = 0 (mod p).

Ora, por hipétese de indugao, by,z™ + - - -+ biz 4+ by = 0 (mod p) ndo tem mais de n solugdes, porque
bp = ap+1 e mdc (ap+1,p) = 1.

Entao, uma congruéncia polinomial de grau n + 1 nao tem mais de n + 1 solugdes, mutuamente
incongruentes, médulo p.

Proposicao 11 Sejam m,n dois nimeros naturais. Um nimero inteiro x é primo com mn Se e S0 Se,
tal nimero x é primo com m e é primo com n.

Demonstracao

Seja x um numero inteiro, primo com mn. Entao, existem inteiros u e v, tais que 1 = (mn)u+zv =
m (nu) + zv = n (mu) + zv.

Entao,

Definigao 12 Seja m € Z, com m > 1. Sistema residual completo (SRC), mddulo m, é um conjunto
mazximal de inteiros mutuamente incongruentes, mddulo m.

Sistema residual reduzido (SRR), mddulo m, é um conjunto mazximal de inteiros primos com m e
mutuamente incongruentes, mddulo m.

Fungao ¢ de Euler é a aplica¢io de N em N, tal que ¢ (n) é o nimero de elementos de {1,2,...,n}
que s$ao primos com n, ou seja, @ (n) é o nimero de elementos de um sistema residual reduzido, médulo
n.
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2

Proposicao 13 A func¢io ¢ de Fuler é uma aplicagdo multiplicativa, isto é, se m e n sdo niumeros
naturais primos entre si, entdo ¢ (mn) = ¢ (m) X ¢ (n).

Demonstragao
Se m =1 oun = 1, a afirmagao é verdadeira, porque ¢ (1) = 1. Suponhamos que m e n sdo maiores
que 1 e consideremos os nimeros naturais de 1 a nm, colocados na seguinte tabela:

1 2 m—1 m
m+ 1 m+1 e 1 2m—1 ] 2m
2m + 1 2m+1 e [ 3m—11| 3m

m=1)m+1|(n—1)m+2|--- |nm—1|nm

Na primeira linha desta tabela, ha ¢ (m) nimeros primos com m. E o mesmo acontece com as
restantes linhas.

Quanto a cada coluna, temos que todos os elementos sao primos com m ou nehum elemento é primo
com m.

Entao, temos ¢ (m) colunas em que todos os elementos sdo primos com m e temos m — ¢ (m) colunas
em que nenhum elemento é primo com m.

Entao, na tabela anterior, hd ny (m) nimeros primos com m.

Mas, em cada coluna, todos os elementos sao incongruentes, médulo n. Entdo, em cada coluna, hé
¢ (n) ndmeros primos com n e hd n — ¢ (n) nimeros que nao sao primos com 7n.

Logo, dos ng (m) nimeros primos com m, ha que descontar os ¢ (m) (n — ¢ (n)) nimeros que nao
s80 primos com n e que se encontram nas ¢ (m) colunas referidas.

Entao,

p (mn) = n (m) — ¢ (m) (n — ¢ (n)) = np (M) —np (M) + ¢ (m) ¢ (n) = ¢ (M) ¢ (n)

Ainda hd um processo mais facil:

Os ndmeros primos com m sao todos os elementos de ¢ (m) colunas.

Os nimeros primos com n sao todos os elementos de ¢ (n) colunas.

Entao, os elementos primos com m e com n sao os ¢ (m) ¢ (n) elementos que estao simultaneamente
em tais linhas e colunas.

Proposicao 14 Sejam ¢ a funcdo de Fuler, p um nidmero primo e n um nudmero natural. Entdo,
e @) =p""(p—1).

Demonstracgao
Se p é um niimero primo, entdo ¢ (p) =p—1=p° (p — 1).
Se p = 2, entdo ¢ (p") = ¢ (2") = 2"~ =271 (2 — 1), porque os nimeros menores que 2" e primos

com 2" sao todos os nimeros impares menores que 2" (1,3,...,2" —1).
Se p ¢ um ndmero primo fmpar e n maior que 1, os niumeros pertencentes ao conjunto {1,2,...,p"}
que nao sdo primos com p" sdo p,2p,...,p" ' x p. Entdo, ha p"~! nimeros pertencentes ao conjunto

{1,2,...,p"} que nao sdo primos com p".
Entao, ¢ (p") = p" ' (p - 1).
Estd, pois, terminada a demonstragao.

Corolario 15 Sejam a funcao de Fuler, p1,...,pr, k primos distintos dois a dois e aq,...,ar, k
niumeros naturais. Entao,

a1 —1

1
@ (Pt X o x pp*) =pP T (1 — 1) x - X PRt (pr — 1)
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Demonstracao
Os nimeros p1, ..., pr sao primos distintos dois a dois. Entao, p‘l’“,...,pz"“ sao primos entre si.
Entao,

@ (it > xpp) = e ) X x o (")

a1 —1

= pP (1 — 1) x - x P (pg — 1)

Proposicao 16 Sejam ¢ a funcio de Fuler, p um nimero primo e n um nudmero natural. Entdo,
e @) =p""(p—1).

Demonstracao
Se p é um niimero primo, entdo ¢ (p) =p — 1 =p° (p — 1).
Se p =2, entdo ¢ (p?) = p (2") = 2"~1 =27~ (2 — 1), porque os nimeros menores que 2" e primos

com 2" sdo todos os nimeros impares menores que 2" (ou seja, 1,3,...,2" — 1).
Se p é um ndmero primo fmpar e n maior que 1, os nimeros pertencentes ao conjunto {1,2,...,p"}
que ndo sdo primos com p" sdo p,2p,...,p" ' x p. Entdo, ha p"~! nimeros pertencentes ao conjunto

{1,2,...,p"} que nao sdo primos com p".
Entao, ¢ (p") =p" ! (p — 1).

Proposicao 17 Sejam ¢ a funcdo de Fuler, p um nimero primo e n um niumero natural. Entdo,
> p(d) =p".
dlp™
Demonstracao
Os divisores de p™ sao 1,p,...,p".
Entao,

D pd) = Zs@(p’“>=¢(1)+so(p)+---+s0(p")
d|p™ k=0

= 1+1(p—D+--+p"(p—1)

= 1+(@-1)(1+p+--+p")
pr—1

= 1+(p—-1)x —

=1+4+p" -1
_ n
= D
Nesta demonstracao utilizamos o facto de, excluida a primeira parcela, termos uma soma de termos
consecutivos duma progressao geométrica de primeiro termo 1 e razao p.
A demonstracdo podia ter sido feita por indugdo em n.

Proposicao 18 Sejam ¢ a fungao de Euler, k um ndmero natural, pi,...,px k primos distintos dois
a dois, a1, ..., qy, k nimeros naturais e my, = pi* x -+ X pp*. Entdo, Y ¢ (d) = my.
d|myg
Demonstracao

Pela proposicao anterior, sabemos que a presente proposicao é valida para k = 1. Suponhamos que
Proposig ) q p Proposi¢ p p q
a mesma é vilida para um natural k. Pretendemos mostrar que a afirmagao é vélida para k + 1.
: _ L« (672 Q1
Seja mgy1 = pyt X oo X ppf xp i .
Os divisores do nimero myy1 sdo os divisores de my multiplicados pelos divisores de pkﬂl, sendo

’ . (e} . ~ . .« .
estes ultimos 1, pg41, ..., pkﬁl, 0s quais sao primos com os divisores de my.
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Entao,

Y. el = Yo eldixdy)

d|mk+1 d1|mk/\d2|pZiJ{1

= Yo (p(d) x ¢ (do))

Ypt+1
k+1

= > eld)x Y p(d)

di|my dda|p, 1

= p‘lllx...xp‘k):kx Z o (da)

«@

dda|p, K11
_ (051 (678 ey
= P X...xpk ka—i—l

= Mg41

d1|mk/\d2|p

Estd, assim, terminada a demonstragao.

Coroldrio 19 Seja m um nimero natural. Entao, Y ¢ (d) =m.
dm
Demonstragao
O tnico caso que falta demonstrar é m = 1. Mas este caso é trivial, porque o unico divisor natural
delélep(l)=1

Proposicao 20 (Teorema de Wilson)
Seja p € N, um nimero primo. Entdo, (p —1)! = —1 (mod p).

Demonstragao

Sep=2temos (p—1)!=2-1)!'=1=1=—1(mod2).

Sep=3,temos (p— 1) =B -1)!=2=2=—1(mod3).

Se p > 3, associamos os factores 1 e p — 1 e procuramos associar os restantes factores de (p —1)!,
dois a dois, de modo que o produto de cada par de factores seja congruente com 1, médulo p. Se tal for
possivel, teremos que (p — 1)! = —1 (mod p).

Vejamos que essa associacao pode ser feita:

Consideremos um nuimero inteiro a, tal que 1 < a < p — 1. Como mdc (a,p) = 1, a congruéncia
linear az = 1 (mod p) tem solugdo tnica, pelo que existe um unico natural b, tal que 1 <b<p—1e
ab =1 (modp). Tal b tem de ser diferente de a, pois se fosse b = a, terfamos a? = 1 (mod p), congruéncia
esta que s6 tem as soluctes 1 e p— 1. Tal b tem de ser diferente de p— 1, pois se fosse b = p— 1, terfamos
ab=a(p—1) = —a(modp). Entdo, terfamos a = —1 (mod p) o que ¢ falso.

Entao, associamos a com b. Se p = 5, nada mais temos a fazer. Se p > 5, entao escolhemos um
elemento a1, tal que 1 < a1 < p—1, a1 # a e a1 # b. E, novamente, existe um unico natural by,
diferente de aj, tal que 1 < by < p—1 e a1by = 1(modp). Note-se que by # a e by # b, pois caso
contrério, a congruéncia linear ax = 1 (mod p) nao teria solu¢do tnica. Por isso os novos nimeros a
serem associados sao distintos dos anteriores.

Como p — 1 é um nimero par, o processo continua até esgotarmos todos os factores de (p — 1)!.

Finalmente, temos que (p —1)! = —1 x 1 x 1% = 1 (mod p).

Observacgao

a’>=1(modp) <= pla®—1 < pla+1)(a—1)
< pla+1Vpla+1
= = —1(modp) Va =1 (modp)



8 CAPITULO 1. CONGRUENCIAS LINEARES E CONGRUENCIAS QUADRATICAS

Proposicao 21 (Reciproco do Teorema de Wilson)

Sejam € N, tal gque m >1 e (m— 1) = —1(modm). Entdo, m é primo.
Demonstragao
Suponhamos que m > 1 e que m nao é primo e que (m —1)! = —1(modm). Entao, existe um

ndmero primo p, tal que p divide m. Tal p é menor que m, pelo que p é um dos factores de (m — 1)!.
Além disso m divide (m — 1)! + 1 e p serd um divisor de (m — 1)! + 1. Logo, p dividiria 1, o que nao
pode acontecer. Entao, se m > 1e (m — 1) = —1 (modm), é absurdo supor que m nao é primo.

Coroldrio 22 Seja p um nimero primo tal que p = 1 (mod4). Entdo a congruéncia x> = —1 (mod p)

admite a solugdo %!.

Demonstracao
Pelas proposicoes anteriores, sabemos que (p — 1)! = —1 (mod p).
Como p = 1 (mod4), existe um nmimero natural n, tal que p = 4n + 1. Entao,

p—D!'=0M“n)! = I1x2x---x2n—1)x(2n)x (2n+1) X --- x (4n) (mod p)
Ix2x--x(2n—1)x (2n) x (=2n) X (=2n+1) x -+ x (=2) x (=1) (mod p)
12 % 22 x - x (2n — 1) x (2n)? x (—1)*" (mod p)
(1x2x---x(2n))* (modp)
= ((2n))* (modp)
Entdo, ((2n)!)> = —1 (modp). Logo, a congruéncia quadratica x
(2n)!, ou seja,ipg—l!.

E claro que — (%‘) também é solucao da mesma congruéncia quadratica.

X
X

2 = —1(modp) admite a solugao

Proposicao 23 Proposi¢ao (Teorema de Euler-Fermat)
Sejam ¢ a fungio de Fuler, m um nimero natural e a € 7, tais que mdc(a,m) = 1. Entao,
a?(™ =1 (modm).

Demonstracgao
Seja R = {a:l, T2y ... ,xw(m)} um sistema residual reduzido, médulo m.
Seja S = {a:rl, a2, ..., AT () ¢ Vejamos que S também é um sistema residual reduzido, médulo

m:
Suponhamos que az; = azx; (modm). Entao, m divide ax;—ax;, ou seja, m divide a (z;—x;). Mas,
como m é primo com a, m divide x;—x;, donde se conclui que z; = z; (modm) e, portanto, que z;=zx;.
Entao os elementos de S sao mutuamente incongruentes, médulo m, pelo que S é um sistema residual
reduzido, médulo m.
Entao, cada elemento de S é congruente, médulo m, com um elemento de R.
Logo, T1T2+* Ty(m) = aT10T2 " ATy () (Modm) e, uma vez que x1,Z2,. . ., Ty(m) SA0 primos com
m, temos que 1 = a¥(™ (modm).

Coroldrio 24 (Teorema de Fermat)
Sejam p € N um niimero primo e a € Z, tais que p nio divide a. Entdo, a?~! =1 (modp).
Demonstragao

Consequéncia imediata do coroldrio anterior, pois mdc (a,p) =1 e ¢ (p) =p — 1.

Coroldrio 25 Seja p € N um niumero primo e seja a € Z. Entdo, aP? = a (mod p).
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Demonstragao

Se p divide a, entdao a? = 0 = a (mod p).

Se p nao divide a, entdo a?~! = 1 (mod p), donde se conclui que a? = a (mod p).
Estd, assim, terminada a demonstragao.

Definigao 26 Sejam m um inteiro positivo e a € Z, tais que mdc (a,m) = 1. Ao menor inteiro positivo
t, tal que a' = 1 (mod m), chama-se ordem de a relativamente ao mddulo m e tal niimero t é representado
por ord, (m).

Observagao
O numero ¢t = ord, (m), referido na definigdo anterior, existe necessariamente, uma vez que temos
a?™) =1 (modm).

Proposigao 27 Sejam m um inteiro positivo e a € Z, tais que mdc (a,m) = 1. Seja ¢ a funcao de
Euler. Entao, ord, (m) é um divisor de ¢ (m).

Demonstragao

Seja d = ord, (m). E claro que d < ¢ (m) e a® = 1(modm). Dividida-se ¢ (m) por d. Entéo,
existem nimeros inteiros nao negativos ¢ e r, tais que ¢ (m) = dg +r, com 0 < r < d.

Entdo, 1 = a?™ = q%*" = (a?)? x a" = (1)? x a” = a” (modm). Entdo, r = 0, uma vez que
0<r<d.

Logo, ord, (m) é um divisor de ¢ (m).

d

Defini¢ao 28 Sejam ¢ a fungao de Euler, m um nimero natural e a € Z, tais que mdc (a,m) = 1. Se
ord, (m) = ¢ (m), diz-se que a é uma raiz primitiva mdédulo m, ou que a é uma raiz primitiva de m.

Proposicao 29 Seja m um nimero natural e seja 1 a aplicagio de N em Ny, tal que 1 (n) é o nimero

de elementos de {1,2,...,m} que tém ordem n, relativamente ao mddulo m. Entio, . 1 (d) = ¢ (m).
dl(m)
Demonstragao
No conjunto {1,2,...,m} hd ¢ (m) elementos primos com a. Cada um desses elementos tem uma

ordem que ¢ um divisor de ¢ (m), sendo que cada elemento ¢ "contado"por ¥, uma e uma sé vez, quando
d percorre os divisores de ¢ (m).
Logo, > % (d)=¢(m).
dlip(m) ' .
Note-se que sé definimos ordem de um ndmero, relativamente ao médulo m, se esse nimero for

primo com m.

Exemplo 30 Seja m = 8. Os mimeros naturais menores ou iguais a 8 que sdo primos com 8 sdo 1, 3,
5 e 7, tendo-se 32 =52 =72 = 1 (mod 8).

Entao ¢ (8) =4, ¢ (1) =1,v(2) =3 ey (4) =0.

Logo, ¥ (1) + ¢ (2)+v(4) =1+3+0=4=¢(8).

Se m =9, temos que ¢ (m) = ¢ (9) = 6, sendo que os divisores de 6 sao os niumeros 1, 2, 3 e 6.

Note-se que 26 = 43 = 56 = 73 = 82 = 1(mod9), sendo os expoentes anteriores os expoentes
positivos minimos para se obter um nimero congruente com 1, médulo 9.

Entao, ¥ (1) +¢(2)+¢(3)=14+1+2+2=6=¢(9).

Corolédrio 31 Seja p um nimero primo. Entdo, com as notagoes anteriores, temos:

Y od=p-1le ¥ ¢¥(d)=p—1.

dlp—1 dlp—1
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Demonstracao
A primeira igualdade resulta imediatamente de > ¢ (d) = m, substituindo m por p, uma vez que
dle(m)
() =p-1
A segunda igualdade resulta de > 1 (d) = ¢ (m), fazendo m = p, ja que ¢ (p) =p — 1.

dlip(m)

Proposigao 32 Seja p um nimero primo. Entao, com as notagoes anteriores, temos ¥ (d) = ¢ (d),
para qualquer divisor d de p — 1.

Demonstracao

Seja d um divisor de p — 1, tal que ¥ (d) > 0. Entao, existe um elemento x, primo com p, de
ordem d. Vejamos que z, 22, ..., 2% sio mutuamente incongruentes, médulo p, e satisfazem a condicio
y? =1 (mod p):

Sejam r e s, dois nimeros naturais tais que 1 <r < s e z" = z° (mod p).

Entao, 2°7" = 1 (mod p), tendo-se 0 < s — r < d, pelo que tem de ser s —r = 0, uma vez que d é a
ordem de .

Logo, 7 = s, 0 que prova que os niimeros x, z2, ..., z% sdo mutuamente incongruentes, médulo p.

E claro que (wr)d =" = (wd)T = 1" =1 (mod p), qualquer que seja o nimero natural n.

Como p é primo, a congruéncia y® = 1 (mod p) ndo pode ter mais do que d solu¢des mutuamente
incongruentes, médulo p. Entao, um elemento de ordem d, tem de ser congruente com um dos nimeros
z, 2%, ...zt

Vamos, agora, provar que a ordem de z" é d, se e s6 se, r ¢ um ndmero primo com d:

Suponhamos que r é primo com d e que (z")" = 1 (mod p). Entdo, 2" = 1 (mod p), pelo que d é um
divisor de rt. Mas, como d é primo com r, entao d ¢ um divisor de t. Logo, a ordem de z" ¢é d.

Suponhamos que r nao é primo com d. Entao, existe um nimero primo ¢, tal que ¢ divide r e q
rd

r\d
divide d. Entao, (a:T)g =g = (aﬁ) = 1 (mod p), pelo que a ordem de z" nao é d.

E agora, podemos afirmar que entre z, 22, ..., z% hd, exactamente, ¢ (d) nimeros que tém ordem d,

o que prova que se ¥ (d) > 0, entao ¢ (d) = ¢ (d).
E,como 5 ¢(d)=p—1le > ¢(d)=p—

d|p—1 d|p—1

1, entao nao pode ser ¥ (d) = 0, para nenhum divisor

ddep—1.
Entao, ¢ (d) = ¢ (d), para qualquer divisor d de p — 1.

Corolario 33 Seja p um nidmero primo. Entdo, existe um nidmero inteiro x, tal que x tem ordem p—1.
Mais precisamente, existem ¢ (p — 1) inteiros de ordem p — 1 e mutuamente incongruentes, mddulo p.

Demonstracao
Da proposicao anterior, resulta que ¢ (p — 1) = ¢ (p — 1) > 0, o que termina a demonstragao.

Lema 34 Sejam m,n dois inteiros tais que m > 2, n > 2 e mdc (m,n) = 1. Entdo, mn ndao admite
raiz primitiva.
Demonstragao
Suponhamos que m > 2, n > 2 e mdc(m,n) = 1. Entdo, ¢ (m) e ¢ (n) sao pares, pelo que
mme (¢ (m) ¢ (n)) < ¢ (m) x ¢ (n) = ¢ (mn).
Seja b € Z, tal que mdc (mn,b) = 1. Entao:
mdc (mn,b) =1 = mdc(m,b) =mdc(n,b) =1
— ¥ =1 (modm) A b¥™ =1 (modn)
—

bmmc(cp(m),ﬂo(n)) =1 (mOd mn)
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Logo, b nao é raiz primitiva de mn. Como b pode ser qualquer niimero primo com mn, entao mn
nao admite raiz primitiva.

Lema 35 Seja k um ndmero natural maior que 2 e seja b um nimero inteiro impar.
Entao, =1 (mod 2"3).

Demonstragao

A demonstracao faz-se por inducao em k. Observemos que, se b é impar, existe r € Z, tal que
b=2r+1.

Fazendo k = 3, obtemos b?* = 1(mod8) que é uma proposicao verdadeira, pois 12 = 32
72 (mod 8).

Hipétese de indugao: b2~ =1 (mod 2’“)

Tese: b2 ' =1 (mod 2"1). Ora,

A <mod 2’“)

11l

(@
[\

Il

v =1 +ax2¥aeZ

_9\ 2 2
(62'c 2) :(1+ax2k> L0 EL
b= pax 2P 4 02 x 2% aeZ
V' ol ax 2P a2 x okt okl e
=1 (mod 2k+1)

FEE i

Estd, assim, terminada a demonstracao.
Lema 36 Seja k um numero natural maior que 2. Entdo, 28 nao admite raiz primitiva.

Demonstracgao

Pelo lema anterior, se b ¢ um nimero impar, entao b2 =1 (mod 2’“), pelo que a ordem de b ¢
menor ou igual a 2872, Por outro lado, temos ¢ (2’“) = 2F=1 Logo, a ordem de b, relativamente a 2%, é
menor que ¢ (Qk) Logo, 2¥ nao admite raiz primitiva. Note-se que nenhum nimero par é primo com
2k com k > 2.

Lema 37 Seja p € N um nimero primo fmpar. Entdo, p admite uma raiz primitiva g, tal que gP~' #
1 (modp2).

Demonstragao
Ja vimos que todo o primo p admite uma raiz primitiva h.
Se k=1 £ 1 (modpz), entdo g = h.
Se P~ =1 (mod p2) ,, consideramos g = h+p, que ainda é raiz primitiva de p. Agora, vamos provar
que (h+p)" L #£1 (mod p?). Ora,
p—1

-1

_ ~1 5 ~1

gpfl — (h +p)p 1_ Z (p . >hp1kpk: — hpfl + (p _ 1) hp72p+ Z (p . )hplkpk
k=0 k=2

Logo,
p—1 1
@t = iy (p-1)RP 2+ Z (p i )hp_l_kpk (modpQ)
k=2

= 1+(p-1hr"2p (modp2)
1+ p?hP=2 — php=2 (modpg)
1—hP%p (modpQ)



12 CAPITULO 1. CONGRUENCIAS LINEARES E CONGRUENCIAS QUADRATICAS

Entdo, gP~1 # 1 (modp2), pois se g1 =1 (modpz), entdo p dividia A?~2, donde p dividia h. Mas,
entao, h nao era raiz primitiva de p.
Estd, assim terminada a demonstracao deste lema.

Lema 38 Seja p € N um nimero primo fmpar. Seja g uma raiz primitiva de P, tal que gP~1 #
1 (modp ) Entao, para cada nimero inteiro k, tal que k > 2, verifica-se que g(p Dp ;é 1 (modp )

Demonstracao

Se k = 2, entdo obtemos gP~1 # 1 (modpQ) que ¢é a hipétese deste lema (e que estd de acordo com
o lema anterior).

Hipoétese de 1ndu(;a0 gP—p ;7é 1 (modp )

Tese: ¢P—Dp ;é 1 (modpk‘H)

Como mdc (g,p) = 1, uma vez que g é uma raiz primitiva de p, entdo mdc (g,pkfl) =1, para k > 2.

Como ¢ (pF1) = (p— 1) p*~2, entiio g?(*" ") = g®=DF*"* = 1 (mod pt1)

Logo, existe um inteiro a, tal que g(p_l)pkf2 =1+ apFL

Vejamos que mdc (a,p) = 1:

Se fosse mdc (a p) = p, terfamos a = agp, para certo inteiro ag.

Entao, g(p Dt g 4 aoppt 1 =1+ agp” = (mod pk), o que contradiz a hipétese de indugao.
Logo, mdc (a,p) = 1.
Entao:
p p
<g(p 1)pk— 2) _ (1—i—apk_1> —14+app+ <12’>a2p2k—2+m
-1
_ 1+apk+p(p2 )a2p2k—2+“_
-1
_ 1+ap+ 5 a2p?l g
Logo,

o\ P - 1
(Q(pfl)pk 2) =g OP" g p— 5 a?p?l .
Logo, g(p_l)pk*1 =1+ apF (modpk+1) Zz1 (modpk+1), porque, como vimos, mdc (a,p) = 1.
Lema 39 Sejap € N um primo impar. Entdo, para cada natural k, temos que p* admite raiz primitiva.

Demonstragao

Seja g uma raiz primitiva de p, tal que g~ # 1 (mod pz). Vejamos que g ¢é raiz primitiva de p*,
para qualquer numero natural k.

Para k = 1, temos que g é uma raiz primitiva de p.

Suponhamos que k£ > 2. Entéo, temos ¢ (pk) =(p—1)pFt

Seja t a ordem de g, relativamente ao médulo p*. Entdo, ¢t = 1 (mod pk) e t € um divisor de
(p — 1) p*~L. Logo, existe um inteiro z, tal que tz = (p — 1) p*~L.

Por outro lado, de ¢! =1 (modpk), vem g' = 1 (mod p), pelo que ¢ ¢ um miiltiplo da ordem de g,
relativamente ao médulo p. Mas, como g é raiz primitiva de p, temos que ¢ é um multiplo de p — 1.
Logo, existe um inteiro r, tal que t = r (p — 1).

Entdo, tz = (p—1)p* et =r(p—1). Entdo, zr (p — 1) = (p — 1) p*~1, pelo que zr = p

Entao, r ¢ uma poténcia de p, isto é, r = p*, com 0 < a < k — 1.

Entao, t=(p—1)p* com 0 < a<k—1.

k—1
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Suponhamos que 0 < o < k — 2. Entao, g(p_l)pki2 =1 (modpk), porque (p — 1) p*~2 ¢ um muiltiplo
de t.

Mas este resultado contradiz o lema anterior. Entao, é absurdo supor que t = (p — 1) p®, com
0<a<k—2 Entdo, t=(p—1)p* L

Logo, ¢ é raiz primitiva de p¥, para qualquer nimero natural k.

Lema 40 Seja p um primo impar. Entdo, para cada natural k, temos que 2pF admite raiz primitiva.

Demonstragao

Seja g uma raiz primitiva de p. Se g é par, temos que g + p é uma raiz primitiva impar de p. Logo,
podemos supor, sem perda de generalidade, que g é uma raiz primitiva impar de p.

Mas se ¢° = (mod 2pk), entao g° =1 (modpk).

E, reciprocamente, se g° = 1 (mod pk), com g impar, entao g° = 1 (mod 2), pelo que ¢* = (mod 2p"7).

Logo, se g é fmpar, entao ¢g° =1 (modpk) seesése g’ =1 (mod 2pk).

Entdo, com g impar, a ordem de ¢ ¢ a mesma para os médulos p* e 2p”.

Como ¢ (pk) = (pk) e g é raiz primitiva (impar) de p*, entdo g € raiz primitiva de 20"

Proposigao 41 Teorema das raizes primitivas
Os nimeros naturais que admitem raizes primitivas sao 1, 2, 4, pF e 2pF, com k € N e p um primo
impar.

Demonstragao

E fécil verificar que, por exemplo, 3 é raiz primitiva de 1, 2 e 4.

Os nimeros da forma p* e 2p¥ (com k& € N e p um primo fmpar) admitem raiz primitiva, como
acabdmos de provar.

Os restantes nimeros, ou sao uma poténcia de 2 maior que 4 e, como jd provimos, nao admitem
raiz primitiva, ou podem decompor-se num produto de dois mimeros primos entre si e maiores que 2 e,
por isso, também, nao admitem raiz primitiva.

1.2 Congruéncias Quadraticas

Defini¢ao 42 Sejam p € N e a € Z, tais que mdc (a,p) = 1 e p é primo fmpar. Dizemos que a é

restduo quadratico, mddulo p, se existir x € Z, tal que z* = a (modp). Dizemos que a é residuo ndo

quadrdtico, mdédulo p, se ndo existir v € 7Z, tal que 2> = a(modp). Se mdc (a,p) = p, entio a ndo

z -

é residuo quadratico, nem é residuo ndao quadrdtico, mdédulo p. Daqui em diante, representaremos o
conjunto dos nimeros primos por P.

a

Definicao 43 Sejam a € Z e p um primo fmpar. O simbolo de Legendre (—) define-se do seguinte

p
modo:

0 <~ p divide a

(%) = 1 <= a € residuo quadrdtico, mddulo p

—1 <= a é residuo nao quadrdtico, mddulo p
Definigao 44 Sejam pi,...,pr primos impares nao necessariamente distintos e a € Z. O simbolo de
Jacobi (pl.(.l.pk) é definido por (p%) X - X (ﬁ), isto é, o stmbolo de Jacobi é um produto de simbolos de
Legendre.

Proposicao 45 Sejam p € P e a € Z, tais que mdc(a,p) = 1 e p é impar. Entdo, sao vdlidas as
sequintes propriedades:
—1
Se a é residuo quadrdtico, mddulo p, entdo T =1 (mod p).

—1
Se a é residuo nao quadrdtico, mdédulo p, entdo T =1 (mod p).
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Demonstracao

Suponhamos que a ¢ residuo quadratico médulo p. Entdo existe x € Z, tal que 22 = a (mod p).

Entdo a*7 = (3:2)%1 = zP~! =1 (mod p), porque mdc (z,p) = 1.

Suponhamos, agora, que a é residuo nao quadratico médulo p.

Entao, pelo Teorema de Wilson, temos (p — 1)! = —1 (mod p).

Logo, 1 x2x ---x (p—1) = —1(modp).

Como p é impar, o nimero de factores do produto anterior é par, pelo que podemos associd-los dois
a dois, da seguinte maneira:

Seja i € {1,2,...,p—1}. Como a congruéncia iX = a(modp) tem solu¢do ndo congruente com
zero, entdo, existe j € {1,2,...,p — 1}, tal que ij = a (mod p). Se fosse i = j, terfamos i?> = a (mod p),
o que contradiz a hipétese de que a é residuo nao quadratico médulo p. Logo i # j.

Entao, no produto 1 x 2 x --- x (p — 1), associamos i com j.

Se p > 5, ainda h& outros factores para associar.

Seja iy € {1,2,...,p— 1}, com i1 # i e i1 # j. Entao existe 71 {1,2,...,p — 1} tal que j1 # i1 e
i171 = a (mod p).

Além disso, j1 # i e j1 # j, pois se, por exemplo, fosse j; = 4, terfamos ij = a (mod p) e i1j1 = i1 =
a (mod p), donde se concluia que ii; = ij (mod p), pelo que i1 = j (mod p). Entao, seria i; = j, contra
a hipdtese i1 # j.

Analogamente se mostrava que ji; # j.

Entao, no produto 1 x 2 x --- x (p — 1), associamos i1 com jj.

A repetigao deste raciocinio mostra-nos que os factores de 1 x 2 x - -+ X (p — 1) podem ser associados
aos pares, de modo que o produto de cada dois factores seja congruente com a, médulo p.

Logo, T = 1x2x- - x (p—1)=—1(modp).

Desta proposicao resultam imediatamente os seguintes coroldrios:

Coroldrio 46 Sejam p € P e a € Z, tais que mdc (a,p) =1 e p é impar. Entdo, (%) = o7 (mod p).
Coroldrio 47 Sejam p € P e a € Z, tais que mdc (a,p) = 1 e p é impar. Sao vdlidas as sequintes
propriedades:

-1
1. SeaT =-1 (modp), entao a é um residuo nio quadrdatico, médulo p.

2. Sed™™ =1 (modp), entdo a é um residuo quadrdtico, mddulo p.

Exemplo 48 Consideremos a=7,b=13 ep = 17.

Ora, 7> =49 = 15 = —2 (mod 17), pelo que 7¢ = (—2)4 =16 = —1 (mod 17). Entao, 7 é um residuo
nao quadréatico, médulo p.
Por outro lado, 138 = (—4)® = 4% — 2 (mod 17)

Proposicao 49 Seja p um nidmero primo impar. Entdo:
1. O produto de dois residuos quadrdticos, mddulo p é um residuo quadrdtico, mdédulo p.

2. O produto de dois residuos ndo quadrdticos, mdédulo p é um residuo quadrdtico, mddulo p.

3. O produto de um residuo quadrdtico, mddulo p, por um residuo nao quadrdtico, médulo p, é um
restduo nao quadrdtico, modulo p.
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Demonstragao

-1 p—1

1. Sejam a,b € 7Z, dois residuos quadraticos, médulo p. Entao, T =1=b" (mod p).

Logo:

Logo, ab é um residuo quadréatico, médulo p.

2. Sejam a,b € Z, dois residuos nao quadraticos, médulo p. Entao:
p—1 p—1

(ab)%1 =az xbz =(-1)x(-1)=1(modp)

Logo, ab é um residuo quadréatico, médulo p.

3. Sejam a,b € Z, tais que a é um residuo quadratico, médulo p, e b é um residuo nao quadrético,
moédulo p.

Entéuo,(ab)p_gl —a"T xbFT =1x (—1) = —1 (mod p)

Logo, ab é um residuo nao quadrético, médulo p.

Coroléario 50 Seja p um primo impar e sejam a,b € Z. Entdo o stmbolo de Legendre (a—b) é dado por

() = @) x (). '

Demonstragao
Se a =0V b=0(modp), entdo ab =0 (modp) e (%’) =0= (%) X (%).
Se ab # 0 (mod p), entao (%’) = (%) X (]—l;) é uma consequéncia imediata da proposi¢ao anterior.

Corolédrio 51 Seja p um ndmero primo. O nimero inteiro —1 é residuo quadrdtico, mddulo p, se e sé
se, p=2 oup=1(mod4).

Demonstragao

1. Suponhamos que p = 2. Entdo, 12 = —1 (mod 2), donde —1 ¢ um residuo quadratico, médulo 2.

—1
2. Se p =1 (mod4), entdo (_71) = (—1)% (modp) = 1 (mod p), uma vez que % ¢ um numero par.

Entao, —1 é um residuo quadrético, médulo p.
-1
3. Se p = 3(mod4), entao (*71) = (—1)pT (modp) = —1 (mod p), uma vez que %1 ¢ um numero
ifmpar.

Entao, —1 é um residuo nao quadrético, médulo p.

Proposicao 52 Sejam p1,...,pr primos impares nao necessariamente distintos e seja a € Z. Se o

stmbolo de Jacobi de a, relativamente ao produto py ...pr é —1, isto é, se tivermos (pl.‘.l.pk) = —1, entdo

ndo existe nenhum inteiro , tal que x> = a (modpy . . . Dk)-

Se o simbolo de Jacobi de a, relativamente ao produto p;...pg é 1, entdo nada se pode concluir
sobre a existéncia dum inteiro x, tal que 22 = a (modpy ...pg).
Demonstragao

Se (pl.‘fpk) = —1, entdo existe j € {1,2,...,k}, tal que (%) =—1.
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Logo ndo existe nenhum inteiro z, tal que 22 = a (mod pj), pelo que também nao existe nenhum
inteiro z, tal que 22 = a (mod p; ... pg).

Quanto a segunda parte da proposicao, basta-nos verificar que (33< 5) = (%) X (%) =(-1)x(-1) =
nio existe nenhum inteiro , tal que 2 = 2 (mod 15), enquanto que, por outro lado, (m) (%) X (%) =
1 x 1 =1 e existe um inteiro z, tal que z? = 4 (mod 15), uma vez que 22 = 4 (mod 15).

Dito de outra forma, se um produto de dois ou mais mimeros inteiros é 1, ndo podemos concluir que
todos os inteiros sejam iguais a 1.

Proposicao 53 Sao vdlidas as sequintes propriedades do simbolo de Jacobi:

(&) x @

2. Sejam a,b,c € Z, com b,c impares, b > 1 e ¢ > 1. Entao (1) = (%) X (ﬂ)

be cl’

1. Sejam a,b,c € Z, com ¢ impar e ¢ > 1. Entao (%b) =

Demonstracao

1. Se ¢ & primo, o resultado é imediato.

Se ¢ é fmpar e nao é primo, entao ¢ € um produto de primos impares, digamos ¢ = p; ...p,, com

) - ())&
WANCNMENG
() () () -
()G
50

2. Suponhamos que b = ¢1...¢¢ e c = p1...pp,comt > 1, 7> 1e q,...,q,P1,---,Pr Primos
fmpares. Entao:

) = o) = ) o )G ()
=) )60

Estd, assim, terminada a demonstragao.

()

Qe

Proposicao 54 Lema de Gauss

Sejam p um primo impar e b € Z, tal que mdc (b,p) = 1. Consideremos os conjuntos S =
{b,?b,...,p;—lb} eS = {Rl,...,Rn,rl,...,rE_n} tais que S" C{1,2,...,p — 1} e em que cada ele-
2
mento de S' é congruente, mdédulo p, com um elemento de S, sendo Ry, ..., Ry > % ery, ... ,rp-1 <L,
2

Entao, (z%) =(-1)".
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Demonstragao

Seja S1 = {p— Rl,...,p—Rn,’l"l,...,’l"%lin}.

Todos os elementos de 51 sdo inteiros positivos menores que £.

Como mdc (b,p) = 1, temos que os elementos de S sdo incongruentes, médulo p, o0 mesmo aconte-
cendo com os elementos de 5.

Logo, os nimeros p — R1,...,p — R, sdo incongruentes, médulo p, o mesmo acontecendo com os

numeros 71, ..., p=1__.
B) n

Suponhamos que p — R; = r;, para certos inteiros 7,j taisque 1 <i<nel <j < pT - n.

Entdo, R; + r; = 0(modp), pelo que existiam inteiros k, [ tais que 1 < k < pT7 1 <1< p—gl e
kb+1b=0(modp). Entao, (k+1)b= 0 (modp), donde vem k + [ = 0 (mod p), o que & 1mpossfvel, pois
temos 2 < k+1<p-—1.

Entao, os elementos de S’ sao mutuamente incongruentes, médulo p. Entao, em Sy, hé % elementos
distintos pertencentes ao conjunto {1, 2,..., pT} pelo que S1 = {1, 2,..., %}
Logo,

Rlx"‘XRnXTl,"'XTP_—l,n = bx2bx---X
2

Por outro lado, temos

1
T
L
3
—
=
|
=
X
—
bﬁ
B
o
(oW
=

Ry X -+ X Ry Xry,- - Xrpa
2

Il
0
—_
~—
3
X
7 N\
i
||
—_
N———
—
=
o
o,
S
~—

pT>. = )" <%>! (mod p).
Entao, b = (=1)™ (mod p). Mas, b"z T (%) (mod p).
Entao, (I—l;) = (—1)" (mod p). Logo, (—) —1)", porque p é um primo fmpar.
Note-se que, para p =2, a concluséo anterior nao seria valida.

Das condigoes anteriores vem que brT <

Proposicao 55 Sejam p um primo impar e b € Z tais que mdc (b,2p) = 1. Entdo (]—l;) = (=1, com
p 1

Z L%J lembrando-se que |x| representa o maior inteiro nao superior a x.

Demonstragao
Seja ke N, tal que 1 < k < Pg—l Efectuando a divisao inteira de kb por p, obtemos kb = pgy + 77, ,

coml1<r,<p—legq= Lkbj SejaS’:{rfg: 1§k§%1}.
Suponhamos que 7} = r , para certos inteiros ¢, j com ¢,j € {1,2, ce %1} Entao:
ri=r; = ib—pg = jb—pg; = ib= jb(modp)
— i=j(modp) = i=7j

Entao, os elementos de S’ sao todos distintos.
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Ora, os elementos de S’ dividem-se em dois grupos: uns sao maiores que £, enquanto outros sao
4
menores que 5.

De modo andlogo & demonstrac¢ao da proposi¢ao anterior, temos S’ = {Rl, R S N S T ,rp__l_n},
2

—1
comRy,...,R, > %erl,...,rpT_l_n<§eSlz {p—Rl,...,p—Rn,rl,...,rpT_l_n} :{1,2,...,7)7}.
Entao:

p—1 p—1 p—1
2 2 2
bY ko= D bk=D (pa+7i) ZMHZW
k=1 k=1 k=1
23t n bt —n 2t n bt —n
= pZQk-FZRH- Z rj IPZ% +Z(2Ri —p+p—Ri)+ Z T
k=1 i=1 j=1 k=1 i=1 j=1
= p=1_,
2 n n 2
= pY ak+Y QRi-p)+ > (p—R)+ >
k=1 i=1 i=1 j=1
p—1
2 n
= PY a2y Ri- ZP+Zk
k=1 i=1 i=1
pfl pfl pfl
Entao, (b—l)Zk quk+22R Zp,dondevem(b—l) —quk+2ZR—np.
k=1 k=1 =1 =1 k=1 =1
Como b — 1 é par, o primeiro membro é par.
p=1 p=1
2 2
Entao, Y ¢z —n =0(mod2), donde vem n = ) ¢ (mod 2).
k=1 k=1
Mas, como demonstrado na proposicao anterior, temos (z%) =(-1)".
p—1 p—1
2 2
Entao, (I—l;) =(-1)"=(-D" comt=> qp = L%J.
k=1 k=1

Proposicao 56 Lei da reciprocidade quadrdtica de Gauss

— -1
Sejam p e q dois primos impares distintos. Entdo (g) X (%) = (—1)pTXqT.
Demonstragao
Seja T = { (@,y) € N 1§x§EA1§y§ﬂi}.
Entao, temos T' C [1, %} X [1, qT} havendo, em T, 251 x =1 elementos, isto é, |T| = p—;l X Q;Zl.

Sejam T = {(x,y) eT:y< %x} eTh = {(x,y) eT:z< %y}.
Entao T'="T, UT5 e, como p e q sao primos distintos, T1 e T5 sao disjuntos.
Consideremos o conjunto 77. Se fixarmos z, com 1 < x < %, temos que o nimero de valores de y,
de modo que (z,y) € T', ¢ | 12].
p—1 q*l

2
Entao, |T1| = > L%J e, analogamente, |Ty| = Z ij
r=1 y=1
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Logo,
p=1 a1
p—1 q-1 gz Py
T = |T1| + | T3] 5 X ZLPJJrZLqJ
r=1 y=1
— ()T = (- (1)

= () 0)- ()

Observe-se que, conforme verificdimos na proposicao anterior, temos (—1)|T1| = (%) e (—1)|T2‘ = (]—;).

Corolario 57 Sejam p e q dois nimeros primos impares distintos. Entao, sdo vdlidas as sequintes
propriedades:

1. Se p=q=3(mod4), entio (%) = —(g).

2. Sep=1(mod4) ou g =1(mod4), entio (%) = —(g).

Demonstragao

1. Se p =¢q = 3 (mod 4), entao existem nimeros inteiros r e s tais que p =4r +3 e ¢ = 4s + 3.
Entéo ( ) ( ) _qu _ (_1)47‘+2371><45+2371 _ (_1)(2T+1)(28+1) _ _1
Logo, (}) = —(5)-

2. Se p=1(mod4) ou g =1 (mod4), entdo %1 X gg—l ¢ um ndmero par, pelo que (2) x (%) = 1.

Logo, (%) = (]—;).

2_1
Proposigao 58 Seja p um nimero primo impar. Entdo, (%) = (—1)%

Demonstragao

1. Se p = 4t+1, para certo inteiro t, de acordo com o lema de Gauss, temos S = 5" = {2,4,...,p— 1},
pelo que hd, em S’, t elementos maiores que £. Logo, (%) = (—l)t.

Mas, ngl _ (p+1)8(p—1) _ (4t+§)(4t) = (2t+1)¢.
2

Entdio, (—1)"5 = (-1 = (-1) x (-1)' = (-1)f = ().

2. Se p =4t + 3, com t inteiro, temos S =S = {2.4,...,p— 1} ={2,4 4t + 2} pelo que ha, em
S’, t + 1 elementos maiores que g. Logo, pelo lema de Gauss, ( )

Mas, 2L = Do) _ G2 _ 9p 4 1) (44 1),

|

2_1

~ 1 2
Entao, (_1) T _ (_1)(2t+1)(t+1) _ (_1)2t % (_1)t+1 _ (_1)t+1 _ (%)

b2-1
Proposicao 59 Seja b um ndmero natural impar maior que 1. Entdo (%) =(-1)38
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Demonstracao

. . ; - 2 2 2,2
Comecemos por provar que, se m e n sao inteiros fmpares, entao 4 L 3 l=—m = 1 (mod 2).

Se m e n sdo nimeros inteiros impares, entdo m = 2x + 1 e n = 2y + 1, para certos inteiros x e y.
m2—1 _ (2241)°—1 _ 44244 _ 2242
8 8 - T8,

n?—1

€ Z. Analogamente, "= € Z.
Se m e n sdo fmpares, entdo, m? = 1 (mod 8) e n? =1 (mod 8).

Ora,

Entao,

m? =1(mod8) An®>=1(mod8) = m?—1=0(mod8)An?—1=0(mod8)
= (m*-1)(n®*—1) =0(mod64)
—  m?n? —m? —n?+1=0(mod64)
— m?n? —1=m?+n? - 2(mod 64)
m*n?—-1_m?-1 n?2-1
= d
= S S + S (mod 8)

m2n2 —1 m2—1 n?2-1

!

(mod 2)

oo
oo

Passemos, agora, a demonstracao propriamente dita:

19 caso: Suponhamos que b é primo, digamos b = p.
p2-1
Entéo, pela proposi¢ao anterior, (%) =(-1)"3

2° caso: Suponhamos que b é um produto de dois primos, digamos b = pq. Entao,

) - B)-Q-@-cr o

2 2 2 2 2
—1 —1 -1 b -1
p %,q P q

= ()T = )T = ()F

E agora, por inducdo no nimero de primos em que se decompée b, é facil provar o resultado pre-
tendido.

Exemplo 60 Cdlculo do simbolo de Legendre:

) - () )-3)-65)- ()

Observagoes:

1. —1890 = 29 (mod 101), pelo que (=L8%0) — (22)
2. 29 = 1(mod4), pelo que (&) = (4F)
3. 101 = 14 (mod 29)

4. 29 = 1(mod 4), pelo que (&) = (2)



1.2. CONGRUENCIAS QUADRATICAS 21

Outra maneira

() - (e )2 (-2 ()
= T <ﬁ> (101) . (1_(§1>
o ). (3. (3
04

= —1x (—1)32T71 x1x(=1)x <§>

)

Proposicao 61 Sejam n um nimero natural e ¢ um primo tal que ¢ = 3 (mod 4). Se q divide n, entdo
nao existem inteiros x e y, tais que mdc (z,y) =1 en = z? + y2. Em particular, se n é wm nimero
natural tal que n = 3 (mod 4), entdo n ndo pode ser escrito como soma de dois quadrados.

Demonstragao

Suponhamos que mdc (z,y) = 1. Suponhamos, com vista a um absurdo, que n = x? + y2, para
certos inteiros = e y.

Como q divide n, terfamos 22 + y2 = 0 (mod q).

Se ¢ dividisse z, entao ¢ dividia y e reciprocamente, pelo que ¢ dividia mdc (x,y), o que é absurdo,
pois mdc (z,y) = 1.

Entao ¢ nao divide x nem ¢ divide y.

Entdo, pelo Teorema de Fermat, temos 29! = 1 (mod q).

Mas:

297! = 1 (mod q) yz? ! =y (mod q)

zyz?? = y (mod q)

$2y2w2q 4 = 42 (mod q)

x? 4 w2y2x2q 4 = 22 + ¢* (mod q)
z? (14 y*2?7*) = 0 (mod q)
1+ %227 % = 0 (mod q)

(
1+ (ya:qu) = 0 (mod q)

el

Ora, 1+ (qu*2)2 = 0 (mod q) ¢é falso, porque a congruéncia 1+ z? = 0 (mod ¢) ¢ impossivel, quando
q = 3(mod4).

Entao é absurdo supor que existem inteiros x e y tais que mdc (z,y) =1 en = 2 + y2.

Se n = 3(mod4) e n =22 + 2, entdo n = (2a)> + (2b+ 1)2, com a,b € Z.

Logo, n = 4a? + 4b%> +4b+ 1 = 1 (mod ¢). Entdo, ndo podemos ter n = 3 (mod4) e n = x2 + y2.

Logo, se n = 3 (mod 4), entao n ndo é soma de dois quadrados.

Esté, portanto, terminada a demonstragao.

Proposigao 62 Sejam q € N um primo tal que ¢ = 3 (mod4) e n um nimero natural. Entdo, ¢*"*

nao é soma de dois quadrados.
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Demonstracao
Ora, ¢2"1 =321 = (—1)*"! = -1 = 3 (mod 4).
Logo, pela proposigao anterior, n nao é soma de dois quadrados.

Proposigao 63 Seja ¢ um nimero primo tal que ¢ = 3 (mod 4). Entdo, g*pode ser escrito como soma
de dois quadrados, apenas da maneira ¢> = ¢> + 02 = 0% + ¢°.

Demonstracao

Suponhamos que tinhamos g% = a? + b2, para certos inteiros a e b. Entdo, a® + b? = 0 (mod ¢), pelo
que seria a? = —b? (mod q).

Suponhamos que divide a. Entao, é trivial mostrar que ¢ divide b.

Entao, temos a = gr e b = ¢s, para certos nimeros inteiros r e s.

Logo, temos ¢? = a? + b? = ¢*r? + ¢°s>

Entdo 1 = r2 4 52, pelo que 7 = 0 ou s = 0. Entdo, a =0 ou b= 0.

Suponhamos que ¢ ndo divide a. Entdo, mdc (a,b) = 1, pelo que ¢? nio é soma de dois quadrados,
conforme vimos numa das proposi¢oes anteriores.

Esté, portanto, terminada a demonstragao.

Proposicao 64 Seja p um primo impar, tal que p =1 (mod4). Entdo existem inteiros x e m, tais que
14+ 22 =mp, com 0 <m<p.

Demonstracao

Como (p ) = 1, existe um inteiro =, tal que 1 <z < p—1e 1+ 22 = 0(modp). Entdo, 1+ 22 = mp,
para certo m € N. Mas 22 < (p — 1)?, pelo que 14 22 < p? — 2p + 2 < p2.

Logo, 0 < 14 22 = mp < p?, donde se conclui que 0 < m < p.

Estd, assim, terminada a demonstracao.

Proposicao 65 Seja p um primo impar. Entdo, existem inteiros x,y, m, tais que 1 + 2 + y2 = mp,
com 0 <m < p.

Demonstracao

Se p = 1(mod4), entdo a proposicao é verdadeira (basta utilizar a proposigao anterior, fazendo
y =0). Mas a demonstragao seguinte também se aplica nesse caso e nao apenas, se p = 3 (mod 4).

Seja p um primo fmpar. Consideremos os p nimeros 0%,12,. .., (p— 1)2. O primeiro destes nimeros
¢é incongruente, médulo p, com os restantes, os quais sao congruentes, médulo p, dois a dois; mais
exactamente, se 0 < z,y<p—1le 22 = y2 (modp), entdo x =youx=p—y

2 2
Consideremos os conjuntos A = {()2, 12,..., (%) } eB= {—1 0% -1-1%2..., —-1— (%) }

Os elementos de A, s@o incongruentes, médulo p, dois a dois.

Os elementos de B, também sao incongruentes, médulo p, dois a dois.

Como existem %1 nuimeros, quer em A, quer em B, o conjunto A U B é constituido por p + 1
nimeros (todos distintos). Desses nimeros, tem de haver dois que sdo congruentes, médulo p. Logo um
dos nimeros tem de pertencer a A e o outro a B, pois jd vimos que nao podem estar ambos em A, nem
ambos em B.

Logo, 22 = —1 — y? (mod p), para certos 1nte1rosxey, tais que 0 0<y< %.
Entao, z2 +y + 1 = mp. Mas, temos 0 < 2 <(p 1) eO<y g(pT)
2
~ — -1 2
Entio, 0 < a2+ 32 + 1< (251) +(p2> +1< ()4 ()P 1= ¢

Logo, 0 < 22 + y? + 1 < p?, donde vem 0 < mp < p?.
Entao, 0 < m < p, o que termina a demonstracao.
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Proposigao 66 Sejam p um primo tal que p = 1(mod4), k = |\/p| ea € N, tais que a’? = —1 (modp).
Entao, existem inteiros i e j, tais que 1 <i <kAN—-k<j<kAj#0ANia=j(modp).

Demonstragao
Comecemos por recordar que sistema residual completo, médulo m, é um conjunto maximal de

inteiros mutuamente incongruentes, médulo m, conjunto esse que tem, precisamente, m elementos.
Entao, num conjunto que tenha mais do que m elementos, tem de haver dois elementos congruentes,

modulo m.
. 2 ., .
Consideremos, agora, os (k + 1)“ mimeros colocados no quadro seguinte:

0 1 2 k
14+a 24a | ... | k+a

20 | 1+2a | 242a | ... | k+2a

ka |14+ka|2+ka| ... | k+ka

Como k < \/p < k+1, entdo p < (k + 1)%. Logo, dos (k + 1) niimeros colocados na tabela anterior,
hé dois que sao congruentes médulo p.

E imediato que em nenhuma linha hé dois elementos congruentes, médulo p. Quanto as colunas,
observe-se que os elementos da primeira coluna sao incongruentes, médulo p, porque mdc (a,p) = 1.
Entao, os elementos de qualquer coluna também sao incongruentes, médulo p.

Logo os dois ndmeros congruentes, médulo p, estao em linhas e colunas distintas, pelo que existem

inteiros 1, s, t, u, tais que:
r,s,t,u € [0,k] Ar#tAs#uAr+ sa=t+ ua(modp)
Sem perda de generalidade, podemos supor que r < t. Ora:

r+sa=t+ua(modp) = sa=t—r+ ua(modp)
—  sa® = (t—r) a + ua® (mod p)
= —s=(t—r)a—u(modp)
= (t—r)a=u—s(modp)

Mas, 0 <t—r<t<ke—-k<u-—s <k Entao, fazendoi =t—1re j =u—s # 0, temos que
1<i<kN-k<j<kANj#0Aia=j(modp), como se pretendia provar.

Note-se que é mais rdpido considerar que hd um elemento da primeira coluna que é congruente com
um elemento de outa linha e outra coluna.

Proposicao 67 Seja p um primo tal que p = 1 (mod4). Entdo, existem nimeros naturais a e b, tais
que p = a’+b>. Mais, & parte a ordem das parcelas, a decomposicio de p, numa soma de dois quadrados,

é unica.

Demonstragao

Recordemos que, dado = € R, |z] é o maior inteiro que néo é superior a x.

Sejam k = |/p) e a € N, tais que a®> = —1 (mod p).

Entéao, pela proposicao anterior, existem inteiros ¢ e j, taisque 1 < i < kA—k < j < kAj # 0Aia =
j (modpp).

Entdo, 0 <i? <k2<pel<j?2<Ek®<np.
Logo, 0 < i2 + j2 < 2p. Por outro lado, temos ia = j (modp).
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Entdo, i?a? = 52 (mod p). Logo, —i%2 = j2 (mod p). Entdo, p é um divisor de 2 + j2.
Logo, i2 4 j2 = p, porque 0 < i% + j2 < 2p.

Suponhamos, agora, que p = m? +n? =42 + 52, com i,5,m,n € N, m <i < j <n.
Ora,

p | (mi—nj) (mi+nj)
plmi—mnjVp|mi+ng

p=m?+n’=i>4;2 = m2+n?=0(modp)Ai®+j%=0(modp)
—  m? = —n?(modp) Ai? = —j2 (mod p)
—  m?? = n?%% (mod p)
— | m22 — 0
_
.,

1. Suponhamos que p | mi — nj. Ora,

m2§im§i2/\j2§nj§n2

m? <im <2 A —n? < —nj < —j5?

m? —n? <im—nj <% — 52

—m? —n? <im —nj <i®+ 52

O<m<i<ji<n

Ll

—p<im—nj<p

Entao, im — nj = 0, ou seja, im = nj.

Mas, de p = m? + n? = i2 + j2 vem mdc (m,n) = 1 = mdec (i, j).

E de im =nj vem 2 = 1
T on 7

as fracgoes 7 e % sao irredutiveis.

, pelo que m = j A n =i, uma vez que ¢, j, m,n sao nimeros naturais e

2. Suponhamos que p divide mi + nj. Ora,

O<m<i<j<n = m?<im<i®Aj*<nj<n?
= 0<m?+j2<im+nj<i®+n®<i®+j2+m?+n?
= 0<im+nj<2p

Entao, tm + nj = 2p. Por outro lado, temos

P+ (im—nj)? = (im+nj)*+ (in —mj)?
= i2m? 4 2imnj + n%5% + i2n? — 2imnj + m?;?

= i?m? 4+ n?j% + i*n? + m?5?

= % (m?+n?) + 52 (m* +n?)

— (i2+j2)(m2+n2):pxp:p2

Logo, p? + (im — nj)2 = p?, pelo que im —nj = 0.

Analogamente ao caso anterior, temos o= L, com as duas fraccgoes irredutiveis. Entao, m =

1
jANn=1.
Ficou, asim, demonstrada a proposicao.

Exemplo 68 Consideremos p = 41. Vejamos a tabela anteriormente referida.
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Ora, |V41] = 6, tendo-se que (20!)? = —1 (mod41). Ora, 5! = —3 (mod 41).
Entao, 7! = —3 (mod 41), porque 7 x 6 = 1 (mod 41). E 9 x 8 = —10 (mod 41).
Logo, 9! = 30 (mod 41) e 10! = 300 = 13 (mod 41).

Mas, 12 x 11 =132 = 9 (mod 41). Entéo, 12! =13 x 9 = —6 (mod 41).

De 14 x 13 = 182 = 18 (mod 41), vem 14! = —108 = 15 (mod 41).

De 16 x 15 = 240 = —6 (mod 41), vem 16! = —90 = —8 (mod 41).

De 18 x 17 = 306 = 19 (mod 41), vem 18! = —152 = 12 (mod 41).

De 20 x 19 =380 = 11 (mod 41), vem 20! = 132 = 9 (mod 41).

Ora, de facto, 92 = —1 (mod 41).

E, agora, temos 9 x 4 = —5 (mod 41), tendo-se 0 < 4 < /41 e |=5| < V/41.
Entdo, 41 = 5% + 42.

Passemos a tabela:

Como a =9 e |V/41] = 6, temos

o112 |3|4]|5]|6 O[1]123|4|5]|6
9 |10 1112|1314 ]| 15 9 1011|1213 |14 ]| 15
1811920 |21 |22]23]|24 18119(20 |21 |22|23 |24
27128 129|30|31(32] 33 271281293031 (32] 33
36 | 37| 38| 39| 40 | 41 | 42 3637383940 0 | 1
45| 46 | 47| 48 [ 49 | 50 | 51 4151671819110
54 | 55 | 56 | 57 | 58 | 89 | 60 13 (1415|1617 |18 |19

Assim, por exemplo, 45 = 4 (mod 41). Logo, 5 x 9 = 4 (mod 41).

Também podia ser 54 = 13 (mod 41). Logo, 6 x 9 =4 + 9 (mod 41).

Entdo, 6 x 92 =4 x 9 + 9% (mod 41). Logo, —6 =4 x 9 — 1 (mod 41).

Entdo, —5 =4 x 9 (mod41), com 0 < 4 < v/41 e |-5| < V41. Logo, 41 = 5% + 42,

Proposicao 69 Seja p um primo tal que p = 1 (mod4). Entdo, existem nimeros naturais a e b, tais
que p = a® + b2.

(Outra) Demonstragao
Esta demonstragao é mais complicada do que a anteriormente apresentada, mas é a demonstragao

tradicional.

A congruéncia z2 = —1 (mod p) tem solugdo, porque p = 1 (mod 4).

Entdo, existe um ntimero natural u tal que u?> = —1 (mod p) e podemos escolher u, de modo que
u<§.

De u? = —1 (mod p), vem que p divide u?+1, pelo que existe um nimero natural [ tal que u?+1 = Ip.

Entdo, para tal [, a equacio x2 4+ y% = Ip tem solucdo (no conjunto dos nimeros naturais).

Se | = 1, nada mais hd a fazer, pois p = 22 4+ 12. Suponhamos que [ > 1. Vamos mostrar que existe
um inteiro positivo k, tal que k < I e 22 + % = kp tem solucdo, isto ¢, existem inteiros z,y, tais que
22 +y? = kp. Ora:

2 2 2
4
u2+1:lp/\0<u<p b Pt b g

5 == lp<z+1: 1 <7 = I <
Logo, 1 <1 < &.

Suponhamos, com vista a um absurdo, que [ divide = e [ divide y.
Entdo, 12 divide 2?2 e 12 divide 32, pelo que 12 divide 22 4+ y2. Entdo, [? divide Ip. Logo, I divide p.
E obtivemos uma contradicao, pois 1 <[ < g.

Entao, x e y nao sao ambos divisiveis por [.
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Sejam x1,y; € Z, tais que 1 = x (mod!),y; =y (modl),|z1| < 2, ly1| < %
Daqui vem que existem inteiros ¢, d tais que x1 =z + cl,y; =y + dl.
Como z1 e y; nao podem ser ambos nulos, temos:

l2 l2 l2

0<$1+y1<z+225

Entdo, 23 + yl =22+ y? =lp=0(modl). Logo, 23 + y? = Ir, para certo | € N.
Entdo, 0 < 23 + 93 =1Ir < % Entao, 0 <r < %
Por outro lado, temos que:

(20020 ) ) =

2?2} + 2y} + yPal + yPuR + 2eyriyn — 2eyziy = Ppr
(wz1 + yy1)? + (2 — y1)
(v (x+cl)+y(y+dl)) +(z(y+dl) —y(z+cl))? = Ppr
(2 +clz +y* + dly) + (zy + dlz — yz — cly)?® = Ppr
(a2

? +y? +1 cx+dy))2+(l(dw—cy))2:l2pr

2 — l2pT

(Ip+ 1 (cx + dy))* + (1 (dz — cy))* = Ppr
(p+cx+ dy)2 + (dz — cy)2 =opr

R

Logo,existem inteiros X e Y, tais que X2+ Y2 =pr, com 0 < r < %
Se r = 1, nada mais hd a fazer. Se r > 1, entdo o processo continua, obtendo-se uma sequéncia

estritamente decrescente de nimeros inteiros positivos, que tem forcosamente de chegar a 1.

Logo, existem inteiros = e y, tais que 2 + y2 =p.

Proposicao 70 Seja p um primo tal que p = 3 (mod8). Entao, existem nimeros naturais a,b,c, tais
que p = a® + b + 2.

Demonstracao
_ B 8n+3—1 (8n+3)2-1 4 (8n+4)(8n+2) ant1)(4
B =B =-n"= (- 5 =" (=) s =-1x (—1)@r+Dnt1) _ g
Entéo, existe a € Z tal que a®> = —2 (mod p). Seja k = |/p].
Consideremos a tabela seguinte:

0 1 2 k
1+a 24a | ... | k+a

20 | 1+2a | 2+2a|...| k+2a

ka | 1+ka|2+kal|...| k+ka

Nesta tabela, estao colocados (k + 1)2 nimeros inteiros (nao necessariamente distintos).
Como k < /p < k+ 1, entdo, p < (k + 1)2. Entao, na tabela anterior tem de haver dois nimeros

congruentes médulo p.

Tais ntimeros nao podem estar na mesma coluna nem na mesma linha.
Entao, tem de existir um elemento da primeira coluna que é congruente com algum elemento doutra

coluna e outra linha: digamos que ba = ca + d (mod p), com 0 < a,b,c < k,b # ¢,d # 0. Nota: Se nao
fosse da primeira coluna, bastava deslocarmo-nos para a esquerda um mimero conveniente de casas, em
ambas as linhas.
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Entao, (b —c¢)a =d(modp), com —k <b—c<k.

Logo, existe um inteiro j € [—k, k] tal que aj = d (mod p).

Entdo, a?j? = d? (modp), pelo que ’—2j2 — dQ‘ = 252 + d? = mp, para certo inteiro m.

Ora,O§2j2§2k2<2p/\0§d2§k2<p.

Entdo, 0 < 252 4+ d? < 3p, pelo que 252+ d? =pV 252 + d> = 2p.

Se 252 + d? = p, entdo p = j2 + 52 + d>.

Se 252 + d? = 2p, entdo d ¢é par.

Entdo, 252 + 452 = 2p, pelo que j2 + 25 = p.

Estd, assim, terminada a demonstracao.

Acabamos de verificar que todo o nimero primo p da forma p = 8m + 3 admite uma decomposi¢ao
numa soma de trés quadrados, sendo duas das parcelas iguais.

Assim,

3 = 12412412
11 = 32412412
19 324+32 412
43 52 +3%2 432
59 = 52452432 =72432412

A dltima decomposicdo mostra que nem a decomposicao é tnica, nem tem de haver duas parcelas
iguais.

Exemplo 71 Construcao da tabela referente ao casop =19 =2 x 8 + 3.

011 12]|3] 4
6 | 7]18]9 |10
12 113|114 | 15| 16
801123
5167|819

0a=3a+1 = 0=3a%2+a(mod19) = 0= -6+ a(mod19)
38=62+2x12=4x324+2x1%2 = 19=2x32+12
Entdo, 19 = 3% + 32 + 12

Proposicao 72 Seja p um primo tal que p = 3 (mod8). Entao, para qualquer nimero natural n, p"
pode decompor-se numa soma de trés quadrados.

Demonstragao

Se p é um primo tal que p = 3 (mod 8), entdo p = 2% + y2, para certos naturais z, y.

Entdo, p*™ 1 = (p™)? (a2 + 22 + ¢?) = (ap™)? + (2p™)* + (yp™)*.

E, trivialmente, p?™ = (p™)% 4 02 + 02.

Registe-se que, em qualquer dos casos, a decomposicao de p™ numa soma de trés quadrados pode
ser feita com duas parcelas iguais.

Proposigao 73 Seja p um primo tal que p = 3 (mod 8). Entdo, para quaisquer nimeros naturais m,mn,
2™Mp" pode decompor-se numa soma de trés quadrados.
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Demonstracao

J& vimos que p" = 222 + 32, para certos naturais x,, Y.

Entdo, 2p™ = 4z2 + 2y2, para certos naturais ,, yn.

Logo, 2p™ = (2$n)2 + 92 + y2, para certos naturais x,, ¥y

Mas, 224p™ = 22 (227, +y3) = (2%)* (23 + 23 + ) = (2%0)” + (220)” + (2°90)”.

E, por fim, 22+1p" = 2 x 22¢ (202 + y2) = (29)° (42 + 42 +92) = (2°H1w,) + (2990)” + (2°9n)”.

Lema 74 Sejam x1,x2, T3, T4, Y1, Y2, Y3, Y4, nidmeros reais. Entdo,
(x%—i—x%—\-x%—kxi) (y%—ky%—i—y%-i—yi) :z%+z§+z§+zi

Z1 = Z1Y1 + Tay2 + T3Y3 + Tays
Z2 = X1Y2 — T2Y1 + T3Y4 — T4Y3

com
Z3 = T1Y3 — T3Y1 + T4Y2 — T2Y4
Z4 = T1Y4 — T4Y1 + T2Y3 — T3Y2
Demonstracao

A demonstragao consiste em efectuar os cdlculos indicados em cada membro da igualdade. Esses
cédlculos sao aborrecidos e ocupam muito espaco, pelo que nao sao apresentados.
Para a demonstracao, ver o Capitulo intitulado O Anel dos Quaternioes.

Proposigao 75 Todo o primo p é soma de quatro quadrados.

Demonstracao

Se p = 2, entdo p é soma de quatro quadrados (dois dos quais nulos).

Se p =1 (mod4), entao p é soma de dois quadrados, pelo que pode ser escrito como soma de quatro
quadrados (dois dos quais nulos).

Suponhamos que p = 3 (mod 4).

Entdo, como j4 vimos, existem inteiros x,y, m, tais que 1 + 22 + % = mp, com 0 < m < p. Logo,
existe um muiltiplo de p, entre 0 e p?, que é soma de trés quadrados (12 +22+y% = mp, com 0 < m < p).

Logo existe um certo inteiro m, com 0 < m < p, tal que a equagao w% + $% + x% + w?l = mp tem
solucao, com x1, X2, T3, Tq € Z.

Se m = 1, entdo p é soma de quatro quadrados (p = 22 + % + 12 + 02).

Se m > 1, vamos mostrar que existe um inteiro positivo n, tal que n < m e a equacao tem solugao.
Isto prova que o menor inteiro positivo k, tal que a equagao =2 + 23 + x% + 22 = kp tem solucdo, & 1.

Suponhamos que a:% + a:% + m% + xi = mp, com m > 1, tem solugao.

Suponhamos, ainda, que p divide z1, =2, z3 e z4. Entdo p? divide mp, pelo que p divide m, o que
contradiz 0 < m < p. Entao é absurdo supor que p divide, simultaneamente, x1, z2, x3 € x4.

Vamos considerar dois casos, consoante m seja par ou fmpar.

19 caso: m é par

Como % + 23 + 22 + 23 = 0 (mod 2), entdo =1 + z2 + 73 + 74 = 0 (mod 2).

Entao, temos trés hipéteses a considerar:

(a) x1, z2, x3 € x4 sdo todos pares

(b) x1, z2, 3 € x4 sdo todos impares

(c) x1 e x2 sdo pares, w3 e x4 sao impares (sem perda de generalidade).

: T X r1—X xX X r3—x
Sejam yy = LEL2 yy = L2 gy — L3I ¢ gy — T304,
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Em quaquer das trés hipéteses anteriores, temos que 1, y2, ¥3 € Y4 sao inteiros, verificando-se que:

1+ X2 2 xr1 — X2 2 T3 + T4 2 XT3 — T4 2
G — (BEm) (mom) (B (o
2 2 2 2
1 1 m
= 1(21‘%—1—21‘5—1—21‘%—1—2%)zi(x%+x%+w§+xi):?p

Como 0 < % < m e m ¢ par, temos o resultado pretendido.

2° caso: m é fmpar

Entao 3 <m < p.

Sejam y1,y2, y3, Y4 € Z, tais que y; = z; (modm) A |y;| < %, para j = 1,2,3, 4.

Suponhamos que m divide qualquer z; (j = 1,2,3,4). Entao, m? divide qualquer 22

j-
divide w% + x% + :L‘g + :Bi, pelo que m? divide mp. Entdo, m divide p, o que contradiz 3 < m < p.
Logo, é absurdo supor que m divide, simultaneamente, os quatro nimeros x1, T2, T3 € x4, pelo que
m nao divide, simultaneamente, os nl’unzeros Y1, Y2, Y3, Y4.
Mas, 0 < 2 + 93 +y5 +y3 <4 X = m?, tendo-se, ainda, que % + 5 + y3 + y3 = 0 (mod m).
Entdo, 23 + 23 + 23 + 23 = mp e y} + y3 + y3 + y3 = nm, com 0 < n < m.
Logo, (2% + a3 + a3 + «3) (v + v3 + 3 + v3) = m*np.
Mas, j& vimos que

Logo, m?

(22 +ad+ad+ad) (Vi+y+y3+ul) =22+ 25+ 25+ 23

Z1 = Z1Y1 + T2y2 + T3Y3 + T4Y4
Z2 = X1Y2 — T2Y1 + T3Y4 — T4Y3

com )
Z3 = X1Y3 — T3Y1 + Tay2 — T2Y4
Z4 = T1Y4 — T4Y1 + T2Y3 — T3Y2
(21 = 2% + 23 + 2% + 23 = 0 (mod m)
Entdo, 29 = T1T2 — Tax1 + w374 — x423 = 0 (mod m) '
23 = X123 — T3x1 + T4To — x2x4 = 0 (mod m)
24 = T1T4 — T4T1 + Tow3 — x3T2 = 0 (mod m)
(21 = mun
Entéo, #2 = , com w; € N (parai=1,2,3,4).
Z3 = Mws
24 = MWy

Entao, 2§ 4 23 + 23 + 2§ = m*w? + m*w3 + m*w3 + m*wi = m? (w} + wi + wi + wi).
Logo, m? (w? + w3 + w3 + w}) = m?np, pelo que w? + w3 + w} + w} = np, com 0 < n < m.
Estd, assim, terminada a demonstracao de que todo o nimero primo é soma de quatro quadrados.

Corolario 76 Todo o nimero natural é soma de quatro quadrados

Demonstragao

Seja n um nimero natural.

Se n = 1, entdo n é soma de quatro quadrados: 1 =12 + 0% + 0% + 0.

Se n € um nimero primo, entao, pela proposicao anterior, n é soma de quatro quadrados.

Se n é um produto de dois primos, entdo n é soma de quatro quadrados, conforme se afirmou
anteriormente.

Finalmente, se n é um produto de um nimero finito de primos, entdao demonstra-se, por indugéao no
nimero de primos, que n é soma de quatro quadrados.

Proposicao 77 Nenhum niumero natural da forma 8m — 1, com m € N, é soma de trés quadrados.
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Demonstracao

Suponhamos que existiam a, b, ¢ € Z, tais que 8m — 1 = a? + b? + ¢2. Entéo terfamos a? + b% + ¢ =
7 (mod 8) o que ¢ impossivel, pois, como pode ser facilmente verificado, a? + b? + ¢ = 0,1,2,3,4,5 ou
6 (mod 8), uma vez que 12 =32 =52 = 72 = 1 (mod8), 02 = 42 = 0 (mod 8) e 22 = 62 = 4 (mod 8).

Proposicao 78 Seja p € N, um primo impar. Seja p(p) o nimero de pares de inteiros consecutivos,

pertencentes ao intervalo [1,p — 1], que sdo residuos quadrdticos, mddulo p.
.

Entéo, 1 (p) = (p—4— (—1)Tl>.

Demonstracao
Comecemos por observar que, para cada n € N, com 1 < n < p—1, existe m € N, tal que
1<m<p-—1enn=1(modp). Além disso, quando n percorre {1,2,...,p — 1}, @ percorre o mesmo
conjunto (e reciprocamente). Note-se, ainda, que (%) =0.
p—2
Agora, vamos mostrar que » (%) =—1:
n=1

3
L

e -

n=1

’?3
==

(]

I
N N /\:lx /N 7N
S
=+
3|
N——
I
[
L
—_
s [+
3|
N——

"@‘3
— =

"?3
Ll

I
(]

"@‘Bl
— =

1
i

I
|
—

Note-se que num sistema residual reduzido, médulo p, com p primo impar, o nimero de residuos
p—1
quadraticos é igual ao nimero de residuos nao quadréticos, médulo p, pelo que (%) =0.
n=1

. pd ! 1
Entao, n§2 (%) = n; (%) - (;_a) =0-1=-1.
L= @ee-
Seja n € N. Seja f, (n) =
0 = H#1vEH#1

P

5 1 +1
Entao, f, (n) = 3 (1 + (%)) X (1 + (”T)
de n e n + 1 serem residuos quadriticos, médulo p.

), pois cada parénteses é 2 ou 0, sendo 2, apenas no caso
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Entao, temos que:

1 (p)

p—2
pr (n)
n=1

n=1 n=1 n=1 n=1
p-2 1(0_<__1>>+1(_1)+1p2 n(n+1)>
4 4 P 4 él:n:1 P
p—2 1 -1 1 1
e (e I B TC8Y
p-—4 1 p—1
A

Proposicao 79 Seja p um primo impar. Sejam a,b € Z.

p—1

Entio, Y. ({n=aln=b)

n=0 P

Demonstracgao

p—1 <= a=b(modp)

) =

-1 <= a#b(modp)

Suponhamos, em primeiro lugar, que a = b (mod p). Entao:

”i((n—a)p(n—b)> _ ”il <n(n—|—pa—b))

n=0 n=-—a

_ ”i (n (n +pa - b)>

n=0
1

e

n=0

- )

n=0

Suponhamos, agora, que a # b (mod p). Para cada natural n, tal que p nao divide n, existe m € N,
tal que 1 <m <p—1enn=1(modp). Além disso, quando n percorre {1,2,...,p — 1}, T percorre o
mesmo conjunto (e reciprocamente).
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Entao:

- 5 (et § (min e
_ z(m(n‘;a—b)>:§<ﬁn+np(a—b)>
CEEEE S )- 50
OENOR0

Note-se que a # b (mod p) e, por isso, quando 7 percorre um sistema residual reduzido, médulo p, o

)
mesmo acontece com 7 (a — b).
-1 1

P _ p—
Entao, - (%f}_b)) = 21 (HTm), como utilizado acima.
n= m=

Lema 80 Seja p um primo impar. Seja v (p) o nimero de pares de inteiros consecutivos, pertencentes
ao intervalo [1,p — 1], que sdao residuos quadrdticos, mddulo p.

putao, v () =+ (£ @052) s (2 -3) -3,

n=1
Demonstracao
p—1
Como ja vimos Y (%) = 0, porque o nimero de residuos quadraticos, médulo p, é igual ao nimero
n=1

de residuos nao quad_rziticos, modulo p. Consideremos a aplicagao de N em Z, definida por:

D= @) - @)
gp (n) =
0 = (B)#1vEE)#1v () #1
Entao, temos que
p—3
8v(p) = 8 gp(n)
n=1
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Ora,

Lema 81 Seja p um primo impar.

p n n2fm
Seja 0 a fungao de Z em Z, definida por 6 (m) = (ip—l)
n=1

p—3
Entao, 0 (1) = Y (n(nL;(nHl)

33
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Demonstracao

0(1)
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Lema 82 Seja p wm primo impar, tal que p = 3(mod4). Seja 0 a fungio de Z em Z, definida por
D 2
0(m)= 3 ("("p m)). Entio, 6 (m) = 0,¥m € Z.

Demonstragao

Como p = 3 (mod4), temos que p = 4t + 3, para certo inteiro t.

Entao:

0 (m)

n=1 n=1
2t+1 n (ng - m) . 4t+2 <TL (712 o m)>
n=1 p n=2t+2 p

[\
o~
¥
AN

il
—_

(p—mn) (p2 — 2np +n? —m)>
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Lema 83 Seja p um primo impar, tal que p = 1 (mod 4).

P n{n®—m
Seja 6 a fungdo de Z em Z, definida por 6 (m) = Y ( (=2 ))

n=1 P
p=1
2 2_
Entao, 6 (m) =2 )" (n<n m)),Vm €.
n=1
Demonstragao

Como p = 1(mod4), temos que t = 4t + 1, para certo inteiro ¢. Entao:

0(m) = E(@

(p—n) (p2—2np+n2—m)>

Logo,

Lema 84 Seja p um primo impar.Seja k € 7, tal que mdc (p, k) = 1. Seja 0 a funcao de Z em Z,

2_m)

definida por 0 (m) = zpj on?—m) . Entéo, 6 (m) = (56 (mk?) ,Ym € Z.
n=1 ( p ) p
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Demonstracao
Como mdc (p, k) = 1, entao (’%) = 1. Entao:
P n?—m P m(n?—m k4
i = () =2 () ()
n=1 n=1 p
B i< n—m )_i< 2k2 mkz))
n=1 n=1

: <§>:;<"’“ (o)
- ()5 (L) - B

N=1
Coroldrio 85 Sejam p um primo impar, u e v dois residuos quadrdticos, mddulo p. Seja 6 a funcao

de Z em Z, definida por 6 (m) = Zp: (n(%;m)) Entao, 10 (u)| =16 (v)].

= |

Demonstracao
Suponhamos que mdc (p, k) = 1.

p 2
Entao, pelo lema anterior, temos que 6 (m) = >_ ( n(n )) Ym € Z.

n=1
Logo, 0 (1] = |(£) (k)| = |0 (k).
Entao, como u e v sdo dois residuos quadraticos, médulo p, temos u = 22 (modp) ev = y? (mod p),
para certos inteiros x e y.
10 (w)| = |6 (2?)] = |6 (1)

10 ()l =16 (¥*)] = 10 (D)]
Logo, [0 (u)| = [6 (v)]-

Coroléario 86 Sejam p um primo impar, v e v dois residuos nao quadrdticos, médulo p e a fung¢do 0

definida por 0 (m) = Zp: (M)

Entao, |0 (u)] =16 (v)].

Demonstracao

Como u e v sao dois residuos nao quadréticos, médulo p, entao mdc (p,u) = 1 = mdc (p, v).
Seja g uma raiz primitiva de p.

Entao existem a,b € Ny, tais que u = 92‘”rl (

mod p) ,v = g%+ (mod p).

Note-se que os expoentes tém de ser impares, pois, u € v sdao residuos nao quadraticos, médulo p.
Se tivermos b > a, fazemos y = ¢~
Entéo, v = 92b+1 = ng+1+2a—2a = 92a+1 % g2b 20 — ¢ % g 2(b—a) = qu (IIlOdp)
Mas, por um lema anterior, 0 (u) = (%)0 (uy )

Entao, |0 (u)] = |60 (uy?)| = 160 (v)].

Se tivermos b < a, a demonstragao é ansloga.

Observemos que, no caso de m ser miiltiplo de p, temos:

) 5) £ )

n=1 n=1 n=1
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Observemos, também, que 0 (m) =60 (m +p) =0 (m + np) ,Vn € Z.

Observagao
Demonstragao alternativa:

Como mdc (p,u) = 1 = mdc (p,v), a congruéncia ux = v (mod p) tem solugao z.
Entao, existe um inteiro z, tal que uz = v (mod p) e mdc (p, z) = 1.

O inteiro z tem de ser um residuo quadratico, médulo p.

Entdo, z = y? (mod p), para certo inteiro y.

Logo, v = uy? (mod p). E o resto da demonstracio ¢ igual.

Coroléario 87 Sejam p um primo impar, e v um residuo ndo quadrdtico, médulo p.

2

P n\n —m
Seja 0 a fungdo definida por 6 (m) = 3 ( -
n=1
P
Entdo, Y (6(m))* =2p(p—1).
m=1
Demonstragao

(0 (m)* =

1 m=1

3
Il
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N——
X
g
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N
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<
[N}
=
S
N————

- 222 ()= EY
m=1i=1 j=1 p p p
EEE )
i=1 j=1m=1 p p p
S ) ()
=1 j=1m=1 \P p p
SR8 ey
== NP aa NP p
S )
i=1 j=1 p m=1 p p
j25i2
rl vl 3] » m —i%\ (m — j2
X (5) < p ) ( p )
i=1 j=1 m=1
,j2#i*(mod p)
p—1 p—1 Zj p—1 p—1 ’L] p—1
— <—) p—1)+ <—> (1)
i=1 j=1 p =1 j(modp) p m=1
,j2=1?(mod p) j2#i?(mod p)
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Logo,

Somr = o055 (0-()-(3))
= 20125 (2) ()

= 2(p-1%+2(p-1)
= 2p(p-1)

Coroldrio 88 Seja p um primo impar tal que p = 1 (mod4) e v um residuo nao quadrdtico, médulo p.

Seja 6 a funcao definida por 6 (m) = nzijl (n(nzp_m ). Entio, Ep: (0 (m))* = %1 (6 (1) + Pg—l (0 (v))?.

m=1

Demonstracao

Ja sabemos que |0 (z)] = |0 (y)|, se z e y s@o ambos residuos quadraticos, médulo p, ou ambos
residuos nao quadréticos, médulo p.

Logo, |0 (m)| s6 pode tomar dois valores, consoante m é ou nao residuo quadratico, médulo p.

. P onln P
E claro que o mesmo acontece com (6 (m))?. Ora, 0 (p) = > (ﬁ) = > (&) = 0, pelo que

— U p — \p
p—1 n(n?2—m
0 (m) = ;( ( - ))_
P P
Entao, > (0(m))*= % (0(m))* = 19 (1))24-%1 (6 (v))?, porque ha, 2 residuos quadraticos,
m=1 m=1

médulo p, e %1 residuos nao quadréticos, médulo p.
Coroldrio 89 Seja p um nimero primo tal que p = 1(mod4). Entao, p é soma de dois quadrados.

Demonstragao

Na demonstragao dos coroldrios anteriores verificimos que, se tivermos p = 1 (mod 4), entao temos
p—1
21 0 (m))? = % (0 (1) + % (0 (v))? = 2p(p— 1), onde v & um residuo nio quadratico, médulo p.
m=
Entao:

(6(1))* + (8 (v)* = 4p

Logo, 6 (1) e 6 (v) sao ambos pares ou ambos fmpares. Mas nao podem ser ambos fmpares, porque
(2a 4+ 1) + (2b + 1)* = 4a% + 4a + 4b? + 4b + 2 que ndo é multiplo de 4. Entéo, 0 (1) e 6 (v) sdo ambos
pares.

2 2
Entao, p = N (4w , ou seja, p é soma dos quadrados de dois niimeros inteiros.
2 2

Exemplo 90 Consideremos o nimero primo 29, nimero este que é congruente com 1, mddulo 4. Os
restduos quadrdticos, mddulo 29, sao 1, 4, 5, 6, 7, 9, 13, 16, 20, 22, 23, 24, 25, 28; os residuos nao
quadrdticos, modulo 29, sao 2, 3, 8, 10, 11, 12, 14, 15, 17, 18, 19, 21, 26, 27.

26
Ora, (1) = > (W) Mas,

n=1
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¢

ngl (n(n+1;(n+2)) _ (22_>§3) + (2><239><4) + (3><249><5) + (4><259><6) 141 141=2

8
S (n(n+1)(n+2)) = (BXExT) | (6xTxB) 4 (Tx8x0) | (BXOXI0) ] _ ] _ ] 4] =0

S (n(n+1)(n+2)) _ (9><1209><11) + (10><;E1)><12) + (11><;E2)><13) 1 141=1

(n(n+1)(n+2)) _ (12><%3><14) + (13><%;1><15) + (14><%g><16) —14141=3

n=12 p
N (n(nt1)(nt2) 15x16x17 16x17x18 17x18x19
n:zls( p ):( 29 )+( 29 )+( 29 ):1+1—1:1

%0: (n(n+1)(n+2)) _ (18><19><20) + (19><20><21) + (20><21><22) 14 l-1=1

n=18 P 29 29 2
23
) (n(n+1;(n+2)) = (RLx22x23) 4 (22x23x4) 4 (28x24X0) _ | 4] 4] =]
26
nZ:24 (n(”+1;(n+2)) _ (24><§8><26) + (25><§8><27) + (26x§gx28) — 1i141=1
L n=

Entao,
0(1)=24+0+1+34+1+14+1+1+0=10

De modo andlogo calculdvamos 6 (2).

9(2):§:(n(n1—2)> :§:<n(n+1;(n+2)> o

n=1 n=1

Entdo, 360 (1) =5 e 36 (2) = 2, pelo que 29 = 5% + 22,
E claro que este deve ser o pior processo de descobrir que 29 = 52 + 22. No entanto, provou-se que
que qualquer primo da forma 4n + 1 (com n € N) é uma soma de dois quadrados.

Proposigao 91 Seja p um primo impar. Seja v (p) o nimero de pares de inteiros consecutivos, per-
tencentes ao intervalo [1,p — 1], que sio residuos quadrdticos, mddulo p. Entio v (p) = § + Ep, com

|Ep| <2+ 1/p.
Demonstragao

-3
Num doslemas anteriores, vimos que v (p) = & + % (:2:: (n(n+1;(n+2)) _8_ (—72) _ 3(%) - 3(—_1)>7

com:

1
p—3
sein 5= 4 (' (00) s ) o) o).

5 | 52 1) (nr2) 1(=2\ _ 3(2) _ 3(=1
Entao, B = 5 3 (F5577) —1-5(5) —56) —3(3)-
-3
Logo, || < 3 |° (Aletlt2)y) g L4248,
n=1
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pz_:?’ (n(n+1)(n+2)) '

Logo, |Ep| <2+ % .

n=1
Seja v um residuo nao quadratico.

Entéo, (6 (1)) + (0 (u))? = 4p, conforme j4 verificAmos.

Entéo, 0 < (0 (1))* < 4p, donde se conclui que |0 (1)| < 2,/p.

Entao,

=)

n

Z§<(n—1)p n+1>|

n=2

n=
Logo,
1
|Ep| <2+ Z\/I?

p—3

1

< (n+1)( n+2)>‘<2ﬂ7



Capitulo 2

Grupos Ciclicos Finitos

Definigao 92 Recordamos, de forma abreviada, que grupo é um conjunto nao vazio G, no qual se define

uma operacdo bindria associativa para a qual existe um elemento neutro 1 e, para todo o elemento g € G,

existe um elemento ¢’ tal que g’ = g'g = 1. Esse elemento ¢, habitualmente, é representado por gil,

recebendo o nome de inverso de g.
Definigao 93 Um grupo G diz-se comutativo, se gh = hg,VYg,h € G.

z

Definigao 94 Sejam G um grupo finito e g € G. Ordem de g, que se denota por ord (g), é o menor
inteiro positivo t, tal que g' = 1. Ordem de G, que se denota por |G|, é o nimero de elementos de G.

Definicao 95 Seja G um grupo e seja S um subconjunto nao vazio de G. Diz-se que S é subgrupo de
G, seVx,y € S,zy~t € S.

Definigcao 96 Sejam G um grupo, g um elemento de G e n um nimero natural.
g

Definigao 97 Define-se poténcia de do seguinte modo: g =g"g
g =

Proposigao 98 Seja G um grupo comutativo. Sio vdlidas as sequintes propriedades:
1. ¢g™g" = ¢g"™" Vg € G,Ym,n € Z
2. (g™ =g"™ Vg e G VNm,n e
3. g"h™ = (gh)™ ,Vg,h € G,Nm € Z

Definicao 99 O subgrupo S, gerado por um elemento de um grupo G, é o conjunto S definido por
S={g"™:meZ}. SeS é gerado por g, escrevemos S = (g).

Definicao 100 Seja G um grupo. Diz-se que G é um grupo ciclico, se existir g € G tal que G é o
subgrupo gerado por g.

Proposicao 101 Todo o grupo ciclico é comutativo.
Definicao 102 Todo o subgrupo de um grupo ciclico é ciclico.

Proposicao 103 Sejam G um grupo e g € G. Seja S o subgrupo de G, gerado por g. Se S é finito,
entao ord (g) = |S|.

41
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Proposigao 104 Sejam G um grupo e g € G. Sejam m a ordem de g e S o subgrupo de G, gerado por
g. Sem > 1, entao S = {g,g2, . ,gm} e os m elementos de S sdo todos distintos.

Proposigao 105 (Teorema de Lagrange)
Sejam G um grupo finito e S um subgrupo de G. Entdo, |S| divide |G]|.

Definigao 106 Seja G um grupo finito. Expoente de G, e(G), é o minimo maltiplo comum entre as
ordens dos elementos de G.

Proposicao 107 Seja G um grupo abeliano (grupo comutativo) finito. Entao existe em G um elemento
g tal que ord (g) = e (Q)

Demonstragao

Se e (G) = p"™, a demonstracao é trivial, porque o minimo multiplo comum entre as ordens é a maior
delas.

Suponhamos que e (G) = m = p‘l"l . -pZ"“ com k > 2, a; > 1,p1,...,pr ndmeros primos tais que, se
i #j,entdo p; #pj,com 1 <i,j<keG={g1,...,9n}

Entdo existe b} € G, tal que ord (h}) = p{* x ¢1, com ¢; € N e mdc (p1,q1).

Logo existe h; € G, tal que ord (hy) = p"* (por exemplo (h})?).

Analogamente, existe h; € G, tal que ord (h;) = pi, para 2 < i < k.

Seja S;, o subgrupo de G, gerado por h; (com 1 <1i <k). Seja g = hy -+ hg.

Vejamos que ord (g) =m = p{* ---p*. Sejar € N.

Como G ¢ comutativo, ¢" = (hy---hg)" = R} ---hj.

Suponhamos, agora, que g" = 1. Entao, h;" = hj-- - hj..

Logo, hy" € S1N Sa---Si = {1}. Logo, h] =1, pelo que r é miltiplo da ordem de h;.

Analogamente se mostra que r é multiplo da ordem de h; (para 2 <1i < k).

Entéo, r ¢ multiplo de p{, para 1 < i < k, pelo que r ¢ multiplo de p{* - --p}*. Logo, a ordem de g
¢ um multiplo de pi™* - - - pp*.

ay o«
Py Py k a %k

Ora, ()15 = ()P ) = (et =,
E, analogamente se mostra que (hi)pll'"pkk =1, para 2 <i <k.
Entéo, gpflll...ka _ (hl o hk)pflxl.,.pkk _ (hl)pflll...pkk ”.(hk)pflll...pkk 1

Logo, a ordem de g ¢ um divisor de pi* ---pp*. Logo a ordem de é pi* ---p*, como se pretendia
demonstrar.

Proposicao 108 Seja K um corpo e seja G um subgrupo finito do grupo multiplicativo K*. Entdo, G
é ciclico.

Demonstracao

Seja e = e (G), o expoente de G. Pela proposigao anterior, existe g € G tal que ord (g) = e.

Consideremos S, o subgrupo de G gerado por ¢. E claro que S ¢é ciclico.

Seja x € G. Entao z¢ = 1, porque e é o expoente de G. Logo, = é raiz do polinémio t¢ — 1 € K[¢].

Como o polinémio t¢ — 1 tem, no maximo, e rafzes, entao o nimero de elementos de G é menor ou
igual a e, isto é, |G| < e.

Por outro lado, e = |S| < |G|, porque S é um subgrupo de G.

Logo |G| = e = |S], pelo que G = S, uma vez que G ¢ finito. Logo, G ¢ ciclico.

Proposigao 109 Seja p € N um nimero primo. Entao, Z,, é um grupo ciclico de ordem p — 1.
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Demonstragao
Consequéncia imediata do facto de Z;, ser um corpo finito, de Zj ter p—1 elementos e da proposigao
anterior.

Proposicao 110 Seja G um grupo comutativo finito. Entdo, ord H gl <2.

geG
Demonstragao
Seja x = H g. Entao,
geG
= |\11g| \Ilo)=(1L1o| |Ilo") =11 (s =T]1=1
geG geG geG geG geG geG

Logo, ord H gl <2
geG

Proposicao 111 Seja G um grupo ciclico finito e seja © = H g. Entao, temos que:
geG

1. Se |G| é impar, entdo ord (z) = 1.
2. Se |G| é par, entao ord (z) = 2.

Demonstragao
Pela proposicao anterior, ord (z) < 2.

1. Se |G| é fmpar, entdo ord (z) = 1, porque 2 nao divide |G| ( que é impar).

2. Se |G| é par, entdo z é o tnico elemento de G' que ¢ diferente de 1 e coincide com o seu oposto,

porque em H g, produto dos elementos de GG, todos cortam com o seu oposto, com excepcao dos

geG
dois que coincidem com o oposto. Logo, ord (z) = 2.

Definigao 112 Funcao ¢ de Euler é a aplicagdo de em definida por:
¢ (n) é o nimero de elementos de {1,2,...,n} que sdo primos com n.

Proposigao 113 Sejam G um grupo ciclico de ordem finita m, g um gerador de G e r € Z. Entao,
(¢") = G, se e s6 se mdc (m,r) =1.

Demonstragao

Suponhamos que mdc (m,r) = 1 e que (gr)d = 1. Entdo ¢"% = 1. Entdo, rd = mk, para certo inteiro
k.

Se r divide mk e r é primo com m, entao r divide k. Logo, k = gr, com ¢q € Z. Entao, rd = mgqr,
donde se conclui que d = mg.

E claro que (¢")™ = (¢")" = 1. Entéo, ord (¢") = m, pelo que (¢g") = G.

Suponhamos, agora, que mdc (m,r) # 1. Entao, existe um nimero primo p, tal que p divide m e p
divide .

Entdo, (¢")7 = g7 = (¢™)» = 1.

Logo, a ordem de ¢" é menor ou igual a %, pelo que g™ nao é um gerador de G.
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Proposicao 114 Num grupo ciclico finito de ordem m, hd, exactamente, ¢ (m) geradores.

Demonstracao

Seja g € G, um gerador de G. Entéo, ord (9) =me G = {g,¢%...,9™}.

Entao, pela proposi¢ao anterior, é imediato concluir que ha ¢ (m) geradores de G, uma vez que
g,92,...,¢™ sao elementos distintos.

Proposigao 115 Seja G um grupo ciclico finito. Sejam a,b € G tais que ord (a) = ord (b). Entdao,

(a) = (b).

Demonstracao

Sejam m a ordem de G e d um divisor de m, tal que ord (a) = ord (b) = d. Seja g um gerador de G.
Entéo, g¢ também tem ordem d. Vejamos que a pertence ao subgrupo de G gerado por g . Se a € G,
entdo a = g", para certo n € N. Entdo, 1 = o = (g”)d = g",

Entao, nd ¢ um miiltiplo de m, ou seja, nd = km, para certo inteiro k. Entao, n = k77, pelo que

€ (g7). Logo, (a) C (g7), pelo que se verifica (a) = (@), uma vez que os dois subgrupos tém a

mesma ordem (finita).

Analogamente, (b) = (g7 ). Entéo, (a) = (b), conforme se pretendia mostrar.

Proposicao 116 Seja m um nimero natural. Entdo, Zgo (d) =m.
dlm

Demonstracao

Seja m um nimero natural e consideremos um grupo ciclico de ordem m. Tal é possivel, porque héd
grupos ciclicos de qualquer ordem (finita).

Para cada divisor d de m, existe, pelo menos, um elemento de ordem d.

Mais precisamente, para cada divisor d de m, ha exactamente, ¢ (d) elementos de ordem d.

E, quando percorremos os divisores de m, contamos todos os elementos de GG, uma e uma s6 vez.

Logo, Z @ (d) =

dlm

Proposigao 117 Seja m um nimero natural. Seja G um grupo de ordem m tal que, para cada divisor
d de m, nao hd mais do que d elementos de que satisfazem % = 1. Entdo, G é ciclico.

Demonstracao

Sejam d um divisor de m e ¥ (d) o nimero de elementos de G que tém ordem d. Se v (d) > 0,
entao hd, pelo menos, um elemento de G que tem ordem d. Esse elemento gera um subgrupo S de G,
subgrupo esse que é um grupo ciclico de ordem d. Todos os elementos desse subgrupo de G (e s6 esses)

satisfazem a condigao z¢ = 1, pelo que em S (e em G) hé, exactamente, ¢ (d) elementos de ordem d.
Logo, se ¢ (d) > 0, entao ¢ (d) = . Como Zcp =m = ZT/J Y (d) < ¢(d), para todo o
dlm dlm

divisor d de m, entao 9 (d) = ¢ (d), para qualquer d que divida m. Em particular, ¥ (m) = ¢ (m) > 0,
donde se conclui que G ¢é ciclico.

Proposicao 118 Seja K um corpo. Entao, todo o subgrupo finito de (K*, x), é ciclico.

Demonstracao

Seja d um nidmero natural. Num corpo, nao hd mais do que d elementos que satisfazem a condigao
z¢ =1, pelo que o resultado pretendido é uma consequéncia imediata da proposicio anterior. Note-se
que K* =K\ {0}.
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Proposicao 119 Seja K um corpo finito. Entao todo o subgrupo de (K*, x), é ciclico.

Demonstragao
Se K é corpo finito, entdo todo o subgrupo de (K*, x), é finito. Entéo, pela proposi¢ao anterior,
todo o subgrupo de (K*, x), é ciclico.

Proposicao 120 Seja p um nimero primo. Entdo, (Z;’;, ><) é ciclico.

Demonstragao
Esta proposicao ¢ uma consequéncia imediata da proposicao anterior, uma vez que Z, ¢ um corpo
finito.

Proposigao 121 Seja m wm nidmero natural. Entao U,,, o conjunto das unidades de Zy,, é uwm grupo
multiplicativo de ordem ¢ (m).

Demonstragao

Comegamos por recordar que unidade dum Anel com identidade ¢ um elemento invertivel (para a
multiplicagao).

Sejam A = {1,2,...,m} e x € A. Se, mdc (z,m) = 1, entdo existem nimeros inteiros a e b, tais

que ax + bm = 1. Entao ax = 1 (mod m), pelo que z é invertivel em Z,,. Se mdc (z,m) > 1, entdo nao
existem nimeros inteiros a e b, tais que ax + bm = 1. Logo, x nao é invertivel em Z,,. Logo, em Z,,,
h4 precisamente ¢ () elementos invertiveis. Entdo, a ordem de U,, é ¢ (m). E claro que (U, x) é
grupo, pelo que estd terminada a demonstragao.



46

CAPITULO 2. GRUPOS CICLICOS FINITOS



Capitulo 3

O Anel dos Inteiros Gaussianos

Nota histérica

O aparecimento dos nimeros complexos deve-se a procura da férmula resolvente das equagoes de
3¢ grau de coeficientes reais, as quais tém, no minimo, uma solugao real. Como veremos mais adiante,
toda a equacdo de 3° grau pode ser transformada numa equacio da forma 23 + az 4+ b = 0, pelo que
basta obter a férmula resolvente para este caso. Fazendo x = u + v, vem:

(w+vP+au+v)+b=0 <= v+ v+3w?+v3+au+v)+b=0
—= W+ +3wutv)+alutv)+b=0
— P+ +Buwta)(utv)=—b
Podemos escolher u e v de modo que 3uv = —a A u? + v = —b. Entéo, uv = =
Logo, u?v? = —%—; Au? 4+ v3 = —b, donde se conclui que u3 e v? sdo as raizes da equacdo de 2° grau
2 3
AT+ b — 5= =0.

/ 3
—b+ b2+4L
bk /62+% ud 27

Como A2+ b\ —Z =0 < A= —V "37 tomos a 2 .
27 2 ’ 3
o3 — *b*\/g“%
4a3
eyl R
Entao, , pelo que x = +

2
Vejamos um exemplo de resolucao de uma equagao de terceiro grau, usando o método anterior:

Consideremos a equacio z3 + 322 — 3z — 1 = 0.
Comecamos por fazer a substituicdo x = y + h, com vista a eliminar o termo de 2° grau, obtendo-se:

v = \3/ Lb_ a2 2 2

(y+h)?>+3@y+h)>-3@Hy+h) —1=0
A equagao anterior é equivalente a
y® +3y°h + 3yh® + h* + 3y + 6yh + 3h* =3y —3h — 1 =10

Logo,
y2 + (3h+3)y® + (3h2 +6h —3)y + A3 +3h2 —3h —1=0

Fazendo h = —1, vem 3> — 6y +4 =0
Segue-se a nova substituicdo y = u + v, a qual nos conduz a u3 4+ v3 = —4 A u3v? = 8.
Entéo, u® e sdo as raizes da equacio de 2 © grau A% + 4\ + 8 = 0, que sdo —2 + /—4.

47
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Obtivemos, deste modo, uma raiz quadrada de um niimero negativo, a qual nao representa nenhum
nimero real.

Para quem ja conhece os mimeros imagindrios, ¢ fdcil verificar que u = /—2+2i = 1+ e que
v=+/-2-2i=1—1.

Observe-se, no entanto, que v/—2 + 27 ¢ uma expressao pouco pacifica, uma vez que um nimero
imagindrio admite trés raizes cibicas e nao apenas uma.

Se usarmos as rafzes ctibicas 1 4+ 4 e 1 — 4, obtemos

y=ut+v=14+t+1—1=2Ax=y+h=2-1=1

Logo, uma das raizes da equacao inicial é 1, o que permite encontrar as outras raizes (aplicando a
regra de Ruffini).

13 -3 -1
1 1 4 1
|1 4 1[0

Entdo, 23 +322 32— 1=0 <= (z—1) (22 +42+1) =0 < z=-2+3.

Repare-se que, embora as trés raizes da equacao sejam reais, para resolver a equagao, tivemos de
"sair"do conjunto R.

E se tivéssemos usado outra raiz cubica de —2 + 2¢7

Vimos que uma das raizes cibicas de é 1 + 3.

Como 1+i = /2 cis 7, entao as outras raizes cibicas de —2+2i sao V2 cis (% + %ﬂ) e V/2cis (% — %’r)

Seja u = V2 cis (% + %”) =/2cis 1112”

Ora, de uv = 2, Vemvz% = =/2cis (——2”)

o i Lim
2(:1s—2

Entao,

y = u+v:\/§c1s—+\/_ ( 12>_2\/§ OS__2\/§ OS<7r 27r>

3
T 2w T \/_ 1 V2 V3
= 2V2 <coszcos?—smzsm?> 2\/_< (—§> —7><7>
2
= 2V2 _i_@ ——1-43
4 4
Logo, © = —1 — /3 — 1 = —2 — /3, obtendo-se, assim uma das raizes da equacdo inicial.

Defini¢ao 122 Corpo dos nimeros complexos é o conjunto C = {a+bi : a,b € R}, algebrizado com as
operagoes "adicao" e "multiplicacdo” assim definidas:

Adigao: (a+bi) + (c+di) = (a+c¢)+ (b+d)i

Multiplicagao: (a + bi) x (¢ + di) = (ac — bd) + (ad + bc) i

A definicao da multiplicacdo apresentada resulta da multiplicacdo "usual" de polinémios com a
condicio suplementar i = —1.

Defini¢ao 123 Seja z = a + bi, com a,b € R. O complexo a — bi, é chamado conjugado de z (e é
representado por Z), enquanto que ao nimero real v/a? + b? chamamos mddulo de z (que é representado
por |z|). Ao mimero a chamamos parte real de z e escrevemos Re (z) = a, enquanto que ao nimero b
chamamos parte imagindria de z e escrevemos Im (z) = b.
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Definigao 124 Ao conjunto Z (i) = {a+ bi : a,b € Z}, o qual algebrizado com a adig¢do e multiplicagdo
de complexos é um anel, chamamos anel dos inteiros gaussianos.

Definicao 125 Inteiro algébrico é um elemento do conjunto C que anula um polinémio ménico de Z [t],
isto é, anula um polindmio em t cujos coeficientes pertencem a Z e em que o termo de maior grau tem
coeficiente 1.

E fcil verificar que todos os elementos de Z (i) sdo inteiros algébricos; para isso, basta-nos considerar
a + bi e a equacdo de 2° grau 22 — 2azx + a® + > =0, com a,b € Z.

Observemos, ainda, que a definicdo de inteiro apresentada nao cria, em Q, mais inteiros, para além
dos elementos de Z, os quais, por esse motivo, sao chamados inteiros racionais.

Definicao 126 Num anel com identidade, chama-se unidade a qualquer elemento do anel que seja
invertivel.

Definicao 127 Dois elementos dum anel com identidade dizem-se associados, se exitir uma unidade
do anel que multiplicada por um dos elementos dé o outro.

Definigao 128 EmZ (1), define-se norma, como sendo a aplicagio N, de Z (i) em Z, tal que N (a + bi) =
2 4 12
a“ + b°.

Proposicao 129 A aplicacao anterior satisfaz as propriedades sequintes:

1. N(a+bi) >0,Ya,beZ

2. Sea,beZ,entao N(a+bi) =0 <= a=0b=0
3. N(2) =N (2),Vz € Z (i)

4. N(zw) =N(z) x N (w),Vz,w € Z (i)

Uma vantagem da aplicagdo norma, em relagao & aplicagdo mdédulo, reside no facto da norma de
qualquer inteiro gaussiano ser um nimero inteiro racional, enquanto que o médulo dum inteiro gaussiano
pode ser um nimero irracional.

Proposicao 130 O conjunto U, dos elementos invertiveis de um anel com identidade, forma um grupo
multiplicativo.

Demonstragao

U é um conjunto nao vazio, porque 1 € U.

Sejam u,v € U. Entao existem, em U, elementos s e t, tais que su = us = 1 = tv = vt.

De (uv) (ts) = u(vt)s = u(ls) = us = 1 e de (ts) (wv) = t(su)v = t(1lv) = tv = 1, concluimos
que uv é um elemento invertivel, donde vem que U é um grupo para a multiplicacao, uma vez que esta
operacgao é associativa, existe, em U, elemento neutro e todo o elemento de U é invertivel.

Definigao 131 Sejam A um anel e a,b € A. Diz-se que a divide b (e escrevemos a |b), se existir, em
A, um elemento c, tal que ac = b. Se nao existir um tal ¢, diz-se que a nao divide b.

Definigao 132 Seja o € Z (i). Diz-se que é irredutivel, se, sempre que tivermos o = o, com (3,0
pertencentes a Z (i), entdo, pelo menos, um dos elementos 3,0 é unidade.
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Definicao 133 Seja « € Z (i). Diz-se que o é primo, se « nao é unidade e sempre que « divide um
produto de dois elementos de Z (i), entdo « divide um dos factores. Diz-se que « nao é primo, se « é
unidade ou se o divide um produto de dois elementos de Z (i) e ndo divide nenhum dos factores.

Proposigao 134 Seja o € Z (7). Entdo, o é uma unidade de 7 (i), sse N (a) = 1.

Demonstracao

Seja a = a + bi, com a,b € Z. Se a é uma unidade de Z (i), entdo existe 8 € Z (i), tal que a5 = 1.
Entao, 1 =N (1) = N (af) = N (o) N (§).

Como N (a) e N (/) s@o numeros inteiros nao negativos, temos que N (a) = N(8) = 1. Logo,
N (a) = 1.

Reciprocamente, se N (a) = 1, entdo existem inteiros a,b tais que 1 = N (a) = a? + b%. Logo,
(a+ bi) (@ — bi) = a® + b*> = 1, pelo que a + bi ¢ invertivel e, por isso, uma unidade de Z (7).

Observe-se que se tivermos a? 4+ b? = 1, entdo teremos forcosamente a = 0,b = +1 ou b= 0,a = +1.

Logo, as unidades de Z (i) sao %1, +i, todas elas da forma "™, com m € Z.

Observagao

Sejam z,w € Z (i). Vimos que w divide z, se existir v pertencente a Z (i), tal que wv = z.

Observemos que se w divide z, entdo N (w) divide N (z), mas o reciproco nao é vilido, pois, por
exemplo, N (2 4 7) divide N (2 — ¢) e, no entanto, 2 + i nao divide 2 — 3.

Definigao 135 Para cada nimero real x, define-se o nmimero inteiro T como sendo T = arr (z) =
1 s . . o o .
|z + 3|, onde |y| é o maior nimero inteiro nio superior a y.

Esta funcao arredonda um dado nimero real para o inteiro mais préximo, a menos que o nimero a
arredondar esteja equidistante de dois inteiros consecutivos, caso em que o arredondamento é feito por
€XCesso.

Definigao 136 Sejam z,w € Z (i), com w # 0 ev € C, tal que v =% = x +yi, com x,y € R. Sejam
q,r € Z (i), tais que g =T +yi er = w ((r — )+ (y — y) i) . Divisao inteira de z por w é a opera¢ao
que, pelo processo agora descrito, determina os inteiros gaussianos q e v (chamados quociente e resto),
e que satisfazem a condicdo z = quw + 7.

Exemplo 137 Calculemos o quociente e o resto da divisao inteira de 20 + 3¢ por 4 + 5i.

Para isso, comegamos por dividir, em C, 20 4 3i por 4 + 5i:

20+3i  (20+3i)(4—5i) 80 —100i +12 — 152 95 83

1+5i (4450 (4—5) 16 + 25 TR

Entao, na divisao inteira de 20 4+ 3i por 4 + 5i, o quociente ¢ dado por 2 — 2i (que se obtém,
arredondando P e —33), enquanto que o resto ¢ dado por r = z — qw = 20 + 3i — (2 — 2i) (4 4 5i) =
20 4 3i — 8 — 10i + 8 + 10i2. Entdo, r = 2 + 1.

Observe-se que r pode ser dado por:

95 88 13 6

= — =2 —— +2)i|(4 )= —=——=t| 4 )
r <<41 >+< 41+ )z)( + 57) <41 411>( + 5i)
52—1—651' 24 302,2 82+41. 94
—_— 7 — —1 — — = — —1 =
41 41 41 41 41 41
Proposigao 138 Sejam z,w € Z (i), com w # 0. Entao, com a notagdo introduzida, verificam-se as
condigoes (x —%)* + (y — 9)° < 2 eN(r) <3N (w).
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Demonstragao
Como Z =x+yi=T+ (x—2)+ (y+ (y —¥)) i, temos:

z=w@+y)=w@+@—-2)+@W+y—9))=w@+y)+w((z—2)+ (y—y)i)

Entdo, z —w (@ +yi) =w((x —2)+ (y —9)i) =r € Z(i).

Como |z —Z| < % e |y—y| < 3, entdo (z-2)+@y—-7)° < 3+ 1 = 1, donde se conclui que
N(r) < 4N ().

Finalmente, observe-se que w divide z, se e s6 se, N (1) = 0.

Proposicao 139 Seja z = x + yi, com x,y € Z, tais que p é primo, p = 1(mod4) e p divide N (z).
Sejam a,b € N, tais que p = a® + b2. Entdo, em Z (3), a + bi divide x + yi ou a + bi divide x — yi.

Demonstragao

r+yi  (z+yi)(a—b) ax—bri+ ayi — byi® ax+by+ay—bx2,
a+bi  (a+bi)(a—bi a? + b? p P
_( ) (@ —

T —yi T —yi bi

ax — bxi — ayi + byi® B ax—by_ay—i—b:vi
a+bi  (a+bi)(a—bi

a? + b2 p P

Vamos provar que, nas condi¢ées do enunciado, p divide ax + by se e s6 se p divide ay — bz.

) _
)
) _
)

plax + by p|(az + by)?
—a24p2 2 0 p2) (2 4 42

p=a”+ p(a—i—b)(m—i—y)

. p la?2? + 2abzy + by?
pla2z? + a2 + b2a2 + b2y
= p ‘a2x2 + a?y? + b2z? + b*y? — a%2? — 2abxy — b?y?
= p ‘a2y2 + %22 — 2abzy
= p’(ay—b:ﬂ)2 = play — bx
Reciprocamente:
2
play — b p|(ay — bz)
—a24p? 2 12\ (2 4 .2

p=a”+ p|(a® +b?) (22 +y?)

. p la?y? — 2abzy + b2a?
pla?z? + a?y? + b?2? + b2y?
= p ’a2$2 + a?y? + v?2? + v%y? — a®y® + 2abzy — bP2?
= p ’a2x2 + b*y® + 2abzy
= p ’(aa: + by)2
= plax+ by
Logo, nas condicoes do enunciado, p a parte real de %&% é um numero inteiro, se e s6 se, a parte
imaginéria de % também é. Analogamente se mostrava que a parte real de fb—;% é um numero inteiro,

T—Yyi
a+bi

se e s6 se, a parte imagindria de também é.
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Mas, por hipétese, p = a® +b? e p divide N (z) = 22 +y2. Entdo, p divide (a2 + b2) z? —b? (:U2 + y2).

p}(az—i—bQ) 22— B (2 +y?) = p’a2x2+b2x2—b2x2—b2y2
— ’a2x2 _ 122

= pl(ax + by) (ax — by)

=  plax +by Vplax — by

Se p |lax + by, entdao play — bz, donde se conclui que “Zigz € Z(i).

Se plaz — by, entdo p|ay + bx, donde se conclui que ¢ € Z (i).

Entao, a + bi é primo em Z ().

Proposicao 140 Seja p € N, um numero primo, tal que p = 1(mod4). Sejam a,b € 7Z, tais que
p=a®+b%. Entdo, a+bi e a— bi sio primos em Z(i).

Demonstracao
Suponhamos que a + bi divide z1 22, com z1, 29 € Z (i). Dividindo 21 e z3 por a + bi, temos

z1 = (a4 bi)wy + 11, com wy,r € Z (i) e 0 <N (r1) <
zo = (a + bi) wa + ra, com wa, T2 € Z (i) € 0 < N (r2) <

NSNS

Entao,

2120 = ((a+bi)wy +71) x ((a+ bi)wy +73)
= (a+bi)*wiws + (a + bi) wiry + (a + bi) wary + r1ro

Entao, rire = 2122 — (a + bz')2 wiwz — (a + bi) wirs — (a + bi) war;.

Entao, a + bi divide 172, porque a + bi divide todas as parcelas do segundo membro da igualdade
anterior.

Entao, N (a + bi) divide N (r172) = N (r1) N (r2), ou seja, p divide N (r1) ou p divide N (r2).

Entao, N (r1) = 0 ou N (r2) = 0, donde se conclui que 1 = 0 ou r2 = 0. Logo, a + bi divide z; ou
a + bi divide zs.

Observemos que p divide o produto (a + bi) (a — bi) e p ndo divide nenhum dos dois factores. Entao
p, como elemento de Z (i), ndo é primo.

Proposicao 141 Seja g € N, um nimero primo, com q = 3 (mod4). Entdo, q é irredutivel em Z (i).

Demonstracao

Suponhamos que ¢ = 2322, com 2] e z2 ndo invertiveis. Ora, N (q) = ¢*> = N (21) N (22). Entdo, teria
de ser N (21) = N (22) = ¢, pelo que g seria uma soma de dois quadrados, o que sabemos ser falso. Logo,
N(z1) =1ouN(z) =1

Logo, se ¢ se decompuser num produto de dois elementos de Z (i), um desses elementos ¢ uma
unidade (por ter norma 1).

Entao, g é irredutivel em Z (7).

Proposicao 142 Seja g € N, um nimero primo, tal que ¢ = 3 (mod 4). Entao, q é primo em Z (3).
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Demonstragao
Sejam z1 = x1 + Y1t € 2o = Ta + Y2i, cOM T1, Y1, X2, Y2 € Z.
Suponhamos que ¢ divide o produto zjzs.

q (1 + y11) (x2 + y21)
q|zi1ze + T1Y21 + T2Y17 — Y1Y2
qlr1me — Y1y2 + (T1Yy2 + 2Y1) 0

q|z1z2 — Y192
q|z1y2 + x2y1

{

q }JB%@ —T11Y2 + x1Y1y2 + xgy%
q|zizs + zoy?

q a2 (21 +7)

qlza Vqlat +yi

q !21Z2

IR

fﬁfxz — Z1Y1Y2
r1y1Yy2 + 332:9%

A

1° Caso: Suponhamos que ¢ divide x2 (em Z). Entao, temos

q|r122 — Y1Y2 qly1ye gy Vaqly
qlry2 + 21 = g1y = { qlr1 Valy
q w2 qlra q w2
|y qly1 qlyz qlyr
— qlzr V4§ qlyz V4§ qlmr VS qlye
qlzo q w2 qlxo qlxg

= qlz1 Vqlz

22 Caso: Suponhamos que ¢ divide a:% + y% e que ¢ nao divide 9. Seja d o méximo divisor comum
entre x1 e y1.

Se ¢ divide d, entao g divide z1 e divide xg, pelo que ¢ divide z;.

Se ¢ néo divide d, entdo ¢ divide u? + v2, com u = Dev= %. Mas esta hipétese nao pode ocorrer,
porque ¢ = 3 (mod4) e o méximo divisor comum entre u e v é 1.

Estd, assim, terminada a demonstragao.

Proposicao 143 O elemento 1 + i é primo e irredutivel em Z ().

Demonstragao

Suponhamos que 1 44 = 2129, com 21, 22 € Z(i). Entdo, 2 = N (1 +14) = N (2122) = N (21) N (22).
Entao, N (z1) = 1VN (22) = 1. Logo, um dos nimeros z; e z2 é¢ uma unidade, pelo que 147 é irredutivel
em Z ().

Suponhamos, agora, que 1+ divide z; 29, com 21, z2 € Z (7). Entao, 2 = N (1 +4) divide N (21) N (22),
pelo que 2 divide uma das normas. Sem perda de generalidade, suponhamos que 2 divide N (z1). Seja
21 = a+ bi, com a,b € Z. Entao, 2 é um divisor de a? + b2, pelo que a e b sdo ambos pares ou ambos
impares. Se forem ambos pares, 2 divide 21, pelo que 1 4 ¢ divide z1, uma vez que 1 + 7 divide 2.

Suponhamos que a e b sao ambos fmpares. Mas,

a+bi  (a+bi)(1—-4) a—ai+bi+b a+b b—ai

1+i  (1+9)(1—4) (A+i)(1—4) 2 2
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Entao, ‘llfrb; € Z (i), porque a + b e b — a sdo pares.

Logo, 1+ ¢ ¢ primo em Z (7).

Em face das proposigoes anteriores, podemos concluir que um elemento de Z (i) é irredutivel se e s6
se é primo.

Podemos concluir, ainda, que os primos de Z (i) sdo 1 + i, os primos de N que sdo congruentes com
3, médulo 4, e os elementos a + bi e a — bi, tais que a,b € Z e a® +b?> = p, com p primo em N e p
congruente com 1, mdédulo 4 e, ainda, os respectivos associados.

Finalmente observe-se que, num Anel com identidade, todo o primo ¢ irredutivel, mas hé Anéis com

identidade em que nem todo o irredutivel é primo.

Proposicao 144 Seja p € N um namero primo tal que p = 1(mod4). Entao, existem a,b € N, tais
que a® + b2 = p.

Demonstracao

Se p = 1 (mod 4), entao 4 divide p — 1. Como Z, \ {0} é um grupo ciclico para a multiplicacao (ver
Teorema das rafzes Primitivas), entdao existe em Z, \ {0} um elemento m de ordem 4. Entao, m? tem
ordem 2, pelo que m? = —1 (mod p), donde vem que p divide m? + 1 (em N). Logo, p divide m? + 1,
em Z (i), ou seja, p divide (m +1i) (m — 7).

Se p fosse irredutivel em Z (i), entdao p dividia m + i ou p dividia m — i, o que nao acontece.
Entdo, p nao é irredutivel em Z (i), pelo que existem a,b,c,d € Z, tais que p = (a+ bi) (c+ di) =
(ac — bd) + (ad + be) i, tendo-se que a + bi e ¢ + di nao sido unidades. Como a norma de p ¢ p?, entdo
as normas de a + bi e ¢ + di sdo iguais a p. Entdo, p = a? +b% = % + d>.



Capitulo 4

Ternos Pitagodricos

Nota histérica

A existéncia de tridngulos rectangulos, em que as medidas dos comprimentos dos lados sdo mimeros
inteiros, era do conhecimento dos Babilénios ha cerca de 4000 anos.

Pensa-se, mesmo, que se os Babilénios nao conheciam uma férmula para todos os tridngulos rectan-
gulos de lados inteiros, pelo menos, deveriam conhecer férmulas parciais para tal questao.

Alguns desses tridngulos rectangulos de lados inteiros, também eram do conhecimento dos antigos
Egipcios e Chineses.

Julga-se que Pitdgoras conhecia os ternos Pitagéricos da forma (2n +1,2n% + 2n,2n% + 2n + 1),
mas é a Diophantus de Alexandria que é atribuida a descoberta da férmula geral dos ternos Pitagéricos.

Curiosamente, embora parte da obra de Diophantus seja bem conhecida, através de tradugoes para
Arabe, néo se sabe em que época o mesmo viveu, acreditando alguns historiadores que ters sido entre
os séculos II antes de Cristo e III depois de Cristo, mas sem precisar a época exacta.

Tal como os babilénios, Diophantus considerava, nao sé tridngulos rectangulos de lados inteiros, mas
também tridngulos rectangulos de lados racionais.

E bem conhecido o facto de Pierre de Fermat ser um estudioso da obra de Diophantus e de ter sido
na margem duma pédgina dum dos livros de Diophantus, que Fermat escreveu o enunciado do famoso
ultimo Teorema de Fermat, que sé muito recentemente foi demonstrado.

O 1ltimo Teorema de Fermat deve ter sido o teorema da Matemaética que mais tempo demorou a
demonstrar.

4.1 Formula geral dos Ternos Pitagoricos.

Definicao 145 Sejam x,y,z € N. Se 2? + y? = 22, dizemos que (z,y,2) é um terno Pitagorico (TP);
terno Pitagorico primitivo (TPP) é um terno Pitagdrico (x,y,z) tal que mde (z,y,z) = 1.

Exemplo 146 (3,4,5) é um terno Pitagdrico primitivo, porque 3% + 42 = 52 ¢ mdc(3,4,5) = 1. Jd
(6,8,10) é um terno Pitagdrico nio primitivo, porque 62 4 82 = 102, mas mdc (6,8, 10) = 2.

Interpretacao geométrica

A cada terno Pitagérico (z,y, z) corresponde "um"tridngulo rectangulo em que x e y s@o os catetos
e z ¢ a hipotenusa. Se (z,y, z) é um terno Pitagérico, entdo, para cada k € N, temos que (kz, ky, kz) é
um terno Pitagérico. Observe-se que os tridngulos rectangulos correspondentes aos ternos Pitagéricos
(z,y,2) e (kx, ky, kz) sdo semelhantes.

Vejamos como determinar todos os ternos Pitagéricos, comegando por alguns casos de ternos Pitagori-
cos primitivos:

95
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Exemplo 147 Ternos Pitagoricos primitivos da forma (y,x,z + 1)

Se (y,z,x 4 1) é um terno Pitagérico, entao

2

(x+1)2:y2+x2 = 2?42+ 1=y +2? = 224+ 1=19>

Logo y é fmpar, pelo que existe um nimero natural n, tal que y = 2n + 1. Entao,
2w+1=02n+1)? < 2o+1=4n’+4n+1 <= =20 +2n < z=2n(n+1)

Entdo, y =2n+ 1,z =2n?+2n,2+1=2n24+2n +1

Como mdc (z,x + 1) = 1, entdo mdc (2n + 1,2n% + 2n,2n* 4+ 2n + 1) = 1.

Logo, (2n +1,2n% +2n,2n2% + 2n + 1) é um terno Pitagérico primitivo, para qualquer valor de n.
Logo h4 infinitos ternos Pitagéricos da forma (y,z,z + 1). Alguns desses ternos Pitagéricos estao

na tabela seguinte:

nl2n+1|2n°4+2n|2n2+2n+1 TPP

1 3 4 5 (3,4,5)

2 5 12 13 (5,12,13)
3 7 24 25 (7,24, 25)
4 9 40 41 (9,40,41)
5 11 60 61 (11,60,61)
6 13 84 85 (13,84,85)

Exemplo 148 Ternos Pitagdricos primitivos da forma (y,x,z + 2)

Se (y,x,x 4+ 2) & um terno Pitagérico, entéo

(z+22 =142 = 22 +dr+4=92 427 < 4(z+1) =1>

Logo y é par, pelo que existe um niimero natural m, tal que y = 2m. Entdo, 4 (x + 1) = 4m?, donde
vem x + 1 = m2. Se z fosse par, entdo y, e = + 2 eram pares, pelo que (y,x,z + 2) ndo era um terno
Pitagérico primitivo. Entao, x deve ser impar, pelo que m é par. Entao, m = 2n, para certo natural n.
Entdo,  + 1 = 4n?, donde se conclui que z =4n® —lex+2=4n>+1

Como z é fimpar, mdc (x,z + 2) = 1, pelo que mdc (4n,4n2 —1,4n% + 1) =1.

Entao, (4n, An? —1,4n2% + 1) ¢ um terno Pitagérico primitivo, para qualquer valor de n.

Logo h4 infinitos ternos Pitagéricos da forma (y,z,x + 1). Alguns desses ternos Pitagéricos estao

na tabela seguinte:

nldn|4n? —1]4n2+1 TPP

1] 4 3 5 (4,3,5)
218 15 17 (8,15,17)
3112 35 37 (12,35, 37)
4116 63 65 (16,63,65)
5] 20 99 101 (20, 99,101)
6|24 143 145 | (24,143, 145)
7] 28 195 197 | (28,195,197)

Exemplo 149 Ternos Pitagdricos primitivos da forma (y,x,z + 3)
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Se (y,z,x 4+ 3) é um terno Pitagérico, entao

2

(z+3)?%=1242% <= 22462+ 9=92+127 < 3(2z+3) =1>

Logo y ¢ multiplo de 3, pelo que existe um nimero natural m, tal que y = 3m. Entao, 3 (2z + 3) =
9m?, donde vem 2x + 3 = 3m?.

Entao, 2z tem de ser multiplo de 3, o mesmo acontecendo com x. Entao y, x e x 4+ 3 sao todos
multiplos de 3, pelo que nao ha ternos Pitagéricos primitivos da forma (y, z,z + 3).

Torna-se pertinente a questao de saber para que valores de a existem ternos Pitagoéricos da forma
(y,z, 2+ a).

A essa questdo daremos resposta nas proposigoes seguintes.

Proposicao 150 Sejap um primo impar. Entdo nao hd nenhum terno Pitagdrico da forma (y, x,z + p).

Demonstragao

Se (y,x,x 4+ p) é um terno Pitagérico, entao (z + p)2 =% + 22

Logo, z2 + 2px + p? = y? + 22, donde vem p (2z + p) = y>.

Entao, y € multiplo de p, pelo que existe um nimero natural m, tal que y = pm.

Entdo, p (2z + p) = p?m?, donde vem 2z + p = pm?.

Entao, 2z tem de ser miltiplo de p, o mesmo acontecendo com z. Entao y, z e x + p sao todos
multiplos de p, pelo que nao ha ternos Pitagéricos primitivos da forma (y, z,z + p).

Proposigao 151 Seja a € N, tal que a > 1, a é impar e a nao é quadrado (perfeito). Entdo ndo hd
nenhum TPP da forma (y,z,x + a).

Demonstragao
Seja a = bp**~1, com p primo fmpar, o, b € N e b fmpar tal que p nao divide b.
De 22 + y? = 22 + 2az + a?, vem:

y? = 2ax + a® = a (22 + a) = bp** ! (2z + bp2°‘_1)

Daqui vem que p® divide y, pelo que y = mp®, para certo natural m.

Entdo, 32 = m?p?® = pp?*—! (23: + bp%‘*l).

Logo m?p = b (Q:U + bp2a—1), donde vem que p divide 2z + bp?*~1. Entéo, p divide 2z, pelo que p
divide z. Entao, (y,z,z + a) ndo é um terno Pitagérico primitivo.

Proposicao 152 Se (y,z,z + a) é um terno Pitagdrico primitivo e a é impar, entdo a é um quadrado
perfeito.

Esta proposicao é, apenas, outra maneira de afimar o mesmo que na proposicao anterior. Observemos
que esta proposi¢ao nao garante a existéncia dum terno Pitagérico primitivo da forma (y,z,x + a), se
a for impar e quadrado perfeito, embora isso aconteca, como veremos na proposicao seguinte.

Proposicao 153 Se a é impar e quadrado perfeito, entdo hd infinitos ternos Pitagdricos primitivos da
forma (y,z,x + a).

Demonstragao
Suponhamos que a = (2s — 1)2, para um certo natural s e que existe um terno Pitagérico da forma
considerada. Entao:

Y4+ =a?42w+ad® = P =a@2c+a) = ¥ = (25— 1) <2x+(2s—1)2>
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Entao, 2z + (2s — 1)2 ¢ um quadrado perfeito impar, pelo que existe um nimero natural n, tal que
20+ (2s —1)* = (2n+2s — 1)2

Entdo, 2z + (25 —1)® = 4n? + 4n (25 — 1) + (2s — 1)%, pelo que 2z = 4n? + 4n (25 — 1). Logo,
r=2n%+2n(2s—1).

Substituindo x nas expressoes que nos dao y2 e = + (2s — 1)2, obtemos

2 = (25 — 1) (2x + (25 — 1)2) = (25— 1) (2n + 25 — 1)?

Entdo, y = (25 — 1) (2n+2s — 1) = (n+25—1—n) (n+25 — 1 +n) = (n + 25 — 1)> — n?.
Logo, (y,xz,z+a) = <(n+23— D2 —n22n2+2n (25 —1),2n2 +2n (25 — 1) + (25 — 1)2>

Encontrdamos, assim, uma expressao geral para os ternos Pitagoéricos da forma (y, x,x+ (25 — 1)2>.
Falta, ainda, mostrar que hé infinitos ternos Pitagéricos primitivos desta forma.

Consideremos o terno <(n +25s—1)2 —n2 202 +2n (25 —1),2n2 + 20 (25 — 1) + (25 — 1)2).

Vejamos que o terno Pitagérico anterior ¢ um primitivo, se e s6 se, mdc (n,2s — 1) = 1.

Se 0 méximo divisor comum entre n e 2s — 1 for diferente de 1, existe um nmimero primo p que divide
n e 2s — 1. Entdo, p divide (n+ 25 —1)* —n2, n2 +2n(2s — 1) e 2n% 4+ 2n (25 — 1) + (25 — 1), pelo
que ((n +25s—1)2 —n2 202 + 20 (25 — 1),2n% + 20 (25 — 1) + (25 — 1)2> nao é um terno Pitagérico
primitivo.

Suponhamos, agora, que mdc (n,2s — 1) = 1.

Seja d = mdc ((n 25— 1)2 02,202 + 20 (25 —1),2n% + 20 (25 — 1) + (25 — 1)2).

Como (n +2s — 1) —n2 = (25 — 1) (2n + 2s — 1) ¢ fmpar, entdo d é fmpar. Suponhamos que d > 1.
Entao, existe um primo fmpar g, tal que q divide os ndmeros d, z,y, z. Entao, ¢ divide os dois niimeros
z—x = (25— 1)2 e z—y = 2n?, isto é, q divide n e ¢ divide 2s — 1. Entdo, ¢ divide mdc (n,2s — 1) =1,
0 que nao pode acontecer. Entao, é absurdo supor que d > 1, pelo que d = 1.

Logo, <(n +25—1)2—n22n% +2n (25 —1),2n% 4+ 2n (25 — 1) + (25 — 1)2) é um terno Pitagérico
primitivo, para todo o valor de n primo com 2s — 1.

Uma vez que hé infinitos miimeros naturais que sao primos com 2s—1, concluimos, como pretendiamos

demonstrar, que hé infinitos ternos Pitagéricos primitivos da forma <y, x,r+ (25 — 1)2>.

Exemplo 154 Determinar os ternos Pitagoricos primitivos da forma (y,z,x +9).

Ora,

P+al=@+9)? <= P+2=22+182491 «— P =18z +81 <« > =92z +9)
E, agora, temos:

2 +9=02n+3)% <= 22+9=4n’+12n+9 <= 20 =4n>+12n <= z =2n%+6n
Logo, z=2n% +6n,y=3(2n+3) =6n+9e 2z = 2n% 4+ 6n+ 9.

E claro que, para obtermos os valores anteriores, podiamos ter aproveitado a proposicao anterior e
respectiva demonstragao, bastando substituir por s por 2.

Na tabela seguinte estao indicados alguns dos ternos Pitagéricos primitivos da forma anterior:



4.1. FORMULA GERAL DOS TERNOS PITAGORICOS. 59

n | 6n+9|2n°+6n|2n*+6n+9 TPP

1 15 8 17 (15,8,17)

2 21 20 29 (21,20, 29)

4 33 56 65 (33,56, 65)

5 39 80 89 (39,80,89)

7 51 140 149 (51,140, 149)
8 57 176 185 (57,176, 185)
10 69 260 269 (69, 260, 269)

Reparemos que nao aparecem as linhas correspondentes a n = 3,6,9, ..., porque estes niimeros nao

sao primos com 3.
Proposigao 155 Se (z,y,z) é um terno Pitagdrico primitivo, entdo z é impar.

Demonstragao

Suponhamos que z é par. Entdo, 22 = 22 4+ y? ¢ par. Entdo, z
impares, o mesmo acontecendo com x e y.

Se x e y sdo ambos pares, entao (x,y, z) ndo é um terno Pitagérico primitivo.

Se x e y sdo ambos impares, entdo temos =2t — 1, y=2s — 1 e z = 2r.

Entdo, 472 = 4t — 4t + 1+ 4s% — 4s + 1 = 4t% — 4t + 45> — 4s + 2, donde se conclui que 4 divide 2,
o que ¢ falso.

Em qualquer dos casos, obtivemos uma contradi¢ao. Logo, é absurdo supor que z é par, pelo que z
tem de ser fmpar, pelo que estd terminada a demonstracao.

Observacao

Se z é impar, podemos supor, sem perda de generalidade, que = é par e y é fmpar, pelo que z—x = a
é fmpar.

A questdo de determinar todos os ternos Pitagéricos estd resolvida, porque todo o terno Pitagérico
pode ser obtido a partir dum TPP, multiplicando os seus elementos por um qualquer nimero inteiro

2 2

e y? sdo ambos pares ou ambos

positivo.
Entéo, podemos afirmar que todo o terno Pitagérico primitivo é da forma

((n—i—?s 12— 02,202+ 20 (25 — 1), 2n% + 20 (25 — 1) + (25 — 1)2) ,

tendo-se que os ternos Pitagéricos desta forma sao primitivos, se e s6 se mdc (n,2s — 1) = 1.
Finalmente, a expressao (2ukv, ku? — kv?, ku? + k:vQ), com k,u,v € N e u > v gera todos os ternos
Pitagéricos (& parte a ordem dos dois primeiros elementos dos ternos).

Proposicao 156 Para cada nimero natural n mator ou igual a 3, existe um terno Pitagdrico que inclui
n.

Demonstragao

Se n é impar e n > 3, entao existe um natural s, tal que n = 2s + 1, pelo que nos basta considerar
o terno Pitagérico (28 +1,25% 4+ 25,252 + 25 + 1).

Se existe um natural s, tal que n = 4s+ 2, temos o terno Pitagérico (48 +2,45% + 45,452 + 45 + 2).

Finalmente, se n = 4s, consideramos o terno (3s, 4s, 5s).

Proposicao 157 Sejam a,b,p € N, com p primo, tais que (a,b,p) é um terno Pitagdérico primitivo.
1 =a,y1 =">
Sejam (zy,) e (yn) as sucessoes definidas por  Xnpi1 = axy, — by, . Entao, verificam-se as sequintes

Yn+1 = bap + ayn
propriedades:
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1. xop = 13 yna Yon = 2TpYn, Vn € N
2. 22 +y2 =p* ,Vn €N
3. mdc (zy, yn,p") = 1,Vn € N

4. (|zn] s |ynl ,2™) € um terno Pitagdrico primitivo, para todo o natural n

Demonstragao

xg—axl—byl—a —b2—x1 yl
. =1 3
1. Paran ’temos{ ys = bry + ayy = ba + ab = 2z1y;

Hipétese de indugao: za, = :B yn, Yon = 2TnYn

- _ .2 _
Tese: Tont2 = T2, 1 — Y2i1s Y2n+2 = 2Tn41Ynt1

Tont2 = Tang1 — DYans1 = a(ax2n — by2,) — b (22, + ayon)
= a2$2n — abyan — b2$2n — abya, = a2x2n - b2$2n — 2abyan
= (a2 — b2) Ton — 2abys, = (a2 — b2) (:E% — yfl) — dabxpyn
= a’x 2 a2y,21 — bzxi + b2y721 — 2abzny, — 2abznyn
= (a®z2 — 2abxny, + b*y2) — (ay2 + 2abznyy, + b*2?)

= (azn —byn)? — (b, +ay,)® = 22,1 —y2,

Yont2 = aY2nt1 T bmn+1 = a (bron + ayon) + (a$2n — byan)
= abxo, + a2y, + abrgy, — by2, = ( ) Yon + 2abzaoy
= (a — b2) TnYn + 2ab ( ) = 2022, yp — 2022,y + 2abz? — 2aby?
= 2az, (ayn + bxy) — 2by, (ayn + bxy) = 2020Ynt1 — 20YnYnt1

= 2ynt1 a2y — byn) = 2Tn41Ynt1

Logo, x3, = a: yn, Yon = 2TpYn, VN € N

2. Paran = 1, temos z? + y? = a? + b? = p?, porque (a, b, p) ¢ um terno Pitagérico.
Hipétese de inducao: x2 + y2 = p*"
Tese: z2 | +y2,, = p**?
2+ YR, = (axn — byn)? + (ayn + bxy)?
a? :1: — 2abx,y, + bei + agyi + 2abxnyn + b%i
wy + Vyp + Py + 0% = a® (a5, + yp) + 07 (a7, + un)
_ (a2 i 62) (1:7% +y'r21) — p? x p¥ = p¥t?

Logo, 22 + 32 = p**,Vn € N

3. Comecemos por observar que mdc (zy, yn, p") = 1 se e s6 se mdc (2, yn,p) = 1.

Para n = 1, temos mdc (z1,y1,p) = mdc(a,b,p) = 1, porque (a,b,p) é um terno Pitagérico
primitivo.
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Suponhamos que existia m € N, tal que mdc (2, Ym, p"™) # 1. Entdo, mdc (2, Ym,p) = p, pelo
que p dividia z,, e p dividia y,,. Entao, p dividia z,,+1 e p dividia y,,+1. Entao, p dividia x,, e p
dividia y,, para todo o natural n tal que n > m.

Como mdc (x1,y1,p) = 1, existiria ¢t € N, tal que mdc (x¢, ¥, p) = 1 e mde (T¢41, Ye+1,p) = P

Entao, mdc (za, y2t, p) = p. Mas:

mdc (zor,y21,0) =p = ploae Aplya = plaf —v7 Ap 2z
—  plzi — i Aple Voly)
= (ply? Aplze)V (plwe Ap|a?) = ploe Aplw

Entao, terfamos mdc (z, y¢, p) = p, contrariamente a hipétese de que mdc (z, y¢, p) = 1.
Logo, ¢ absurdo supor que existe m € N, tal que mdc (€, ym, p™) # 1.

Entao, mdc (zy,, yn,p") = 1,Vn € N

4. A afirmacao de que (|zy|,|yn|,p") € um terno Pitagérico primitivo, para todo o natural n, é uma
consequéncia imediata de 2. e 3.

Proposigao 158 Seja (z,y,z) um terno Pitagdrico primitivo. Entao, todo o factor primo de z é
congruente com 1, mddulo 4.

Demonstragao

Jé sabemos que z tem de ser fmpar. Seja p um divisor primo de z. Entdo, p nao divide x, nem
divide y. Mas,

Pz 2p|22 = p|x2—i-y2 - x2z—y2(modp)

Entao, —1 é residuo quadratico, médulo p, pelo que p = 1 (mod 4).

Proposigao 159 Sejam (a,b,c) e (d,e, f) dois ternos Pitagdricos primitivos com mdc (¢, f) = 1. En-
tao, hd pelo menos, dois ternos Pitagdricos primitivos da forma (z,y,cf).

Demonstragao
Consideremos os ternos (ad + be, |ae — bd| ,cf) e (lad — be| ,ae + bd, cf).
Ora:

(ad + be)® + (ae — bd)? = ad? + 2abde + b2e? 4 a2e? — 2abde + b2 d?
= d’d® + V% +a’e® + b’d® = a® (d* + &) + b* (d® + €?)
= (@®+0) (P +e) =
Logo, (ad + be, |ae — bd| ,cf) é um terno Pitagérico, a menos que se tenha ae — bd = 0.

Sem perda de generalidade, podemos supor que 1 < ¢ < f.
Suponhamos que ae — bd = 0. Entao, ad + be = cf.

—bd = — 12
{ae bd =0 {ade bd s bd? 4+ be? = cef

ad + be = cf ade + be? = cef
= b(d*+e*) =cef = bf?=cef = bf =ce

Entao, ¢ divide b, porque mdc (¢, f) = 1. Mas, mdc (b, ¢) = 1, obtendo-se uma contradigao. Entao,
é absurdo supor ae — bd = 0, pelo que
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(ad + be, |ae — bd| ,cf) é um terno Pitagérico. Falta-nos, ainda, provar que este terno Pitagérico é
primitivo.
Suponhamos que existe um nimero primo p, tal que p divide os nimeros ad + be e ae — bd.
ade + be? { p|ade + be?
p

plad + be P
{ plac—bd { p|—ade + bd? —ade + bd?
== p!bdz—i—be2 == p‘b(d2+€2)
— plof? = plbVvp|f* = plbVplf

Suponhamos que p divide b, além de dividir ad + be e ae — bd. Entéao:

p lad + be plad pla Vpld
plae —bd = plae = ¢ plaVple
plb plb plb
pla pla pld pld
= {p]b V< ple VQ pla V¢ ple
plb plb plb

a d
. { pla |, { P
plb ple
Obtivemos, assim, uma contradigdo, pois no primeiro caso, (a,b,c) nao era um terno Pitagérico

primitivo e, no segundo caso, (d, e, f) nao era um terno Pitagérico primitivo. Entao, terd de dividir f.
Suponhamos, entao, que p divide f, que p divide ae — bd e que p divide ad + be.

p|ad + be p|a*d + abe 9 9
plae — bd — p|—abe + b’d — {pﬂ;d+bd
plf plf b
— {p’(a2+b2)d . {p}ch
plf plf
pleVpld {plc {pld
{plf plf plf

Em qualquer dos casos obtemos uma contradicao.

Logo, é absurdo supor que existe um nimero primo p, tal que p divide os nimeros ad + be e ae — bd.

Logo, (ad + be, |ae — bd| ,cf) é um terno Pitagérico primitivo.

Analogamente, se provava que (Jad — be|,ae + bd, cf) é um terno Pitagérico primitivo.

Ainda falta mostrar que os dois ternos sao distintos.

Como ad + be # |ad — be|, basta-nos verificar que ad + be # ae + bd:

Suponhamos que ad + be = ae + bd. Entao, ad — ae + be — bd = 0. Logo, a(d—e) —b(d—e) =0,
donde se conclui que (a — b) (d — e) = 0, ou seja, a = b ou d = e, o que é uma contradigao, pois nao hd
ternos Pitagéricos da forma (x, z, 2).

Logo, é absurdo supor que ad + be = ae + bd, pelo que os dois ternos Pitagéricos sao distintos.

Proposigao 160 Sejam n,p € N, com p um nimero primo congruente com 1, mddulo 4. Entdo, a parte
a ordem dos dois primeiros elementos, existe um tnico terno Pitagdrico primitivo da forma (z,y,p™).
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Demonstragao

J& sabemos que existe, pelo menos, um terno Pitagérico primitivo da forma (x,y,p™). Entao,
22 + 9% = p?". Como p = 1(mod4), temos p = a? + b?, para certos naturais a e b. Consideremos os
inteiros Gaussianos = + yi e a -+ bi.

Como a norma de x + yi é 22 + y? = p*", entdo um dos inteiros Gaussianos a + bi e a — bi divide
T+ yt.

Mas nao pode verificar-se que a + bi e a — bi dividam x + yi, pois, nesse caso, teriamos que p dividia
x + yi, ou seja, p dividia z e p dividia y, pelo que (x,y,p") ndo era um terno Pitagérico primitivo.
Suponhamos que a + bi divide x + yi.

Entdo, z + yi = (a + bi) (z1 +iy1) e N (z1 +iy) = p? L.

E, mais uma vez, a + bi divide x1 + iy, pois, se a — bi dividisse (z1 + iy1), entdo p dividia z + yi.

A aplicagao sucessiva deste raciocinio leva-nos a concluir que temos z + yi = u (a + bi)2n, onde u é
uma unidade de Z (i), ou seja, u é um dos quatro nimeros 1,—1,4, —i. Entao, os nimeros naturais z
e y estao bem determinados, sé6 havendo duas hipéteses. Na primeira, z é o mdédulo da parte real de
(a+ bz’)% e y ¢ o médulo da parte imagindria de (a + bi)Qn, enquanto que, na segunda hipétese, temos
a situacao inversa.

Se a—bi divide 2+yi, chegamos a uma conclusio andloga, pois (a — bi)*" é o conjugado de (a 4 bi)*".

E claro que se tivéssemos considerado o nimero y + xi, em vez de = + yi, a conclusio seria a mesma.

Fica, assim, provado que, a parte a ordem de z e y, hd um tnico terno Pitagérico da forma (x,y, p™).

Proposicao 161 Sejam p1,...,pi, k nimeros primos congruentes com 1, mddulo 4, distintos dois a
dois. Sejam ni,...,n; € N. Entdo, & parte a ordem dos nimeros © ey, hd, exactamente, 28~ ternos
Pitagdricos primitivos da forma (:B,y,p?l...pzk).

Exemplo 162 Vejamos como obter os ternos Pitagdricos primitivos da forma (x,y,54 x 133 x 172),
ou seja, da forma(x,y,396833125):

Como 5 = 22412, 13 = 32422 ¢ 17 = 42 + 12, comegamos por calcular (2 +14)%, (34 2i)% e (4 + i)
(241)® = (3+4i)* = (=7 + 24i)? = —527 — 336i

(34 2i)° = (5 +12i)® = (54 124) (—119 + 120i) = —2035 — 828

(44 1) = (15 + 8i)* = 225 + 240i — 64 = 161 + 2404

E, agora, calculamos:

24+0)®(3+2)°(4+0)* = (=527 — 336i) (—2035 — 828i) (161 4 2407)
(794237 + 1120 1161) (161 + 240i) = —140 955 683 + 370 955 556

E, deste modo, obtivemos (140955 683, 370 955 556, 396 833 125), um dos ternos Pitagéricos primi-
tivos procurados.

2+0)%B+2)%@4—i)' = (=527 —336i) (—2035 — 828i) (161 — 240i)
= (794237 + 1120 1164) (161 — 2404) = 396 699 997 — 10 278 204i

E, desta vez, obtivemos (396 699 997, 10 278 204, 396 833 125), outro dos ternos Pitagéricos primitivos
procurados.

2+ (B3—-2)0(A+40)* = (=527 — 336i) (—2035 + 828i) (161 4 2404)
= (1350653 + 247 4041) (161 + 240i) = 158 078 173 + 363 988 764i
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E, assim, obtivemos (158078 173,363 988 764, 396 833 125).

2+9)°(3—-2)0(4—i)* = (=527 — 336i) (—2035 + 828i) (161 — 2404)
= (1350653 + 247 4044) (161 — 2404) = 276 832093 — 284 324 676i

E, assim, obtivemos (276 832093, 284 324 676, 396 833 125), o itimo terno Pitagérico procurado.
Se pretendermos distinguir a ordem dos dois primeiros elementos dos ternos Pitagéricos primitivos
da forma (x,y,396 833 125), temos os oito ternos:

(140955 683, 370 955 556, 396 833 125) (370955 556, 140 955 683, 396 833 125)
(10278204, 396 699 997,396 833 125) (396 699 997, 10278 204, 396 833 125)
(158078 173,363 988 764,396 833 125) (363 988764, 158078 173,396 833 125)
(276 832093, 284 324 676,396 833 125) (284 324676, 276 832093, 396 833 125)

4.2 A trigonometria e os ternos Pitagéricos

Vamos, agora, abordar o tema dos ternos Pitagéricos ao nivel de 12° Ano, utilizando conhecimentos
elementares de trigonometria.
Consideremos o terno Pitagérico (3,4, 5). Da igualdade 32442 = 25, podemos obter a nova igualdade

(g)2 + (%)2 = 1, que nos faz recordar a férmula fundamental da trigonometria. Concluimos, entao, que
existe um nimero real a, tal que cosa = g esina = g
Ento, cos (2a) = COS2 o —sin?a = 25 %g —
sin (2a) = 2sinacosa = 2 X 25
2
E como cos? (2a) + sin? (2a) = 1, temos que (—2—75) +(2)" =1

Da igualdade anterior vem que 72 + 242 = 252, ou seja, (7,24,25) é um novo terno Pitagérico
(primitivo).

E podemos continuar, de modo a obter mais ternos Pitagéricos primitivos:
e

cos (3ar) = cos (2a) cosa —sin (2a) sina = —g¢ X £ — 52 X 5 = —15¢
: o : 247037477 0 44
sin (3a) = sin (2a) cosa +sinacos (2a)) = 52 X £ — % X 55 = 75¢
Das igualdades anteriores, obtemos o ternos Pitagérico primitivo (44,117,125).
cos (4ar) = cos? (2a) — sin? (2a) = g — 200 = — 221
sin (4dor) = 2sin (2a) cos (2a) =2 x 32 x (—5) = -2

Das igualdades anteriores, obtemos o ternos Pitagorico primitivo (336,527,625).

cos (5ar) = cos (4ar) cos a — sin (4ar) sina = 32;62) 5, ggg 5= 511%
sin (5a) = sin (4a) cos a + sina cos (4a) = — g5 X 235 — 3158

Das igualdades anteriores, obtemos o ternos Pltagorlco prlmltlvo (237,3116, 3125).
Mas podemos ir mais além: Suponhamos que, pelo processo anterior, temos os nimeros , € Y,

5 — Zn
dados por o8 (no) Bo
sin (na) = £x

Entao, temos:
cos((n+1) )—cos(noz)cosa—sm(noz)smoz-3xgﬁ——x%%
sin ((n + 1) a) = sin (na) cos a + sin a cos (na) =

o~

Wm
Glben

exdrexgm
Tnt+1 = 3xn — 4yn
Yn+1 = 4y + 3Yn
(zn) € (yn), uma vez que sao conhecidos z; e y;.

E é relativamente facil demonstrar por indugao que (z, yn,5") é um terno Pitagérico, sendo a parte

mais complicada mostrar que mdc (2, yn,5") = 1, 0 que prova que o terno Pitagérico é primitivo.

Das igualdades anteriores obtemos { , 0 que define, por recorréncia, as sucessoes
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Neste exemplo, considerdmos o nimero primo 5, mas podemos utilizar qualquer primo congruente
com 1, médulo 4, como, por exemplo, 13,17, 29 ou outro.

Exemplo 163 Suponhamos que temos dois ternos Pitagdricos e vejamos como obter um terceiro terno
Pitagdrico, a partir dos dois ternos anteriores.

Consideremos os ternos Pitagoéricos (3,4,5) e (5,12,13). Sejam «a, € R, tais que cosa = %,
sina = g‘, cos B = 13 esinf = 13. Entao:

(cos (a+ ) = cosacos B —sinasin f = 2

sin (o + ) = sinacos f + sin S cos @ = i’

cos (o — ) = cosacos B + sinasin f = 3 T

\ sin(oz —B) =sinacosff — smﬁcosoz =35 X % -

E podemos continuar:

COS(QO&)_COS2OJ—SIHQOJ_%—2—5 —

sin (2a) = 2sinacosa = 2 X gsx : =5
2

cos (28) = cos? B — sin? 8 = @—% —?8

[ sin(28) =2sinfBcosB=2x 153 X 553 = Tg

E, ainda:

(cos (2a+ ) = cos (2a) cos B —sin (2a) sin B = —ok x &5 — 22 x 42 = 328
s1n(204—i—ﬁ)—sin(20¢)cosﬁ+sinﬁcos(204):g—é‘><%—2—75><%—323376Eé
cos (2ac — )—cos(Qa)cosB+sin(2a)sinﬂ:—2—75X%—F%xi—s:g%g
sin (20 — )—sin(2a)cosﬁ—sinﬁcos(2a):%X%—Fz—zx%:%
cos(a+25)—cosacos(2ﬁ)—sinasin(2ﬁ):—§x%g—gx%:—%
5111(044—26)—sinozcos(2ﬁ)+sin(25)cosoz:—5x%g?%—l—ggx—:—%
cos(a—26):cosacos(2,8)+sinasin(2ﬂ):—§x%—i—%x%:%
sin (o — 2f8) = sinacos (28) — sin (23) cosa = —% X %égg 22 x ig?— %

E daqui obtemos os ternos Pitagéricos primitivos (36,323,325), (204, 253,325), (116,837,845) e

(123,836, 845).
E claro que o processo pode prolongar-se.

4.3 Os nimeros complexos e os ternos Pitagoricos

Podemos, também, utilizar conhecimentos elementares dos nimeros complexos, para tratar o tema dos

ternos Pitagoéricos.
Consideremos o niimero complexo 3 +4i. O médulo deste complexo é dado por V32 + 42 =5, 0 que

significa que 32 4 42 = 52, obtendo-se, assim, o terno Pitagérico (3,4, 5).
E, pelo célculo das sucessivas poténcias de 3 + 47, obtemos novos ternos Pitagéricos, uma vez que o
médulo do produto de um niimero finito de niimeros complexos é o produto dos médulos desse nimeros.
(34 4i)% = 9+ 24i + 16i%2 = —7 4 243
{ | =7 + 24i| = \/(=7)* + 242 = /625 = 52
Das igualdades anteriores, descobrimos o terno Pitagérico primitivo (7,24, 25).
(3+40)% = (=7 + 24i) (3 + 4i) = —21 — 28i 4 72i + 96i2 = —117 + 444
{ | =117 + 44i| = 53
Das duas igualdades anteriores, descobrimos o terno Pitagérico primitivo (44,117, 125).
Vejamos, agora, como obter duas sucessoes que vao definir os sucessivos ternos Pitagoricos:
Suponhamos que (3 4+ 4i)" = x,, + iy,, com x,, + iy, € N. Entao:

(3+ 42)"+1 (Tn + iyn) (3 + 4i) = 3xy + dixy + 3iyn — 4yn = 320 — 4y, + i (42y + 3yn)
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Tl — 3, Y1 = 4
E daqui, obtemos a sucessao definida por Tpy1 = 3xn — 4yn
Yn+1 = 4z, + Syn
Estao, assim definidos infinitos ternos Pitagéricos primitivos da forma (x”,y™,5™).
Utilizando uma Calculadora grafica, podemos definir as fungoes anteriores e, assim, obter os ternos
Pitagoricos.
Consideremos o ntiimero complexo 5 + 127. O médulo deste complexo é dado por v/52 + 122 =13, o
que significa que 52 + 122 = 132, obtendo-se, assim, o terno Pitagérico (5,12, 13).
E, pelo cédlculo das sucessivas poténcias de 5+ 127, obtemos novos ternos Pitagéricos, uma vez que o
moédulo do produto de um numero finito de nimeros complexos é o produto dos médulos desse nimeros.
{ (54 126)% = 25 4 1200 4 144¢%> = —119 + 1204

|—119 + 1204 = \/(—119)2 + 1202 = /28561 = 169 = 132
Das igualdades anteriores, descobrimos o terno Pitagérico primitivo (1 19,120, 132).

5+ 121’)3 = (=119 + 120i) (5 + 12i) = —595 — 1428i + 600i + 14402 = —2035 — 828i
{ |—2035 — 828i| = \/(—2035)2 + (—828)% = 2197 = 133
Das duas igualdades anteriores, descobrimos o terno Pitagérico primitivo (828, 2035, 133).

Vejamos, agora, como obter duas sucessoes que vao definir os sucessivos ternos Pitagdricos:
Suponhamos que (5 + 12:)" = z,, + iyy,, com x, + iy, € N. Entao:

5+ 12i)”+1 = (zpn +iyn) (5 + 12i) = bxy, + 12ixy, + Siyy, — 12y, = by — 12y, + 0 (122, + Syn)

r1 =3, =4
E daqui, obtemos a sucessao definida por Tpy1 = dxn — 12y,
Yn+1 = 12z, + 5yn

Consideremos os ternos Pitagéricos (3,4,5) e (5,12,13). A partir destes dois ternos, podemos obter
outros ternos Pitagéricos:

(34 44) (5 — 124) = 15 — 367 + 20i — 48i> = 63 — 16i
|63 — 16i| = /632 + 162 = /4225 = 65 = 5 x 13

(34 44) (5 + 124) = 15 + 367 + 20i + 48i> = —33 + 561
| =33 + 56i| = /332 + 562 = /4225 = 65 = 5 x 13

E, assim, obtivemos os dois ternos Pitagéricos (16,63,5 x 13) e (33,56,5 x 13).

Para obter os ternos Pitagéricos da forma (z,y,5% x 13), calculamos (3 + 40)? (5 — 12i) = 253 +
204i e (3+ 42')2 (54 12¢) = —323 + 36¢, pelo que obtemos os ternos Pitagéricos (204, 253, 52 x 13) e
(36,323,52 X 13).

Nao podemos deixar de chamar a atencao para o importante facto deste assunto estar intimamente
relacionado com a decomposi¢ao dum nidmero natural numa soma de dois quadrados.

Assim, 5 = 22 + 12,13 = 32 + 22, enquanto que 7 ndo pode decompor-se numa soma de menos de
quatro quadrados: 7 =22 + 12 + 12 + 12,

Finalizamos, realgando o facto da Trigonometria estar intimamente relacionada com os Numeros
Complexos, pelo que era de esperar o paralelismo existente entre as duas maneiras de abordar este

Tema, a nivel de 12° Ano.



Capitulo 5

O Anel dos Quaternioes

E bem conhecido o facto do corpo dos complexos ser isomorfo a R?, com as operacoes adi¢do e multi-
plicacao definidas por (a,b) + (¢,d) = (a + ¢,b+d) e por (a,b) x (¢,d) = (ac — bd, ad + bc). Tal facto
levou alguns mateméticos a pensar na possibilidade de algum outro R, nomeadamente R?*, poder ser
corpo.

Hamilton definiu, em R?, a adicdo usual e uma multiplicacio dum modo que adiante se vera, mas
nao obteve um corpo, embora sé nao se verificasse um dos axiomas (a comutatividade da multiplicagao).
A um anel nestas condicGes é costume chamar anel de divisao, havendo, no entanto, quem lhe chame
corpo (e neste caso teremos corpos nao comutativos e corpos comutativos). O anel encontrado por
Hamilton é conhecido por anel dos quaternioes e pode ser definido dum modo semelhante ao corpo dos
complexos. Em vez da unidade imagindria , temos trés elementos i, j, k, tais que i = j2 = k? = —1,
ij =k, jk=1 ki=j, ji=—k, kj = —ieik=—j .A multiplicagdo, antes de ser definida formalmente
¢é usada, intuitivamente, da maneira usual, embora satisfazendo as condicoes acima referidas.

Representaremos o anel dos quaternioes por @) e teremos, entao, @ = {a + bi + ¢j + dk: a,b,c,d € R}.

Exemplo 164 Considere o conjunto @ = {a+bi+cj+dk:a,b,c,d € R} algebrizado com as oper-
agoes @ e ® definidas por:

(a+bi+cj+dk) D(A+Bi+Cj+Dk) = (a+A)+b+B)i+(c+C)j+(d+D)k

X =aA—-bB—cC—dD
Y =aB+bA+cD—dC
Z =aC +cA+dB—-bD
W =aD + dA+bC — cB

(a+bi+cj+dk)®(A+Bi+Cj+Dk) = X+Yi+Zj+ Wk, com

Este exemplo, embora muito trabalhoso, ¢ muito interessante, pois trata-se dum Anel ndo comuta-
tivo, em que existe elemento neutro para a operacao @ (que é chamado identidade do Anel) e em que
o zero do Anel é o tnico elemento que nao tem oposto para a operacao Q.

Logo, a tnica propriedade que falha para que (Q, ®, ®) seja Corpo é a comutatividade da operagao
®.

O Anel (Q,®,®) é conhecido por Anel dos quaternides e, ¢ claro, ndo tem nada a ver com o Anel
(Q, +, x) dos nimeros racionais.

A demonstragao de que (Q, ®,®) é Anel é muito trabalhosa, embora seja pura rotina, pelo que nao
apresentamos essa demonstragao.

Uma maneira cémoda de trabalhar com produtos no Anel dos quaternides consiste em aplicar a
propriedade distributiva, como habitualmente, e aplicar a seguinte regra:

1Rj=ki1Qk=0kR1=75jQt=-kk®j=—1;1Q0k=—]

67
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Além disso, temos i2 = j2 = k? = —1, conforme pode ser verificado, utilizando a definicdo da
operacao .

Habitualmente, utilizamos os sinais + e X, em vez de & e ®. Note-se, ainda, que o Corpo dos
nidmeros complexos, (C,+, X), ¢ um subanel de (@, +, x). Digamos, que subanel dum Anel é uma parte
do Anel que ainda é Anel.

Vejamos como calcular (1 + 2 4 25 + 3k) ® (4 + 3i + 55 + 2k), expressao esta que vamos substituir
por E, por questoes de falta de espaco:

E = (14242j+3k)® (4+3i+5j+2k) = (14 2i +2j + 3k) x (4+ 3i +5j + 2k)
= (142i+2j+3k)(4+3i+ 55+ 2k)
= 4430455 + 2k + 8i + 6% + 10ij + 4ik + 8 + 65i + 1052 + 45k + 12k + ki + 15k + 6k>
= 44 3i45j+2k+8 — 6+ 10ij — 4ki + 85 — 6ij — 10 + 45k + 12k + 9ki — 155k — 6
= 4—6—10—6+3i+ 8 + 5j + 2k + 10ij — 6ij — 4ki + ki + 8j + 4jk — 155k + 12k
= 18430+ 8 + 55 + 2k + 4ij + 5ki + 8 — 115k + 12k
= —18+11i+ 55+ 2k +4k +5j + 8j — 11i + 12k
= —18+40i+18j + 18k = —18 + 185 + 18k

Se quisermos, apenas, encontrar o valor final, podemos utilizar o EXCEL. Segue-se uma simulacao:

A B C D E F G H I J K L
1 1° Factor 2° Factor Produto
211 4 |j |k |12 |7 |k 1 il 7|k
3 :Ag*Eg—Bg*Fg—Cg*Gg—Dg*Hg
4111212314 |13|51|2 —18 0|18 18

Na célula 13, estd escrita a férmula que nos dé o niimero que iremos multiplicar por 1. Ao copiarmos
esta célula para 14, aparece o valor —18.

Se escrevermos as férmulas correspondentes ao coeficientes de i, j e k, obteremos, a direita de —18,
os valores 0, 18 e 18. Tal significa que (1 + 2i 4 2j 4 3k) ® (4 + 3i + 55 + 2k) = —18 + 07 + 185 + 18k.

E claro que nio se apresentaram as restantes férmulas por uma questio de falta espaco.

De modo andlogo ao Corpo dos Complexos, podemos falar no conjugado e obter férmulas interes-
santes, como, por exemplo, o conjugado do produto de dois factores é o produto dos conjugados desses
factores, mas por ordem inversa. Registe-se que o conjugado de a + bi + ¢j + dk (com a,b,c,d € R) &
a—bi—cj—dk.

Outra maneira de obter os resultados é trabalhar com a seguinte funcao de 8 varidveis, sendo que as
primeiras 4 varidveis correspondem ao primeiro factor e as ultimas 4 correspondem ao segundo factor:

g(a,b,c,d, A, B,C,D) = (x,y, z,w)

{ (z,y,2z,w) = (aA—bB — cC —dD,aB +bA+ cD — dC,aC + cA+ dB — bD,aD + dA + bC — ¢B)

1

9(1,2, 2 3, 4 3,5,2) = (~18,0, 18, 18)

g(4,— —9.1,-2,-2,-3) = (—18,0, —18, —18)
g(4,3, 5 2, 1 2,2,3) = (— 18 22, 8,10)

g(1,— ~3,4,-3,-5,-2) = (—18,-22, -8, —10)
g(abcda —b, c,—d):(a +b2+02+d2,0,0,0)
g(a,=b,—c,—d,a,b,c,d) = (a* + b* + ¢ + d*,0,0,0)

Convém referir de modo especial que, devido a ndo comutatividade da multiplicacao, hé dificuldades
em definir a divisao.
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Recordemos que dividir 8 por 2 consiste em encontrar o nimero que multiplicado por 2 d4 8. Tal
nimero é 4, uma vez que 4 X 2 = 2 x 4 = 8. Neste caso, nao hd problemas, porque a multiplicacao é
comutativa. Vejamos a situagéo no Anel dos Quaternioes:

(1+2i+2j+3k)® (4+3i+ 55 + 2k) = —18 4+ 0i + 18 + 18k
(44 3i+ 55 +2k) ® (14 2i + 25 + 3k) = —18 + 22i — 85 — 10k

Qual serd o quociente de —18+0i+ 185+ 18k por 1+2i+25+3k? Teria de ser "algo"que multiplicado
por 1+ 2i + 25 + 3k desse —18 + 0i + 185 + 18k. Mas, multiplicado como? A esquerda? Ou & direita?
Comecemos por verificar como calcular o inverso de a + bi + ¢j + dk:

1 a—bi—cj—dk a—bi—cj—dk

a+bi+ci+dk  (a+bitci+dk)®(a—bi—cj—dk) a+b%+ %+ d?
a _ b . c - d i
PR+ E 1P t+E+ R R R+E+dR P+t

1 B a—0bi—cj—dk a—bi—cj—dk
a+bitcj+dk  (a+bitcj+dk)®(a—bi—cj—dk) a?+b2+c2+d?
_ a _ b ;i c - d .
- a2+b2+c2+d2 a2+b2+62+d2 a2+b2+c2+d2‘7 a2—|—b2—|—c2+d2
Ora,
a,b,c,d a b < d = (z,y,z,w)
I\ s e 2Pt e+ @ @+t + R 2+ +2+a2)  PF
com
a® b2 c? d?
= 0,0,0
@y, 2 w) <a2+b2+c2+d2+a2+b2+c2+d2+a2+b2+c2+d2+a2+b2+02+d2’ " )
= (1707070)
E,
a —b —c —d
b,c,d) = (1,0,0,0
g<a2+b2+c2+d2’a2+b2+c2+d2’a2+b2+c2+d2’a2+b2+c2+d2’a’ @ ) (1,0,0,0)

Observe-se que (a + bi + ¢j + dk)®(a — bi — ¢j — dk) = (a — bi — ¢j — dk)®(a + bi + ¢j + dk), pelo
1 a—bi—cj—dk

atbitcitdk (atbitcj+dk)® (a—bi—cj—dk)
1

embora se deva escrever (a + bi + ¢j + dk) ™.

que faz sentido escrever

Neste caso, nao hé perigo em escrever - -
Peng a+bi+cj+dk’

No caso geral, fala-se em quociente a esquerda e quociente & direita. Assim, a8~ é o quociente de
a por B a direita e Sl é o0 quociente de « por 8 a esquerda. Em Anéis em que a multiplicacdo é
comutativa, os dois quocientes coincidem.

Definicao 165 Seja @ = a + bi 4+ ¢j + dk, com a,b,c,d € R. Ao elemento de Q, a — bi — cj — dk,
chamamos conjugado de o e escrevemos @.
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Proposicao 166 Sejam o, 3 € Q. Entdo, aff = Ba.

Demonstragao
Sejama=a-+bi+cj+dke=A+ Bi+ Cj+ Dk, com a,b,c,d, A, B,C,D € R.
Entao,

af =(a+bi+cj+dk)x (A+Bi+Cj+Dk)=X+Yi+ Zj+ Wk,

com
X =aA—-bB —-cC —-dD
Y =aB+bA+cD —dC
Z =aC +cA+dB—-bD
W =aD +dA+bC — cB
Entao,

af = (aA —bB — cC — dD)—(aB + bA +cD — dC)i—(aC + cA+dB — bD) j—(aD + dA + bC — cB)

E, agora, temos S = A — Bi—Cj — Dkea=a —bi — ¢j — dk.
Entao,

Ba = (A—Bi—Cj— Dk)x (a—bi—cj—dk)
= (=A+ Bi+Cj+ Dk) x (—a+ bi + cj + dk)
= X1+ Yii+ 215+ Wik

Para calcular fSa, basta trocar os sinais a A e a e trocar as letras maitisculas pelas mitsculas e
reciprocamente. Assim,

Ba=(A—DBi—Cj—Dk)x (a—bi—cj—dk) =Xy + Yii+ Z1j + Wik,

com

X1 =Aa— Bb—Cc— Dd

Y1 =—Ab— Ba+ Cd— Dc = — (aB +bA+ cD — dC)
Zy=—-Ac—Ca+ Db— Bd=—(aC+cA+dB —bD)
Wy =—-Ad— Da+ Bc— Cb=—(aD + dA+ bC — cBk)

Logo, af = fa, Vo, € Q.

Definicao 167 Seja a = a + bi + ¢j + dk, com a,b,c,d € R. Ao produto a&, chamamos norma de «,
escrevendo-se N ().

Observagao 168 Se a« = a+ bi + ¢j + dk, com a,b,c,d € R, entdo
N(a)=a?+ >+ +d> =a®+ (=b)? + (—0)* + (=d)®> = N (@)

Além disso, temos que a norma de um elemento de (Q é um niumero real positivo ou nulo, sendo nulo,
apenas no caso de termos o = 0+ 0t + 05 + 0k.
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Observacao 169 Note-se que, para o = a + bi + ¢j + dk, com a,b,c,d € R, temos

a—bi—cj—dk
(a+bi+cj+dk) x (a—bi—cj—dk)
a—bi—cj—dk a—bi—cj—dk

(a+bi+cj+dk)™t =

a4+ b2 +c2+d? N (@)
_a_ b P& . d I
T N N@' N@’ N

Observacgao 170 Se ndo tivéssemos efectuado os cdlculos anteriormente, podiamos calcular o~ da
sequinte maneira: pretendemos encontrar § € Q, tal que af = Pfa = 1. Ora, se aff = 1, entdo

a (af) =@, donde (@a) B =a. Entao, = N—)E
) =

Por outro lado, fa = (N(a) ) a= (— (@a) = =~ x N (a) = ﬁ X N(a) =1, o que termina a

demonstracao.
Proposigao 171 Sejam o, € Q. Entao, N (af) = N (a) N (5).

Demonstragao

N(ap) = (ab) xaf = (a
= aN(f)a=aaa

Note-se que, na multiplica¢do, os nimeros reais (e s6 estes) comutam com qualquer elemento de Q.
Isso significa que R € o centro do Anel Q).

Corolédrio 172 O produto da soma dos quadrados de quatro nimeros inteiros por outra soma de quatro
quadrados de mimeros inteiros ainda é uma soma de quatro quadrados de nidmeros inteiros.

Sejam z,v,a,b, c,d,r, s, t,u nimeros inteiros que satisfazem as condicoes x = a? + b> + 2 +d? e
y =12+ sb® + 2 + u’.
Sejam a« = a + bi+cj +dk e B =r + si+tj + uk.Entao,

zy = (a®+0%+2+d?) (r?+sb? + 2 + u?)
N ()N (8) =N (ap)

Mas, N (af) é uma soma de quatro quadrados de mimeros inteiros, pelo que terminou a demon-
stracao.
De qualquer modo, a demonstracao anterior nao nos indica a maneira de obter os quatro quadrados.
Se pretendermos essa informacao, temos de calcular N (af3).
Sejama=a+bi+cj+dke=A+ Bi+ Cj+ Dk, com a,b,c,d,A,B,C,D € Z.
X=aA—-bB—cC—dD
Y =aB+bA+cD —dC
Z =aC +cA+dB—bD
W =aD +dA+bC —cB

Ja vimos que af = X +Yi+ Zj + Wk, com

Entao, N (af) é dada por

(aA —bB — cC — dD)* + (aB + bA 4 ¢D — dC)* + (aC + cA + dB — bD)? + (aD + dA + bC — ¢B)?
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Exemplo 173 Transforme (22 +32 442+ 52) X (12 +22 432+ 42) numa soma de quatro quadrados,
de acordo com o Coroldrio anterior.

Resolugao

Sejam a =2+ 3i+45+bke f=1+2i+ 35 + 4k.
2(14+2i+3j+4k) =2+ 4i+ 65 + 8k
3i(142i+3j+4k) =3i — 6+ 9ij + 12k = —6 + 3¢ + 9k — 125

45 (1 +2i+ 35 +4k) =475 + 8ji — 12 4+ 16jk = —12 4 167 + 45 — 8k
5k (1 + 2i 4+ 3j + 4k) = 5k + 10ki + 15k5 — 20 = —20 — 153 + 105 + 5k
Entao,

Ora,

aff = 244i+67+8k—643i+ 9k —12j — 12+ 16i + 45 — 8k — 20 — 15i + 10§ + 5k
— —36+8i+8j + 14k

Logo,
(22 +3°+42+5%) x (17 + 22+ 3% +4%) =36° + 8% + 8 + 14°

22432442452 =54
12422 4324+42=230

54 x 30 = 1620

362 4 82 + 82 + 142 = 1620

Note-se que



Capitulo 6

Formas Quadraticas

Definicao 174 Sejam k,n € N. Forma k-dria de grau n é um polinémio homogéneo de k varidveis (ou
indeterminadas) e grau n.

Observagoes

Por exemplo, w% + w% e x% + Zw% — b6x1x0 + :L‘g sao formas quadréaticas, sendo a primeira bindria e
a segunda terndria. Estas duas formas quadréticas tém coeficientes em Z, pelo que lhes chamaremos
formas quadréticas inteiras.

As formas quadréticas podem ser escritas matricialmente, embora ndo de modo tinico. Se exigirmos
que a matriz A seja simétrica, entao a representacdo matricial de uma forma quadratica é unica. Assim,

1 -3 0] [x1
x% + 296% — 6122 +m§ = [ml To 333] -3 2 0| |z2| =2TAx
0 0 1| [z3
1 -3 0
sendo A= |—3 2 0 uma matriz simétrica.
0 0 1
€1
Neste capitulo, vamos usar as varidveis 1, 2, 3, Y1, Y2, Y3, - - -, escrevendo-se © = (x1,x2,x3) = |2
x3
ezl = [xl T9 :ng].

Dada uma forma quadratica inteira @ (21, z2, - - - , ) = ! Az, com A matriz simétrica, os elementos
a; ; da matriz sdo nimeros inteiros, mas os elementos a; j, com 7 # j, nao tém de ser inteiros; para i # j,
teremos que 2a; ; € um inteiro, pelo que cada elemento a; ; ¢ da forma %, com m € Z. No entanto, vamos
tratar, essencialmente, de casos em que todos os elementos da matriz sao nimeros inteiros. No caso das
formas quadréticas terndrias inteiras, supomos sempre que os termos rectangulares tém coeficiente par,
ou seja, a matriz é constituida por nimeros inteiros.

Chamaremos discriminante da forma quadrética Q (z1,72,---,2,) = x! Az, ao determinante da
matriz A.

Observe-se, também, que as formas quadréticas estao relacionadas com o chamado produto interno
usual de R™:

Q(z1,22,  ,Tpn) = Z a; jxiz; = (x, Ax)

ij=1

Note-se que o produto interno usual de R™ (e nao sé o usual) é uma forma quadrética, mas nem
toda a forma quadrética define um produto interno.
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n
Suponhamos que x; = g ¢ jxizj(i =1,...,n),sendo C = (¢; j) uma matriz de tipo nxn e entradas
7=1

em Z.

Se det C' = 1, entdo a matriz C é invertivel, tendo-se que as entradas da matriz inversa D = C~!
sao mimeros inteiros.

Se x = Cy, entao

Q (1,2, ,an) = a2l Az = (Cy)" ACy =y"CT ACYy
y By = Q1 (y1,y2,** , Yn)

n
Note-se que y; = Zdija:j, parai=1,...,neque D =C~L
j=1
As duas formas quadraticas @ (x1,x2, -+ ,x,) € Q1 (Y1, Y2, - ,Yn) tém coeficientes inteiros e, devido
ao modo como estao relacionadas, diremos que sao formas equivalentes. Note-se que a matriz B = CT AC
é simétrica, pois A é simétrica.
Observe-se que formas equivalentes tém o mesmo discriminante (determinante da matriz associ-
ada), o que nao significa que matrizes com o mesmo determinante correspondam a formas quadraticas
equivalentes.

Exemplo 175 Consideremos a forma quadrdtica bindria Q (z1,72) = x% + 4x122 + 223 € a matriz

<

Note-se que det C' = (1) 1 =1
o 1 I 1| |n Y1+ Yo
Substituindo, em Q (z1, x2), or = , obtemos:
e e I A
(W +y2)° +4( +y2) v +205 = Ui+ 20192 + 3 + 41y + 3 + 205
= Y + 6152 + Ty
= Q1(y1,92)
) 1 2 ..
Seja A = [2 2} Matricialmente, temos

Qren = wl A7) <[ =[5 G [

Q1 (y,12) = [ ] CTAC z;]

w0
= [ ] [?1) ﬂ zj

Ora, nio podemos afirmar que 2 + 4172 + 273 = Q (21, 72) = Q1 (y1,v2) = y3 + 6y192 + Ty3.
Entao, diremos que Q (71, 72) ~ Q1 (y1,Y2)-
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. . . o 11
Em rigor, deveriamos dizer: "Se, na forma quadratica @ (z1, z2), substituirmos [?] por [0 J [Zl} ,
2 2
) 11 .
obtemos a forma quadratica Q1 (y1,y2)". No entanto, vamos escrever [il] = [O J [Zl] , para simpli-
2 2
ficar.
Sejam @Q (z1,x2, - ,Zn) € Q1 (Y1,Y2, - ,Yn) duas formas quadréticas.
Diremos que Q (z1,z2, - ,zn) ~ Q1 (y1,Y2, -+ ,Yn), se existir C, uma matriz quadrada de inteiros
z1
e determinante 1, tal que x = Cy e Q1 (y1,%2, - ,yn) € obtida de @ (x1, z2,- - ,xy), substituindo
Tn
Y
por C
Yn
Proposicao 176 A relagcio ~, acima definida, é uma relacio de equivaléncia.
Demonstragao
L. Q ($1,1U2, U 7:1771) ~ Q (.’131,.'172, e 7$n)a porque Q (.’131,.'172, e 7$TL) obtém-se de Q (x17$27 T a$n)7
Il I I
substituindo | : | por I, | : | = | : |, sendo I, a matriz identidade, a qual ¢ uma matriz de
Tn T T
inteiros e de determinante 1.
Logo, a relacdo ~ é reflexiva.
2. Suponhamos que Q (z1,Z2, ,Zn) ~ Q1 (Y1,Y2, -+ ,Yn). Entao, existe C, uma matriz quadrada
de inteiros e determinante 1, tal que x = Cy e Q1 (y1,%2,- - ,yn) € obtida de Q (z1,x2, - ,Zpn),
I n
substituindo | : | por C
In Yn
Y
Entao, Q1 (y1,42, - ,Yn) = [yl e yn] CTAC | : |. Note-se que CT AC é uma matriz simétrica.
Un
Y1 4l
Substituindo, em Q1 (y1,y2, -+ ,¥n), | : | por C~' | : |, obtemos:
Un Tn
z1 T1
[z - w) (c D CTace | ] = [m - ] (CceHTA(CCTY)
T Tn
T
= [xl e :vn] A
In

= Q(l’l,l’g,"' ,xn)
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E claro que C~! ¢ uma matriz de inteiros de determinante 1 (basta recordar um dos processos de
encontrar a matriz inversa: através da adjunta).

Entao, se Q (z1,x2, - ,2n) ~ Q1 (y1,Y2, - ,Yn), podemos concluir que Q1 (y1,y2, "+ ,Yn) ~

Q (1,22, - ,x,). Logo, a relagdo ~ é simétrica.

3. Suponhamos que Q (*73173727 T 7mn) ~ Ql <y17y27 T 7yn) ~ Q? (Z17Z27 T 7271)‘

L1 Y1
Q1 (y1,%2, -+ ,yn) obtém-se de Q (z1,x2,- - ,Zp), substituindo | : | por C' | 1 |, comdetC =1
[T [Yn ]
e as entradas da matriz C' pertencentes a Z.
1] [ 21]
Q2 (21,22, , zp) obtém-se de Q1 (y1,Y2," - ,Yn), substituindo | : | por D | : |, com det D =1
[Yn ] [ #n ]
e as entradas da matriz D pertencentes a Z.
z1
Q (z1, 72, ,Tp) = [:B1 wn]A
Ty,
z1
Q1 (Y1 y2, ) = [y -+ wyn| CTAC
In
21 21
Q2(z1,22,+ ,2n) =[21 -+ 2| DTCTACD | : | =]z1 -+ 2] (cD)" A(CD)
Zn Zn
Ora, det (CD) = det (C) xdet (D) =1 x 1 =1, tendo-se que C'D é uma matriz de entradas em Z.
z1 21
Logo, Q2 (21,22, , 2n) obtém-se de @ (z1,x2," - ,Zy), substituindo | : | por CD
T Zn

Logo, a relagao ~ ¢é transitiva. Entao, ~ é uma relacao de equivaléncia.

Observacao
Se Q (x1,x2,- -+ ,xy) = m, para certos inteiros m, z1, T2, - , Tp, diremos que m é representavel pela
forma quadrética @ (x1,xe,- -+ ,x,), sendo que formas quadréticas equivalentes representam os mesmos

nimeros, isto é, se duas formas quadriticas ()1 e Q2 sdo equivalentes, entdao todo o nimero inteiro
representavel por uma das formas é representdvel pela outra.
Este € um exemplo em que o termo rectangular tem coeficiente impar.

11

Exercicio 177 Sejam Q (z1,72) = 322 + 2z102 + 2% ¢ C = [2 3

]. Determine a forma quadrdtica
Q1 (y1,y2) que se obtém de Q) (x1,x2), substituindo 1 por C g
T Y
2 2

Resolugao

Ora, A = [3 !

1 J edetC:‘



7

Mas,
T
T 11 3 1)1 1) |1 2](3 1][1 1
CAC—[gg 11 |2 3] |1 3|1 1|2 3
|1 205 6] (11 14
|1 3|3 4| |14 18
Entao,
el 11 14] [
[y1 2] CTAC [yj = v v [14 18] |y2
= 11y} + 28y1y2 + 18y3
3 1 11 14
Note—s.equedetA—'1 1'—3—1—2_198_196_'14 18"

Teorema de Dirichlet

Proposicao 178 Sejam a e b, dois nimeros naturais, tais que mdc (a,b) = 1. Entdo, na progressao
aritmética de 1° termo b e razdo a, hd infinitos primos.

Observacao

Este Teorema de Dirichlet é essencial para este capitulo.

Serd usado sem apresentarmos a sua demonstracao.

Antes de passarmos aos lemas seguintes, vejamos um exemplo:

Exemplo 179 Seja Q (1, 12) = 323 —14x179+1873 = [a:l azg] [_37 187] [i;] Qual serd o menor in-

teiro positivo a representdvel por @ (x1,x2)? E haverd alguma forma quadrdtica equivalente a Q (x1, z2),
cuja matriz associada tenha, na primeira linha e primeira coluna esse elemento a?

3Q (x1, z9) = 922 — 422129 + 5da? = 3z — Tx2)? + bal

Entao, Q (z1,z2) = %(33:1 — 73:2)2 + %a:% Se zo = 0, entdo o menor inteiro representdvel por
Q (z1,x2) € 3. Se xo = *1, entdo o menor inteiro representdvel por @ (1, x2) é 2. Assim, por exemplo,

3 =T]12
Q2.1)=1[2 1] [_7 18] M =2.
Logo, 2 é representével por @ (z1,z2). E é facil verificar que 1 ndo é representavel por @ (x1,x2).
Logo, 2 é o menor inteiro positivo representavel por @ (z1,x2).
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1

ot = g il ] e R

Entao, b1; = 2, como pretendido.

Seja M = [2 ;j , com det M = 2u — s = 1. Entao, podemos escolher u =0A s = —1.

Mas, suponhamos que faziamos u = 3 A s = 5. Entao, M; =
EB_213—725_—1425_27
Y705 3] |-7 18| |1 3| |-6 19||1 3| |7 27|
Lema 180 Uma forma quadrdtica bindria Q (x1,x2) = 2l Az = alla,‘% + 2a19z129 + aggzn% é definida

positiva se e s6 se os dois menores principais da matriz (simétrica) A sio positivos, isto é, se aj; > 0
€ a11a99 — a%Q > 0.

2 95
1 3

Demonstracao

Uma forma quadratica bindria é positiva se @ (z1,x2) > 0, para quaisquer x1, z2, tendo-se que se
Q (z1,z2) = 0, entdo (x1,x2) = (0,0)

Seja @ (x1,x2) = anx% + 2a102129 + agga:% uma forma quadrdtica bindria definida positiva. Entao,
0< Q(170) = an-

Além disso, devemos ter Q (A, 1) > 0,VA € R. Entao, ajiA? + 2a12) + age > 0,V € R.

Logo, A" = a%2 — aj1a9 < 0, pelo que deve ser aji1a90 — a%Q > 0.

Reciprocamente, suponhamos que aj; > 0 e aj1a9 — a%2 > 0. Entao,

2 .2 2
a1 @ ($1, IBQ) = a7177 + 2a110127172 + a11a2275

2 2 2 2
= (a1 + a12x2)” + aj1a22x; — ajyrs;

= (an1z1 + a12962)2 + (a11a22 - a%2) w%

Entao, a11Q (z1,22) > 0,Vx1,z2 € R. Logo, Q (z1,2z2) > 0,Vx1, 2 € R, porque aj; > 0.
Suponhamos, agora, que @ (z1,22) = 0. Entao, (a;1z1 + a12x2)2 + (a11a22 — a%Q) 3.
Logo, a11x1 + ajaxa =0e (a11a22 — a%) ZL‘% =0.

Entao, 22 =0 e a;121 + ai1a22 = 0. Logo, 1 = 0.

Logo, @ (x1,x2) é uma forma quadrética definida positiva.

Lema 181 Em cada classe das formas quadrdticas inteiras bindrias e definidas positivas, existe uma
forma que satisfaz 2|a12| < a1 < age. Tal forma é chamada reduzida e, numa forma reduzida, aj; <

2 _ 2
%\/ d2, onde d2 = a11G22 — Q79.

Demonstracao
Consideremos a forma quadrética inteira bindria e definida positiva dada por Q (z1,x2) = aj 2% +
2a} gm0 + a'223:%. Seja a o menor inteiro positivo representavel pela forma @ (z1,x2). Entéo, existem
4 3 : / / 3 _ / / ! 12 !/ ! .0 / 12
ndimeros inteiros z, 4, tais que a = Q (2], %) = al 2 + 2a) 2 xh, + abyay.
Seja d = mdc (2}, x5). Entao, temos, obrigatoriamente, d = 1, pois, se a é representdvel pela forma
Q (71, 72), entao 7 também ¢ representdvel por @ (71, z2) e, devido & minimalidade de a, temos 7 = a.
Mas se mdc (2], 25) = 1, entdo existem certos nimeros inteiros ug, So, tais que upx) — soxh, sendo

a solugao geral desta equagao Diofantina dada por u = ug + txh A s = s + tz}, com t € Z.
/
[m zj . Entdo, det M = uz] — szf,. Entdo, a equacdo uz) — sxh =

. X1 U1
Sejam x = Y = M =
i =[] = 0] v = [

1 tem solu¢ao, porque mde (27, z5) = 1.
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/ /
Seja, M (t) = M = [:1:/1 50 +ta:}}

z1
z2
Entao, Q (z1,22) ~ Q1 (y1,v2), pelo que as formas quadrdticas @ e @)1 estdo na mesma classe de

equivaléncia e, por isso, representam os mesmos inteiros.
2 2 .
Suponhamos que Q1 (y1,y2) = a11y5 + 2a12y1y2 + a2y;. Ora:

AN = [0/11 a’12} M — |:a/11 a’m] [37/1 30"‘”5/1]

Suponhamos, agora, que x = My. Substituindo, em Q (z1,z2), [ } por My, obtemos Q1 (y1,Yy2).

! ! ! ! ! !
a1y G99 ajg G| |Ty U + 1Ty
zhal, +xhal, alisg+ al itz 4+ aloug + afotat
_ 10711 2019 01150 1117 120 120%9
- ! ! ! ! / !/ / / / /
.’L‘1a12 + :1:20122 CL1280 + a12tx1 + a22u0 + a22t$2
Logo,
/ / ! ! ! ! / / / / / /
MTA/M _ A _ fL'l .%'2 a:'lall + $2a12 alls() + alltafl + a12u0 + a12t$2
so +tx) ug+txh| |Thaly + xhahy alyso + algtz + abyug + abhytah
Entao,
/ ! ! ! ! / ! ! ! !
ail = Ip ($1(111 + 332@12) + ) (.171(112 + $2a22)
_ / /1\2 [ AW / /\2
= ayy(71)7 + 24,7175 + ahy(7h)
= a
~ _ 2 2 _ 9 2
Entdo, Q1 (y1,%2) = a11y1 + 2a12y192 + a2y = ayi + 2a12y1y2 + a2ys.

Logo, Q1 (1,0) = a.
Continuando, temos

/ / / / / / / / / / / / / /
a2 = Q21 = I (allso + alltxl + a19UQ + alztﬂfz) + Ty (a1280 + alztﬂfl + A9oUQ + a22t$2)

halyso + (h)%at + zhalyso + 2ahalyta’ + 2 a)gug + Thahguo + (2h) ahyt

((zh)2aly + 2a},7 b + (25)%ahy) t + T)a} S0 + Thalaso + Tha)uo + Thahyuo
= at+ x’lalllso + a:’2a'1280 + x'la’12u0 + a:'2a’22u0

E, agora, podemos escolher ¢ € Z, de modo que |a2| < § = 4L,

Ora, 0 < @1 (0,1) = aga > a = ay1, devido & minimalidade de a.

De 0 < a11 < age, vem a%l < ajiaz. Entao, a%l < aj1a9e — a%Q + a%Q.

Logo, a3 < ds + a3y < da + gzl, donde vem %a%l < dy e, por isso, a3y < %dQ,

Entao, a1 < %\/@

z

Coroldrio 182 Toda a forma quadrdtica bindria inteira e definida positiva de discriminante do = 1 é
equivalente a uma soma de dois quadrados.

Demonstragao

Pelo lema anterior, sabemos que toda a forma quadratica bindria definida positiva é equivalente a
uma forma quadrética reduzida (bindria e definida positiva) Q1 (y1,%2) = a1195 + 2a12y1y2 + az2y3, com
a1 < %\/dz

Como estamos a supor que dy = 1, entdo aj; < % Logo, a1; = 1.

Mas, |a12| < %t = %, pelo que aja =0V agg = % (note-se que 2a13 € Z).

E, como do = aj1a92 — a%Q =1, vem a9y — a%z =1, pelo que a12 =0 e az = 1.

Logo, Q1 (y1,2) = 5 + v3-
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x1 a1l a2 a3
Lema 183 A forma quadrdtica terndria Q (r1,x2,x3) = [xl T9 :Bg] Alxs|, A= |aia aoe as3|,
T3 a13 a3 Q33

2

é definida positiva se e s se os trés menores principais da matriz A sdo positivos, isto é, se tivermos
a1l > 0, a11a922 — a%Q > 0, det A = d3 > 0.

Demonstracao
T1 3

Suponhamos que @ (x1,x2,x3) = [xl T9 arg] Alxy| = E a;jx;x; ¢ uma forma quadrética
XT3 i,7=1

definida positiva e que A é uma matriz simétrica (de int_eiros).
Pretendemos provar que a1 > 0, aj1a20 — a%Q >0, det A =ds > 0.
ann a2 aiz] [1]
Ora, 0< Q(l,O,()) = [1 0 O] al2 Qa9 a93 0] =aq1.
a1z a3z asz| |0]
Como ay; > 0, Q (21,22, x3) € uma forma quadratica definida positiva, se e s6 se 0 mesmo acontece
com a forma quadratica a11Q (z1, 2, r3). Mas:

ai;p a2 aiz| |T1
a11Q (z1,22,x3) = au (1 ®2 23] |a12 ag a3 |xo
@13 a23 asz| |T3
[a1121 + a1222 + a1323
= ai [5101 T2 $3] 1271 + G22T2 + A23T3
|@1321 + a23x2 + a33T3

2 2 2 2
= a2y + 2a1101271%2 + 20110137173 + a1102275 + 20110237273 + a1103373
Consideremos a forma linear L (1, z2,23) = a1121 + a1222 + a13xs. Entdo,

(L (x1,29,23))* = (anz1 + a19mz + ar3w3)>

2 .2 2 2 2 2
a1171 + 2a1171012272 + 20112101373 + 1275 + 2a1222a13T3 + a137T3
2
Calculemos Q1 (1,22, 23) = a11Q (v1, 22, 23) — (L (21, 22, 23))":

2
Q1 (z1,72,73) = a11Q (v1,22,23) — (L (71,22, 73))
2 2 2 .2 2 .2
= Q11022%9 + 2&11&23$2$3 + a11a33:n3 — Q19T — 2&12&13$2$3 — a13:n3

= (a11a22 - a%g) x% + 2 (a11a23 — ai2a13) T2x3 + (a11a33 - 0%3) iE§

Entao, Q1 (x1,z2,z3) é uma forma quadratica bindria que s6 depende de x5 e x3, pelo que escrever-
emos, apenas, Q1 (z2,r3). Entao:
2
ai1ae —ajs  G11023 — 12013 | T2
Q1 (w2, 23) = [z2 3] o
a11a23 — G12013  @11433 — 473 3

Seguidamente, vamos verificar que, curiosamente, @1 (2, x3) é uma forma quadratica bindria definida
positiva se e s6 se a11Q (x1, 2, z3) também é uma forma quadratica definida positiva. Assim, bastard
ver quando é que @1 (z2,z3) é definida positiva, ficando o problema simplificado e reduzido ao caso
anterior.

Suponhamos que Qi (z2,z3) é definida positiva.

Entao, Q1 (z2,x3) + (L (x1, z2, 1‘3))2 = a11Q (71, %2, x3) € uma forma positiva definida.
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Reciprocamente, suponhamos que a11Q (z1, z2, z3) é positiva definida.
Suponhamos ainda que Q1 (xh, 25) < O para certos inteiros 33’2 e 5.
Sejam x4 e ¥ dois inteiros tais que = = aj17h e x4 = a11zh. Como uma forma quadrédtica é um
] 2 3 q 2 2 3 3 q
polinémio homogéneo de grau 2, entdo Q1 (z4,75) = Q1 (a117h, a112%) = a3 Q1 (vh, z5) < 0, uma vez
que, por hipétese, temos Q1 (25, z5) < 0.
Agora, escolhemos um ndimero inteiro =7, de modo que L (2,24, 2%) = 0. Ora,

"o " " "
L (1‘1, 1:2,x3) =0 <= anzr| +ary +azrs =0
" / /
<= a117] +a11a12x5 + ajjaizry =0
" / /
<~ Xy + a12To + a13T3 = 0
" / /
<~ I} = —Q12T9 — A13%3
Entao,
" "o neoon a2
a1 @ (9U1>$2; ) = @ (l‘zafﬂg) + (L (1‘1,$2»1’3))

= a%lQl (ZL‘IQ,iL‘é)

Entdo, a11Q («f,z5,25) < 0. Mas, estamos a supor que a11Q (z1,22,23) é uma forma positiva
definida. Entao, tem de ser z = 2§ = 2% = 0.

Logo se Q1 (x4, 2%) < 0, tem de ser z§ = x4 = 0. Entdo, a1z = a1z = 0, donde se conclui que
xh = a5 = 0.

Entao, a forma bindria Q1 (z2,xz3) é positiva definida.

Ficou, assim, provado que @ (z2,z3) é uma forma quadrética bindria definida positiva se e s6 se
a11@ (x1, 2, x3) € definida positiva. Mas:

Q1 (z2,23) = (a11a22 — aiy) 23 + 2 (a11a23 — ar2a13) v2x3 + (a11a33 — als) 23

2
ajlaz —aijy,  a11G23 — a12a13] [:cz}

= |X2 I3 2
[ } a11a23 — a12a13 a1i1az3z — ajs x3

Mas, Q1 (z2,73) é definida positiva, se e s6 se aj1ags — a3y > 0 e da > 0.
Ora,

2 2 2
dy = (anag — afy) (a11as3 — af3) — (a11a23 — a1za13)
_ 2 2 2 2 2 2 2 9 2 2
=  a71Q22033 — 11022073 — A11G79033 + A79073 — G]10A53 + 211012013023 — A79a73
2 2 2 2 2
= 071022033 — 011022673 — Q11472033 — G]1053 + 2a11a12a13a23

2 2 2
= a1 (a11a22a33 — ageafs — ajpass — a11a33 + 2a23a12a13)
E, por outro lado,

ail; ai2 a3
detA = laja a99 ao3| =an
a13 az3 ass

a12 Q22
a13 a23

a12
a3

Q22 (23
a3 ass

— @12

a3
+ a3
33

2 2 2
= 11022033 — G22G73 — Q12033 — G11G53 + 2a23a12013

Entéo, ds = a11 det A, pelo que ds e a1 det A tém o mesmo sinal, porque ai; > 0.
Esté, assim terminada a demonstragao.

Lema 184 Sejam a, b, c trés inteiros nao nulos. Entdo, mdc (mdc (a,b),c) = mdc (a, mdc (b, c)).
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Demonstracao
A demonstracao estd feita no primeiro Capitulo.
Devido a igualdade anterior é costume escrever, apenas mdc (a, b, ¢).

Lema 185 Sejam mii,ma1, ms1, tais que mdc (mqi1,ma1,m31) = 1. Entdo é possivel construir uma

matriz M de inteiros, de tipo 3 X 3, cuja primeira coluna é constituida pelos nimeros miy, ma1, m31 €
tal que det M = 1.

Demonstracao

Observe-se que o facto de termos mdc (m11, me1, m31) = 1 ndo implica que, necessariamente, algum
dos nimeros mdc (my1,m21), mdc (my1,ms1), mdc(mag,ms;) tenha que ser 1. Para justificar esta
afirmacao, basta considerar os nimeros 6, 10 e 15.

Vejamos alguns casos particulares, antes de fazermos a demonstragao para o caso mais geral.

19 caso: dois dos niimeros mi1, mo1, M3 sao nulos.

1 00

Se mi; =1,mgo1 =mg; =0,entao M = [0 1 0.
10 0 1]
[0 0 1]

Se my1 =m31 =0,mo; = 1,entao M = (1 0 O0f.
10 1 0]
[0 1 0]

Se mi1 =mg; =0,m3; =1, entao M = [0 0 1].
1 01

2° caso: apenas um dos nimeros mi, Moy, m31 € nulo.
Suponhamos que mz; = 0.
Entao, mdc (m11, me1) = 1, pelo que existem ag, ay € Z, tais que aymyy + cama = 1.
my1 —ag 0
Entao, M = |mg21 a1 0] é uma solugao.
0 0 1
As outras duas situagoes sao andlogas, tendo-se, por exemplo:

[min 0 —ag

M=|0 1 0 |,seaimis +agms; = 1.
L1731 0 (0731
[0 0 1]

M= |mo1 —ag 0], se aomo; + agmg; = 1.
m31 a9 0

39 caso: nenhum dos nimeros mi1, me1, m31 € nulo.

Seja d = mdc (m11,ma21). Entdo, existem ndmeros inteiros ai, ag, que aimi; + agmo; = d, com
mdc (g, az) = 1.

Entao, existem A1, Ay € Z, tais que Ay + Aoag = 1.

Entao,

1 = mdc (m11,m21, m31) = mdc (mdc (mq1, mo1) ,ms1) = mdc (d, m3;)

Entao, 1 = 8,d + Bymas1, para certos inteiros S, 8.
Logo, 1 = 1 (a1mi1 + agmar) + Bymaz1 = Brarmir + Braemar + Bymsi.
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mi1 —oy —fa\
Seja M = |mo1 a1 —fyA2|. Entao:
m31 0 B4

mi1 —oa  —BA1

—ag  —fyA m —a
det M = |my:1 a1 —Bydg|=ma| ° _g%\; + 61 m; a12
ma31 0 B1 2
= ma1 (a2f2A2 + a1B9A1) + B (armir + agma)
= m3135 (22 + a1)1) + f1d
= mgz18y X 1+ f1d =mz18; + f1d =1
Estd, assim, terminada a demonstracao do lema.
3
Lema 186 Seja Q' (2, zh, 2%) = Z az;wiay, com A" wma matriz simétrica de inteiros, uma forma

ij=1
quadrdtica definida positiva. Seja a o menor inteiro positivo representdvel por Q'. Entao, existe uma
forma quadrdtica Q (x1,x2,x3), tal que Q' (z], xh, %) ~ Q (z1,z2,23) e Q(1,0,0) = a.

Demonstragao

3
Q' (x), b, %) = Z a;;x;2. Seja a o menor inteiro positivo representdvel por Q' (71, 75, %).
ij=1
Entao, a = Q' (mq1,m21,m31), para certos inteiros mji1, mo1, m3; nao todos nulos.
Além disso, mdc (my1, mo1,m31) = 1, pois, se tivéssemos mdc (my1, ma1, ms1) = d > 1, entao seria
0<@Q (%, e, %) < @' (my1, m21, m31) = a. Entdo, a ndo era o menor inteiro positivo representédvel

por @Q'.

3
Vejamos que existe uma forma quadrética definida positiva Q (z1,x2,x3) = Z AT = T Az,
i,j=1
com A uma matriz simétrica de inteiros, tal que Q' (2, x5, %) ~ Q (21,2, 23) e an1 = a = Q (1,0,0).
Ora, pelo lema anterior, existe uma matriz M, de tipo 3 x 3, cuja primeira coluna é formada
pelos nimeros inteiros mq1, mo1, m31, ficando nas outras duas colunas nimeros inteiros, de modo que

T mir miz maz| [
det M = 1. Entao, fazendo |ah| = [ma1 maa mas| |z2], isto &, 2’ = Mz, temos Q' (2], b, x%) =
3 m31 M3z ma3| |3
Q' (Mz) = Q (x) = Q (21,22, 23). Logo, Q (v1,x2,23) ~ Q' (v, 73, x3).
Entao,
a = Q' (mi1,ma1,m31)

apy ayp ayz| [ma

= [mu ma1 ma1] |a)y aby abs| |ma

ajy ahy as| [ma

(mi1 ma1 ma| [ay; aly dig| [min miz mas| [1
= [1 0 0] mig M2 MM32 a'12 a’22 a’23 mo1 M2 123

|13 Moz maz| |als a3 ahs3] |ms1 msz mgz| |0

a;n a2 aiz| |1
= [1 0 0] ai2 G2 a23 0 = a1
|a13 a2z aszz| |0
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Lema 187 Em cada classe de formas quadrdticas terndrias definidas positivas existe uma forma que

3
satisfaz 0 < ap < 4@,2 la12] < a1y e 2|ais| < ayy. Tal forma diz-se reduzida.

Demonstragao
/ !/ !/ /
ayp a1z Giz| (T T
Seja Q' (2}, xh,a%) = [2] b =] |aly aby abg| |2h| = (a/)" Az, com A’ uma matriz simétrica
/ !/ !/ /
a1z Gz3 a3z] |7T3
de inteiros, Seja a o menor inteiro positivo representével por Q' (2}, x5, z5).
Pelo lema anterior, existe uma forma quadratica inteira definida positiva @ (x1, z2,x3), equivalente
/ / / / .
a Q' (z], x4, 25), tal que Q(1,0,0) =c11 = a:

ci1 ci2 cs| 71
T
Q (w1, m2,3) = [x1 w2 3] |c12 ca2 o3| |w2| =2’ Cx
C13 €23 €33] |73

1 v w
. o . b1 b . .
Seja N = |0 b1 bio|, com v,w inteiros a determinar e tal que B = [ 1 12] seja uma matriz
0 bro by b1z ba2

de inteiros de determinante 1. Entao, det N = 1.

Seja x = Ny. Entdo, Q (z1,22,23) = Q (z) = Q (Ny) = Q1 (y) = Q1 (¥1,¥2,Y3)-

E temos Q' (2}, 24, 25) ~ Q (1,22, 23) ~ Q1 (Y1, Y2, y3), pelo que estas trés formas representam os
mesmos nuimeros.

I v wl| |n Y1+ vy2 + wys
Note-se que Ny = |0 b11 bi2| |y2| = | br1y2 + b12y3
0 b2 boa| |y3 b12y2 + bagys
Entao,
Q (v1,m2,23) = 2" Cx =y ' NTCNy = y"Hy = Q1 (y) = Q1 (y1,2,3)
Ora,

1 0 0 c11 c12 c3l |1 v w
H = NTAN = |v by bia| |ci2 c22 ca3| [0 bip bio
w b baa| |c13 c23 c33] |0 b2 b2

1 0 O] [eir c11v+cizbin +cizbiz  criw + ci2biz + ci3bae
= |v b1 bi2| |c12 c12v + caobi1 + cazbia  crow + ca2bia + cazban
|w b1z ba2| |c13 c13v + ca3biy + c33b12  c13w + cagbiz + 33022

[h11 hia has]
= |hi2 ha2 hos
| h13 ho3z  hgs|

Por falta de espago, vamos definir a matriz H, da seguinte maneira:

hi1=ci1=a

hi2 = c11v + bi1ci2 + biacis

hiz = c11w + bi2ci2 + baacis

hao = v (c11v + bricia + biac13) + b1t (c12v + bricas + biacaz) + bia (c13v + biicas + biacsz)

haz = w (c11v + biiciz + biaciz) + bia (c12v + biicae + biacas) + baz (c13v + biicaz + biacss)

h3z = w (c11w + biacia + baaci3) + b1z (c1ow + biacaa 4 baacas) + baa (c13w + biacas + baacss)

Entdo, podemos escolher v e w de modo que |h12| < § e |h3| < 4.

Mas , hag € um elemento da diagonal principal, pelo que é representavel por Q1 (y1,y2,y3), tendo-se
hoo = Q1 (0, 1,0) > 0.
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Entao, hos > a = h11, devido & minimalidade de a.
E, como verificado na demonstracdo dum dos lemas anteriores, temos hi1ds = hi1hoo — h%2.

Entao:
hi < he = hi) < hnhsy = by < hatha — hiy + by
2\/ hlld 2+/ h11d3 h2
= hi < 3 +h12:>h%1§—\/§ +%
2\/h ,/
_— —h lld h h11d3
—; T amsT g
9 h11d3 27
—hi; < Zpd <d
7 mMi=T3 o, 3
— h? < g—7d3 E h11 < g\s/ d3

Estd, assim terminada a demonstragao (H é a matriz A do enunciado).

Corolario 188 Toda a forma quadrdtica terndria definida positiva, de discriminante 1, é equivalente
a uma soma de trés quadrados.

Demonstragao
/ / /
a1 G412 A1z [T T
Seja Q' (2, xh,a%) = [2] b af] |aly aby abg| |2h| = (¢/)" Az, com A’ uma matriz simétrica
/ / /
@13 Qg3 d3z] [T3
de inteiros tal que det A’ = 1.
Pelo lema anterior, existe uma forma quadrética Q (1,22, z3), equivalente a Q' (2}, 2%, z§), tal que

ailr a2 aiz| |x1
Q($17$2,$3)=[$1 T2 903] a2 a2 a23| (x24,
ai3 a23 az3| | T3

Com0<a11<4 dg,—é Logo a;l = 1.
Além disso, temos ]a12] < 5. Como a1 ¢ um nmimero inteiro, vem ais = 0.
Analogamente, |a13] < 2, pelo que a1z = 0.

1 0 0 I

~ age2 023
Entao, Q (z1,xe,x3) = [zl 9 :Ug] 0 ass as3| |x2|, com s ass =1.
0 az3 asz| [x3
~ az2  G23| |T2 az2 Q23
Entdo, Q (1,22, 73) = 22 + [1‘2 :I)3] , com =1.
azs  as3| [T3 a3 433

- az a Ta| , . .
Entao, |x2 x3 22 723 2l ¢ equivalente a uma soma de dois quadrados, porque temos asz > 0
’ azs aszs| |T3 ’

a2 a3
a3 033
Entao, @ (x1,z2,x3) é equivalente a uma soma de trés quadrados, como se pretendia provar.

=1

Proposicao 189 A equacdo :L‘% + x% + w% =n tem solugao, isto é, dado o nimero natural n, existem
inteiros x1, Ta, T3, tais que T3 + 3 + 23 =n, se e 56 se, n ndo é da forma 4% (8k +7), com a,k € Ny.

Demonstragao

J4 vimos que nenhum nimero natural da forma 8m — 1 (logo da forma 8k + 7) ¢ soma de trés
quadrados.
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Suponhamos, agora, que z3 + x3 + 23 = n = 4% (8k + 7), com a,k € Ny e a > 1.

Como n é par, x1, X2, 3 sao todos pares ou um deles é par e os outros dois sdo impares. Neste
tiltimo caso, era n = % +x3 +:U§ =0+1+1=2(mod4), o que contradizia o facto de n ser um multiplo
de 4.

Logo, x1, x2 e x3 sao todos pares. Entao teremos x1 = 2y, xo = 2%2yy e x3 = 2%y3, com Y1, Yo,
y3 todos impares e, sem perda de generalidade, a; < as < a3. Entao:

noo= o] +ad+af = 4"y] + 4725 + 493
=AM (yf 40T yE 4%y

Fazendo a1 =a,as —a; =b>0ea3—a; =c>b >0, temos
n=4° (y§+4by§ +4cy§)

Se b > 2, entdo ¢ > 2, pelo que y? + 4%y2 + 4°y2 = 1 (mod 8).

Seb=1cec>2, entdo y? + 4%y2 + 4°%32 = 5 (mod 8)
Seb=1ec=1,entdao y? + 4%92 + 4°y2 = 1 (mod 8)
Seb=0ec>2, entdo y? + 4°y2 + 4°%2 = 2 (mod 8).
Seb=0ec=1,entdao y? + 4%92 + 4°y2 = 6 (mod 8)
Seb=0ec=0,entdao y? + 4°y3 + 4°y% = 3 (mod 8).

Entao, n nao é da forma 4% (8k + 7), com a, k € Np.

Reciprocamente, suponhamos que n nao ¢ da forma 4% (8k 4+ 7), com a, k € Np.

Se n ¢ multiplo de 4 e n = 2% + 23 + x%, entao x1, x2 e x3 sao todos nimeros pares, pelo que
existem certos nimeros naturais yi1, y2, y3, tais que n = 4y% + 4y% + 4y32, =4 (y% + y% + y%) = 4n;, com
n1 = y? + y5 + y3, uma soma de trés quadrados. E o processo prossegue até obtermos um certo n; que
nao seja miltiplo de 4.

Entao, interessa-nos, apenas, considerar os casos em que n = 8k +m, com m € {1,2,3,5,6}.

Pretendemos encontrar uma forma quadratica Q (x1,z2,23) = o7 Az, tal que n seja representsvel
por Q. Como pretendemos que a matriz A seja simétrica, temos, no total, 9 parametros (6 entradas de
A e os valores 1, z2, 73).

Se o problema tiver solucao, entao terd uma infinidade de solucGes, pois hé infinitas formas quadr&ti-
cas equivalentes.

Seja Q (w1, T, x3) = a1123 + 2a127122 + 27173 + agx3 + nr3.

Entao,

aj; a2 1| [z
Q (z1,22,23) = [11 @2 @3] |a12 az O |z2| = T Az
1 0 n| |x3

Para que A seja positiva definida, deverao ser verificadas as condicbes a1 > 0, aj1a22 — a%Q >0e
a;; ajz 1
d3 =lai2 age 0] = (a11a22 — CL%Q) n — agy > 0.
1 0 n
E se d3 = 1, ou seja, se ag = (a11a22 — a%2) n — 1, entdo Q (x1, 2, x3) serd equivalente a uma soma
de trés quadrados.
Seja b= aqji1a09 — a%Q. Entao, ase =nb— 1.
Sen =1=12+ 0%+ 0%, entdo n é soma de trés quadrados, pelo que podemos supor n > 2.
Sen>2 entdo ass =nb—1>2b—1> 0.
Mas, se ajjagze — a%Q > 0, podemos concluir que ai;; > 0, pelo que nos basta considerar as duas
condigoes b = aji1a99 — a%Q >0e (a11a22 — a%Q) n — ag > 0.
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Mas, de b = aj1a99 — a%z, conclui-se que ajias = b+ a%2, donde vem aq1 = bj;;ljz.

A dificuldade principal consiste em fazer com que a1 seja um nimero natural.

Para que isso aconteca, devemos ter —b = a%2 (mod ag2), ou seja, pretendemos que —b seja um residuo
quadrédtico, médulo a9s, para podermos escolher ai2, como uma solucao da congruéncia quadrética
2?2 = —b(mod ag).

Como encontrar ass?

1° caso: n = 2 (mod4)

Entao, n = 4a + 2, para certo inteiro a.

Vejamos que mdc (4n,n — 1) = 1:

Seja d = mdc (4n,n — 1). Entao, d divide 4n e d divide n — 1. Entao, d divide 4n —4 (n — 1). Logo,
d divide 4. Mas, d nao pode ser par (porque n — 1 é impar). Logo, d = 1.

Entao, pelo importante Teorema devido a Dirichlet ja antes referido, na progressao aritmética de 1°
termo n — 1 e razao 4n, hé infinitos primos. Seja p um desses primos.

Entdo, p=n—1+44nm = n(d4m+ 1) — 1, com m inteiro, ou seja, p = nb — 1, com b = 4m + 1,
donde vem b = 1 (mod 4).

E, comon =1(mod4),entdfo p=nb—1=2x1—1=1(mod4).

Entio, (52) = (5 x () = 1x (&) = (§) = (%)) = (gy) = 1.

Note-se que o niimero de factores congruentes com 3, médulo 4, que ocorrem em 4m + 1, tem de ser
par.

Logo, —b é residuo quadratico, médulo p, pelo que existe a2 € Z, tal que p divide b+ a2,, pelo que
g 12

podemos fazer a1 = H—giz eap =p=nb-—1.

2° caso: n = 1 (mod38)

Entao, n = 8¢ + 1, para certo inteiro ¢.

Vejamos que mdc (4n, 3”51) =1:

Comon =8t+1, entdo 4n =32t +4 e % =12t + 1.

Suponhamos que d divide 4n e d divide 3=

Entao, d divide 32t + 4 e d divide 12t + 1. Entao, d é fmpar.

Entao, d divide 8t 4+ 1 e d divide 12¢ + 1.

Logo, d divide 4t, pelo que d divide t. Mas, se d divide t e d divide 12t 4 1, entao d divide 1.

Logo, mdc (4n 30— 1) =1

Entao, na progressao aritmética de 1° termo 3"2_ L ¢ razéo 4n, h4 infinitos nimeros primos. Seja p
um desses primos. Entao, p = 3” Ly 4nm, com m inteiro.

Entao, 2p = 3n—1+8nm = n(8m+ 3)—1=nb—1,comb=8m+3 = %. Entao, b = 3 (mod 8).

Logo, 2p =3 x1—1=2(mod8), donde vem p = 1 (mod 4).

Entao:

() = (5) x (7) = (1) x
=1

(-6 () 0)-(3)-(9-6)-

Logo, —b é residuo quadratico, médulo p.

Como as congruéncias 22> = —b(modp) e 22 = —b(mod 2) tém solucdo, entdo a congruéncia x? =
2
—b (mod 2p) também tem solu¢ao. Uma tal solugao serd ajo, sendo age = 2p e aj; = bg%.

3 caso: n =5 (mod38)
Entao, n = 5 4 8t, para certo inteiro t. Vejamos que que mdc (
Comon =8t+1, entao 4n =32t +4 e % =12t + 1.

3n;1) -1
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Suponhamos que d divide 4n e d divide 3”{ L
Entao, d divide 32t 4+ 4 e d divide 12¢ + 1. Entao, d é fmpar.
Entao, d divide 8t + 1 e d divide 12¢ + 1.
Logo, d divide 4t, pelo que d divide t. Mas, se d divide t e d divide 12t 4 1, entao d divide 1.
Logo, mdc (4n, 3”;1) =1.
Entao, na progressao aritmética de 1° termo % e razao 4n, hé infinitos nimeros primos. Seja p
um desses primos. Entao, p = % + 4nm, com m inteiro.
Entao, 2p=3n—14+8nwm=n(8m+3)—1=nb—1,com b=8m+3 = %.
Entao, b = 3 (mod 8), donde se conclui que b = 3 (mod 4).
Logo, 2p =3 x5 —1=6(mod8), donde vem p = 3 (mod 4).
Entao:

F)-6)-G)G)-6-E)-6)-G9-6)-
D b D b b b b b b

Logo, —b é residuo quadrético, médulo p.

Como as congruéncias x> = —b(modp) e 22 = —b(mod 2) tém solucdo, entdo a congruéncia x? =
—b (mod 2p) também tem solu¢ao. Uma tal solugao serd ajo, sendo age = 2p e aj; = H—Q?Z.

4° caso: n = 3 (mod 8)

Entao, n = 8¢ + 3, para certo inteiro t. Vejamos que mdc (4n, "T_l) =1:

Como n = 8t + 3, entdo 4n = 32t + 12 e "Tfl = % =4t + 1.

Suponhamos que d divide 4n e d divide "T_l

Entéao, d divide 32t + 4 e d divide 4t + 1. Entao, d é impar. Entao, d divide 8+ 1 e d divide 8¢ + 2.
Logo, d divide 1. Logo, mdc (4n, 3”51) =1.

Entao, na progressao aritmética de 1° termo ”T_l e razao 4n, hé infinitos nimeros primos. Seja p
um desses primos. Entao, p = "Tfl + 4nm, com m inteiro.

Entao, 2p=n—14+8nm=n8m+1)—1=nb—1,comb=8m+1= @. Entao, b = 1 (mod38).

Logo, 2p = 2 (mod 8), donde vem p = 1 (mod 4).

Entao:

() = () % () =1x1 =

=@ H-1x@ -

()-0)1-0)+ ()-(2)-()- ()

Logo, —b é residuo quadratico, médulo p.
Como as congruéncias z2 = —b(modp) e z

2 2

= —b(mod 2) tém solugao, entdo a congruéncia x
2
—b (mod 2p) também tem solugao. Uma tal solugao serd ajz, sendo azy = 2p e aj; = bJ;C;”.
Em qualquer dos casos obtivemos uma matriz de inteiros, cujo determinante é 1.

Entao, (a correspondente forma quadrética, que é definida positiva), é equivalente a uma soma de
trés quadrados.

Estd, assim, terminada a demonstracao da proposicao.

Exemplo 190 Vejamos como decompor 33 numa soma de trés quadrados, aplicando o processo descrito
nas demonstracoes anteriores.
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ay; a1
Seja A" = |aly aby O
1 0 33
Como 33 = 1 (mod8) e mdc (4 x 33, %) = mdc (4 x 33,49) = 1, escolhemos um nimero primo
congruente com 49, médulo 132. O menor primo p nessas condigoes é p = 181.
Entdo, 2p = 362 = ab, e b= 2484 — 17,
Seguidamente, procuramos uma solucao da congruéncia quadrética z2 = —11 (mod 181), o que pode
ser feito numa calculadora grifica ou numa folha de cdlculo, encontrando-se para x, o valor impar 129.

Note-se que pretendemos uma solugao impar, para que a solugao da congruéncia 2 =—11 (mod 181),
também seja solucdo da congruéncia 22 = —11 (mod 362). Repare-se que % = 46, pelo que
1292 = —11 (mod 362).

46 129 1
Logo, a}y = 129 e a); = 46. Entao, A’ = [129 362 0
1 0 33
46 129 1
Logo, det A’ = {129 362 0| = 1, conforme podemos verificar:
1 0 33
46 129 1
46 129 129 1 9
1?9 382 303 = 33 ‘129 362‘ ‘362 0' =33 (46 x 362 — 129 ) — 362

= 33(16652 —16641) — 362 =33 x 11 — 362 =363 — 362 =1

46 129 17 [}
Seja Q' (¢, ah, a5) = o} ab ab] (129 362 0| |ab|.
10 33] |4
Entdo Q' (), xh, x) = 46 (x})® + 362 (x4) + 33 (4)* + 258z, + 22| 25

46 129 1
Mas, 46 >0, |20 1290 11 o 0el120 362 0] =1>0.
129 362 Lo a3

Entdo, Q' (), 25, 24) ¢ uma forma quadratica ternaria definida positiva e A’ ¢ uma matriz simétrica
de inteiros, cujo determinante é 1.
Logo,

46Q' (2, ah,ah) = 462 (24)% + 362 x 46 (ah)” + 33 x 46 ()" + 258 x 4622 + 924 2
= (462] + 12925 + :Ug)2 + 11(xh)? + 1517(2%)? — 258xhah

) 11 1297 [z
Entao, Q) (zh, z4) = 11(2})? + 1517(a})* — 258zhay = [z 4] [129 1517] [mﬂ

Entao:
11Q) (2h, %) = 121(2h)* + 16 687(x%)? — 2838zha)

46 (—28)% + 362 (10)% + 33 (1) + 258 (—28) 10 — 56 = 1
E, com algumas contas, chegamos a conclusio que @' (—28,10,1) = 1.
Logo, 1 é o menor inteiro positivo representavel por Q.
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28 1 0
Seja M = | 10 0 1|. Entdo, det M = 1. Seja A = MTA’M. Entéo:
1 00
[—28 10 1] [46 129 1 —-28 1 0
A = 1 0 0] (129 362 O 10 0 1
0 1 0/|1 0 33[1 00
[—28 10 17 [3 46 129 1 3 8
= 1 0 Of [8 129 362 = |3 46 129
L0 1 0/[5 1 0 8 129 362
Seja,
[—28 10 1 46 129 1 =28 1 0f |z
Q1 (x1,x9,23) = [:ﬂl T2 3:3] 1 0 0| |129 362 O 10 0 1f [z2
0 1 0 1 0 33 1 0 0] [z3

_1 3 8 T1
= [;31 9 333] 3 46 129| |z9
|8 129 362 [x3

E claro que Q' (0,0,1) = 33. Ora, Q1 (1,0,0) =1 e Qy (1,28, —10) = 33.
Para descobrir que @1 (1,28, —10) = 33, faz-se

0 28 1 0f |x1 —28x1 + 22
0] = 10 01 o | = 10371 +x3
1 1 0 0] |z3 1

Logo, z1 =1,10+ 23 =0e —28 4+ 29 = 0. Entao, z; = 1, 2 = 28 e 3 = —10.
Continuemos:

Ora, Q1 (71,2, 73) = 3 + 4623 + 36223 + 62172 + 167173 + 2587273,

E [L(x1, e, 1:3)]2 = (z1 + 3z2 + 81:3)2 = 22 + 62172 + 162173 + 973 + 481073 + 64:5%.
Entao,

Q1 (z2,23) = Qi (w1,22,23) — [L (21,22, 23)]
= 3723 + 29822 + 210z013

Entao, 37@1 (w2, 73) = 37223 + 298 x 3723 + 210 x 37xa7s.
Ora,

37202 + 298 x 3722 + 210 x 3Tzoxs = (3Tzg + 105z3) — 1102522 + 1102622
= (37z2 4 10523)? + 22

E daqui se conclui que 37@1 (3,—1) = 37, pelo que @1 (3,-1) =1.

Seja B = [ 31 ;j . Pretendemos que = 1. Logo, 3u + s = 1.

Uma solugao particular da equagao anterior é u = 0, s = 1, enquanto que a solucao geral é dada por

u=0—1t,s=1+ 3t Logo, B= [_31 17_Lt3t].
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Fazendo [332} = [ 3 1+ 3t] [?Jﬂ, obtemos:
I3 -1 —t

G - ol T 3 11037 10513 143t] [we
2\92,43) = ys] |1+3t —t] |105 298| [-1 —t | |ys

= [ [ S )

ys| [1+3t —t]| [17 105+ 17t] |y3
]’ 1 6+t Y2
o lys| (64t 3T+120+ 2] |ys

~ 1 0
Para t = —6, temos Q2 (y2,y3) = [3/2 y3} [O 1] Bz] = yg + y%

, . 3 1+3t 3 —17
Além disso, temos B = [_1 . } = [_1 6 }
1 w w
Seja N= [0 3 —17|, com v, w inteiros a escolher mais tarde. Entao:
0 -1 6
10 o111 3 8 1 w w
NTAN = |v 3 —1|[3 46 129/ |0 3 -—17
lw —17 6 | [8 129 362] [0 -1 6
1 0 011 wv+1 w—3
= |v 3 =13 3v+9 3w-8
lw —17 6 | |8 8v+25 8w —21
Fazendo v = —1 e w = 3, obtemos
1 0 011 0 O 100
N'AN=|-1 3 1|3 6 1|=1]0 1 0
3 —17 6] [8 17 3 0 01
1 0 0 1 0 0
Entao, a matriz inversade |—1 3 -1 é (3 6 1].
3 —17 6 8 17 3
1 -1 3 1 3 8
Logo, a matriz inversa de [0 3 —17| é |0 6 17|.
0 -1 6 01 3
Y1 1 3 8 1 5
Entao, [y2f = [0 6 17 28 | = |—2|.
U3 0 3 —10 -2

1
Logo, 33 =52 4+ (=2)% + (=2)% = 5% + 22 + 22,

Exemplo 191 Vejamos como decompor 30 numa soma de trés quadrados, aplicando o processo descrito
nas demonstracoes anteriores.

ap a1
Seja A" = |aly aby O
1 0 30
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Como 30 = 2(mod4) e mde (4 x 30,30 — 1) = mdc(120,29) = 1, escolhemos um nimero primo
congruente com 29, médulo 120. O menor primo p nessas condigoes é p = 29.

Entdo, p=29=ab, e b= % = 1. Uma solucdo da congruéncia z? = —1 (mod 29) ¢é 14!. Ora:

5! =120 = 4 (mod 29) 9! =72 x (—6) = 3 (mod 29) 13!'=11 x 156 = 5 (mod 29)
7' =42 x 4 = —6 (mod 29) 11! =110 x 3 = 11 (mod 29) 14! =14 x 5 = 12 (mod 29)

[5 12 1
Logo, ajy = 12 ¢ df; = 1241 = 5. Entio, A’ = [12 29 0
1 0 30

5 12 17 [
Seja Q' (¢, b, o) = [} by ah] [12 29 0| |ab].

1 0 30| |4
Entdo Q' (2, x4) = 5 (2))? + 29 (24)* + 30 (4)? + 242/ + 24,2}
5 12 1 5 19
Mas, [12 29 0[=1>0,|;, 29’:1>0,a’11:5>0.
1 0 30

Logo, Q' (2}, 2%, 2%) é uma forma quadrética positiva definida e A’ ¢ uma matriz de inteiros, simétrica
e de determinante 1. Ora,

5Q' (zy, ah,aty) = 25 () + 145 (a5)? + 150 () + 12024 2y + 1022
= (bal + 1225 + 2)” + Q4 (ah. ah)

Logo,

Q4 (zh,ah) = 25 (2}))” + 145 ()” + 150 (24)* + 1202y + 10242y — (5 + 122 + )
= (ah)? + 149(xh)? — 24ahal = (zh — 1225)2 +5 (x§)2

Entdo, Q) (1,0) =1 ¢ 5Q' (2,1,0) = (5z, + 12)® + 1.
O minimo nao nulo de 5Q’ (z, x4, 2%) ocorre para xj = —2, 25, = 1,25 = 0, sendo 5Q’ (-2, 1,0) = 5,
pelo que Q' (—2,1,0) = 1.

Logo, 1 é representavel por Q' (z}, 24, 25). E é claro que Q' (0,0, 1) = 30.
1

-2 1 0 -2 0
Seja M =|1 -1 0]. Entao, |1 -1 0]=1.
0 0 1 0 0 1

Seja A = MTA’M. Entao,

—2 1 0][5 12 1][-2 1 0
A= |1 10|12 29 0|1 -1 0
0 0 1][1 0 3]0 o0 1
—2 1 0] [2 -7 1 1 -3 -2
- |1 -1 0|5 -17 0|=|-3 10 1
0 0 1]|-2 1 30 —2 1 30
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Logo,
5 12 17 [«
Q (a,ah,23) = [of b 5] |12 29 0] |}
1 0 30| |f%
1 -3 =21 [«1
= [ml xTo 373] -3 10 1 xTo
-2 1 30 [=3
[ 21 — 329 — 223
= [ml x9 333] —3x1 + 1029 + 3
| —271 + 22 + 3073
= x%+10x%+30$§—6m1x2—4x1x3+2a:23:3
= (x1 — 372 — 223)° + Q1 (w2, 73)
Entao,

@1 (372, .’L‘3) = x% + 10(13% -+ 3037% - 6371.%‘2 — 4$1$3 + 2(132373 - (371 - 3372 - 2373)2
= 2242622 — 10zox3
2 3

Logo, Q1 (z1,72,23) = 23 + 1023 + 3023 — 62172 — 42123 + 22273,
E, @1 (z2,73) = 23 + 2623 — 102973.

Entdo, Q1 (1,0,0) = 1 e Q; (0,0,1) = 30.

Por outro lado, @1 (w2, 73) = 23 + 26:6% — 10z9z3 = (2 — 51:3)2 + ZL‘%
Entdo, Q; (1,0) = 1.

. 1
Seja B = 0

|1 s z2| |1 s||y2 .
Logo, B = [0 1]. Fazendo [1‘3] = [O J [yJ, obtemos:

°|. Pretendemos det B = 1, pelo que u = 1 e s pode ser qualquer.

Fazendo s = 5, obtemos Qs (y2.y3) = [y2 3] [1 0]

1 5 1 v w
Além disso, B = [O 1]. Seja N= |0 1 5|, com v,w inteiros a determinar.
0 0 1
Entao:
[1 0 0 1 =3 2] [1 v w
NTAN = |v 1 0| |-3 10 1|0 1 5
lw 5 1] -2 1 30] [0 0 1
[ 1 -3 -2 1 v w
= v—3 —=3v+10 —-2v+1 01 5
lw—17 —3w+51 —2w+35] |0 0 1

Q> (y2,v3)

1

01

a3 915 )b

a9 [

1 s—5

s—5H

Y3

iliA

Y2
—55+ 26| |y3

] Y2
PBlls—5 s2—10s+26] |y3

2
[y} = Y5 + 13-
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1 -3 =2] |1 3 17 1 00
Para v = 3,w = 17, obtemos NVAN =0 1 5[0 1 5|=|0 10
0 0 1 0 0 1 0 0 1
13 177" 1 -3 -2 0 1 3 17 [w
Entdo, N1 = |0 1 5 = |0 1 —-5|. Paraxz = Ny, temos |0 = |0 1 5 Y2
0 0 1 [0 0 1 1 0 0 1 Y3
n 1 -3 —21 70 9
Entao, [y2| = |0 1 5:| 0f =1]-95
Ys 00 1|1 1
2

Logo, 30 = (—2)% + (=5)2 +12 =22 + 52 + 12 = 52 + 22 + 12,

Coroldrio 192 Todo o nimero natural pode ser escrito como soma de trés numeros triangulares, nao
necessariamente diferentes de zero.

Demonstracao
. . 2 . 2 2 n
Observemos, em primeiro lugar, que nimero triangular é um nimero da forma M, com n € Ny,
n(n—1
%, com n € N.

Seja u € N. Consideremos o nimero natural m = 8u + 3 que é fmpar e nao é congruente com 7,
médulo 8.

n+1
2

isto é, da forma

Entao, m é soma de trés quadrados. Como m é fmpar, essas trés parcelas tém de ser todas impares
ou uma delas é fmpar e as outras duas sdo pares. Neste ltimo caso terfamos que m era congruente com
1, médulo 4, o que é falso, porque m é congruente com 3, médulo 4.

Entao, m é soma de trés quadrados impares, pelo que existem nidmeros naturais a, b, c, tais que
m=(2a— 1)+ (2b — 1)* + (2c — 1)%.

Logo,
m = 46> —4da+1+4b> —4b+ 144 —4de+1
4a? —4a + 4b* — 4b+4c2 —4c +3
Entao,
m—3  4a?—4da + 4b% — 4b + 42 — 4e
u = =
8 8
a2—a+b2—b+ct—c a? —a V2 -b A-c
= = + +
2 2 2 2
ala—1) bb-1) c(c—1)

= + +

2 2 2

Logo, v é uma soma de trés nimeros triangulares.

Estd, assim terminada a demonstracao, uma vez que u pode ser um nimero natural qualquer.

Exercicio 193 Decomponha 1235 numa soma de trés nimeros triangulares.

Resolugao
Seja m = 8 x 1235 + 3 = 9883. Entdo, m = 9801 + 81 + 1 = 992 + 92 + 12,
20 — 1 =99 a =50
Entao, 26—1=9 dondevem ¢ b=5 . Entao,
2c—1=1 c=1
1935 = 2049 5 x4 1X0 905 L1040

2+2+2

E claro que a tnica dificuldade consiste em obter a decomposi¢ao de m numa soma de trés quadrados.



Capitulo 7

Somas de quadrados nao nulos

Lema 194 O nimero 169 pode decompor-se como soma de n quadrados nao nulos, para todo o nimero
natural tal que 1 < n < 155.

Demonstragao
Apresentamos 155 decomposicoes de 169, uma para cada mimero natural n, tal que 1 < n < 155,
em anexo intitulado "Decomposi¢ao de 169 em somas de quadrados nao nulos".

Proposicao 195 Todo o nimero natural maior ou igual a 169 pode ser escrito como soma de n quadra-
dos nao nulos, com 5 < n < 155.

Demonstragao

E claro que a afirmacio anterior é valida para 169. Seja m um nimero natural maior que 169.

Entao, m = 169 + (m — 169). Mas, qualquer nimero natural ¢ soma de quatro quadrados, pelo que
m — 169 é uma soma de quatro quadrados nao necessariamente diferentes de zero. Temos, entao, quatro
casos possiveis: m — 169 é um quadrado, ou uma soma de dois, trés ou quatro quadrados nao nulos.

Se m — 169 ¢ um quadrado, entdo m = 169 + (m — 169) pode ser escrito como soma de n quadrados
nao nulos, com 5 < n < 155, para o que basta escolher as decomposicoes convenientes de 169 em soma
de quadrados nao nulos (4,5, ..., 154 quadrados).

Se m — 169 ¢ uma soma de dois quadrados nao nulos, entdo o nimero m = 169 + (m — 169) também
pode ser escrito como soma de n quadrados nao nulos, com 5 < n < 155, para o que basta escolher as
decomposigoes convenientes de 169 em soma de quadrados nao nulos (3,4, ..., 153 quadrados).

Se m — 169 é uma soma de trés quadrados nao nulos, entdo m = 169 4+ (m — 169) também pode
ser escrito como soma de n quadrados nao nulos, com 5 < n < 155, para o que basta escolher as
decomposigoes convenientes de 169 em soma de quadrados nao nulos (2,3, ...,152 quadrados).

Finalmente, se m — 169 é uma soma de quatro quadrados nao nulos, entao o nimero m = 169 +
(m — 169) também pode ser escrito como soma de n quadrados nao nulos, com 5 < n < 155, para o
que basta escolher as decomposigoes convenientes de 169 em soma de quadrados nao nulos (1,2,...,151
quadrados).

Estd, assim, terminada a demonstracao.

Proposicao 196 Os nidmeros naturais que nao se podem decompor numa soma de 5 quadrados ndo
nulos sao 1, 2, 3, 4, 6, 7, 9, 10, 12, 15, 18, 33.

Demonstragao

A demonstracio desta proposicio consiste, simplesmente, em calcular a? + b? + ¢ 4+ d? + €? para
os diferentes valores inteiros de a, b, ¢, d, e tais que 1 < a,b,c,d,e < 13. Isso pode ser feito em
Computador, através dum programa elaborado para o efeito.

95
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Como 52 = 244140625, ndo é conveniente usar o Excel. Mas, se repararmos que o maior nimero
da lista dada é 33, o nimero de hipdteses a testar é muito inferior. Assim, teremos 1 < a,b,¢,d,e < 5.
Ora, 5° = 3125, o que mostra que podemos usar o Excel, embora dé algum trabalho. No entanto, sem
usar computadores, podemos verificar que 1, 2, 3, 4, 6, 7, 9, 10, 12, 15, 18, 33 ndao podem decompor-se
numa soma de cinco quadrados nao nulos. Assim, é claro que 1, 2, 3, 4 ndao podem decompor-se numa
soma, de cinco quadrados nao nulos.

Como 12 + 12 4+ 12 + 12 + 22 = 8, entdo 6 e 7 ndo podem decompor-se dessa forma. E, assim por
diante.

Em anexo intitulado "Decomposi¢do dos nimeros inferiores a 169 em somas de 5 quadrados nao
nulos", podem ser vistas as decomposicoes dos naturais menores que 169 e diferentes de 1, 2, 3, 4, 6, 7,
9, 10, 12, 15, 18, 33.

Proposicao 197 Os nimeros naturais que ndo se podem decompor numa soma de 6 quadrados nao
nulos sao 1, 2, 3, 4, 5, 7, 8, 10, 11, 13, 16, 19.

Demonstracao

J& vimos que todo o nimero inteiro maior ou igual a 169 é soma de 6 quadrados ndo nulos. Além
disso, se um ntmero inteiro n é soma de 5 quadrados nao nulos, entdo o nimero n + 1 é soma de 6
quadrados nao nulos.

Logo, os nimeros inteiros que nao podem decompor-se numa soma de 6 quadrados nao nulos sao 1,
2, 3, 4, 5 e, eventualmente, os nimeros 7, 8, 10, 11, 13, 16, 19, 34. Mas, 34 = 22422422 + 22 4 32 - 32,

E, se algum dos restantes fosse soma de 6 quadrados nao nulos, um desses quadrados teria de ser 1,
porque 6 x 22 = 24, e entdo algum dos nimeros 6, 7, 9, 10, 12, 15, 18 seria uma soma de 5 quadrados
nao nulos, o que ¢é falso.

Logo, 1, 2, 3,4, 5, 7, 8, 10, 11, 13, 16, 19 sao os tnicos nimeros que nao sao decomponiveis numa
soma de 6 quadrados nao nulos.

Proposicao 198 Scja k € N, tal que k > 6. Seja B ={1,2,4,5,7,10,13}. Entdo, os niimeros naturais
que nao se podem decompor numa soma de k quadrados nao nulos sao 1,2,...,k—1ek+0b, comb € B.

Demonstracao

Pela proposi¢ao anterior, a afirmagao é vilida para k = 6.

Suponhamos que a afirmacao é vilida para k, com k > 6.

E claro que 1,2,....k — 1 ndo se podem decompor numa soma de k quadrados nio nulos. Além
disso, se um dado nimero natural n se decompoe numa soma de k quadrados nao nulos, entao n + 1
decompée-se numa soma de k + 1 quadrados nao nulos. Logo, apenas falta ver o que se passa com os
nimeros naturais da forma k4 1+ b, com b € B.

Suponhamos que existia b € B, tal que kK 4+ 1 + b era uma soma de k + 1 quadrados nao nulos.
Entao, um dos quadrados tem de ser 1, pois se todos os quadrados fossem maiores que 1, teriamos
k+1+4+b>(k+1)x 2% Ora:

k+14+b>(k+1)x22 = k+14+b>4k+4 = b>3k+3
— 13>3k+3 — 10>3k — k<3

Mas k < 3 vai contra a hipdtese k£ > 6.

Mas, se um dos quadrados é 1, entdao k + b é uma soma de k quadrados nao nulos, o que contradiz
a hipdétese de indugao. Logo, a afirmacao é valida para k 4 1, pelo que a proposicao estd demonstrada
(por indugao em k).
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Lema 199 Os nidmeros naturais inferiores a 169 que nao sdo miltiplos de 8 e que ndo se podem
decompor numa soma de quatro quadrados nao nulos sao 1, 2, 3,5, 6,9, 11, 14, 17, 29 e 41.

Os nidmeros naturais inferiores a 676 e congruentes com 1, mddulo 4, que nao se decompéem numa
soma de 4 quadrados nao nulos sdo 1, 5, 9, 17, 29 e 41, o que nao acrescenta nenhum niumero a lista
anterior.

Demonstragao

Este lema, que ird ser utilizado em demonstracoes posteriores, pode ser comprovado através de
célculos laboriosos ou através dum programa de computador, que foi o processo utilizado.

A decomposi¢io dos nimeros até 676, numa soma de quatro quadrados nao nulos, estd apresentada
em anexo.

Lema 200 Todo o nimero natural da forma n = 4*m, com a € N e m € {1,3,5,9,11,17,29,41}, pode
decompor-se numa soma de quatro quadrados nao nulos.

Demonstragao
1. Se n =4%, com a € N, entdo
n =4 x 491 — 4 x (2a—1)2 _ (2a—1)2 + (Qa—l)Q + (2a—1)2 4 (Qa—1)2

Entao, n é uma soma de quatro quadrados nao nulos.

2. Sen =4 x 3, com a € N, entao
no= 4x4 T x3=12x (2 = (94 14+141)x (2¢7)°
= e ) () g @) g (2o’
Logo, n é uma soma de quatro quadrados nao nulos.

3. Sen =4% x5, com a € N, entao
n=20x4%" = 949+ 1+1) x4 = 3x 2071 4 3x 20717 4 (2 1)2 4 (2071

Logo, n é uma soma de quatro quadrados nao nulos.

4. Consideremos as igualdades seguintes:
4x9=3%+32+3%+32
4x11=524+32+32+12
4 x 17 =5%45%4 3% 4 32
4x29="12+7243% 4+ 32
4x41=924+92+12+12

Entao,

n=4%x9=36x47"1 = (3x2°1)? 4 (3x 20 1)? 4 (3 x 2071)% 4 (3 x 2¢°1)?
n=4%x11 =44 x 41 = (5x 2071)% 4 (3 x 207 1) 4 (3 x 207 1) 4 (201)°
n=4%x17=68x 4% 1 = (5x 207 1)% 4 (5 x 207 1)% 4 (3 x 20°1) 4 (3 x 2071
n=4% %29 = 116 x 4971 = (7 x 2071)% 4 (7 x 20 1)® 4 (3 x 2071)% 4 (3 x 2071)?
n =49 x 41 = 164 x 4971 = (9 x 2071)% 4 (9 x 2071)? 4 (207 1)2 4 (20-1)?
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Lema 201 Nenhum nidmero da forma 2 X 4%, com a € Ny, é soma de quatro quadrados nao nulos.

Demonstragao

Suponhamos que n = 2 x 4% com a € Ny, é soma de quatro quadrados nao nulos.

Entdo, n = 2 x 4% = 22 4+ 4% + 2% + w?, para certos naturais z, y, z, w e, sem perda de generalidade,
temos trés hipdteses a considerar:

1. x, y, z, w sao impares

2. x, y sao pares e z, w sao fmpares

3. x, y, z, w sao pares

Vejamos que todas as hipdteses conduzem a uma contradigao:

1. Se z, y, z, w fossem nimeros fmpares, entdo x2 + y? + 22 +w? era congruente com 4, médulo 8, o
que ¢ falso, pois n = 2 x 4% & miiltiplo de 8, qualquer que seja a € N. Logo, é absurdo supor que
x, Yy, z, w sao todos fmpares.

2. Se z, y fossem pares e z, w fmpares, entdo z2 + 32 + 22 + w? era congruente com 2, médulo 4, o
que é falso, pois n = 2 x 4% é miiltiplo de 4, qualquer que seja a € N. Logo, é absurdo supor que
T, Y Sa0 pares e z, w sao fmpares.

. 2 2 2 2 ,
3. Se z, y, z, w fossem pares, entdo § = L- 444 -+ - também era uma soma de quatro quadrados

nao nulos. Além disso, § = 2 x 491 com a — 1 € N. E os nimeros naturais £, 4, %2, ¥ teriam de
ser todos pares para que nao obtivéssemos uma contradicao.

Continuando o processo, chegarfamos (num ndimero finito de passos) a igualdade

n o 22 2 2 W?

T Et ettt
Entao, 2 seria uma soma de quatro quadrados nao nulos, o que é falso. Logo, é absurdo supor
que z, y, z, w sao pares. Entao, é absurdo supor que n = 2 x 4%, com a € N, é soma de quatro
quadrados nao nulos, pelo que estd terminada a demonstracao.

Note-se que a demonstragao pode ser feita por indugao em a.
Lema 202 Nenhum niumero da forman =6 x 4%, com a € Ny, é soma de quatro quadrados nao nulos.

Demonstragao

Vamos fazer a demonstragao por inducao em a.

Para a = 0, temos n = 6 que nao se pode escrever como soma de quatro quadrados nao nulos.
Suponhamos que 6 x 4* nao pode decompor-se numa soma de quatro quadrados nao nulos.
Queremos provar que 6 x 4% njo pode decompor-se numa soma de quatro quadrados nao nulos.
Suponhamos que 6 x 4%t = 22 + 92 + 22 + w?, para certos naturais z, ¥y, z, w.

Entao, temos trés hipéteses a considerar:

1. Se z, y, z, w forem todos fmpares, entdo 6 x 471 = 22 4+ y? + 22 + w? era congruente com 4,
moédulo 8, o que é falso, pois n = 6 x 49T ¢ multiplo de 8, qualquer que seja a € Ng. Logo, é
absurdo supor que z, y, z, w sao todos impares.
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2. Se z, y forem pares e z, w forem fmpares, entdo x2 + y? + 22 + w? era congruente com 2, médulo
4, o que é falso, pois n = 6 x 49! ¢ multiplo de 4, qualquer que seja a € Ny.

- 2 2 2 2 ,
3. Sex,y, z, w fossem pares, entdo § = L-4 44 - 4 - também era uma soma de quatro quadrados
~ ~ a+1 . ~
nao nulos. Entao, % = 6 X 4% podia decompor-se numa soma de quatro quadrados nao nulos,

0 que vai contra a hip “tese de inducao.

Entdo, é absurdo supor que 6 x 4%t! pode decompor-se numa soma de quatro quadrados nao nulos.
Estd, assim, terminada a demonstracao do lema.

Lema 203 Nenhum nimero da forman = 14 x4%, com a € Ny, é soma de quatro quadrados nao nulos.

Demonstragao
A demonstracao é andloga a uma das anteriores.

Proposicao 204 Os inicos nimeros naturais que nao se podem decompor numa soma de quatro quadra-
dos nao nulos sao 1,2,3,5,6,9,11,14,17,29,41 e os infinitos nimeros da forma ni X 4%, com a € N e
ni =2 ou 6 ou 14, ou seja, da forman x 22471 comaeNen=1 ou3 ou 7.

Demonstragao

Na presente demonstracao, feita por casos, chamaremos nimeros excepcionais aqueles que nao podem
ser decompostos numa soma de quatro quadrados nao nulos. Seja n um nimero natural.

1° caso: Suponhamos que n > 169 e quen=2Vn=3Vn=4Vn=6Vn=7(mod8).

Entao,n—1>169en—169=1Vn=2Vn=3Vn=>5Vn=06(mod8), pelo que n — 169 nao
é da forma 4 (8m + 7). Logo, n — 169 pode decompor-se numa soma de trés quadrados, pelo que ha
trés hipéteses: n — 169 é um quadrado nao nulo ou n — 169 é uma soma de dois quadrados nao nulos
ou n — 169 é uma soma de trés quadrados nao nulos.

Em qualquer dos casos, utilizando a decomposi¢ao conveniente de 169 numa soma de quadrados nao
nulos, temos que n = 169 + n — 169 pode decompor-se numa soma de quatro quadrados nao nulos.

2° caso: Suponhamos que n > 676 e que n = 1V n = 5 (mod 8). Consideremos n = 676 + (n — 676).

Como 676 = 4 (mod8) en =1V n=>5(mod8), entdo, n — 676 = 1 (mod 8) ou n — 676 = 1 (mod 8).

Logo, n — 676 nao é da forma 4% (8m + 7). Logo, n — 676 pode decompor-se numa soma de trés
quadrados, pelo que ha trés hipdteses: n — 676 é um quadrado nao nulo ou n — 169 é uma soma de dois
quadrados nao nulos ou n — 169 é uma soma de trés quadrados nao nulos.

Mas, 676 = 262 = 102 + 262 = 62 + 82 + 242, Entdo, n = 676 + (n — 676) pode decompor-se numa
soma de quatro quadrados nao nulos.

3° caso: Suponhamos que n = 0 (mod8). Entdo, n = 272, com a,m € N e m fmpar. Se m é impar
e m ¢ uma soma de quatro quadrados ndo nulos, entdo z = 4®m é uma soma de quatro quadrados
nao nulos. Logo, os tnicos nimeros da forma 4%m, com m fmpar, que podem ser excepcionais sdo os
nimeros da forma 4°m, com m um dos nimeros 1, 3, 5, 9, 11, 17, 29, 41.

Mas, por um dos lemas demonstrados, todos esses niimeros podem decompor-se numa soma de
quatro quadrados nao nulos.

Se x = 2 x 4*m (com m fmpar) e 2m ndo ¢ excepcional, entdo 2 também nio é excepcional. Se 2m
é excepcional, entao 2m =2V2m=6V2m =14, peloquem=1Vm=3Vm="1.

Logo, 2 x 4%, & = 6 x 4%, © = 14 x 4% sdo possiveis nimeros excepcionais. Mas, todos eles sdo
excepcionais, como verificado anteriormente.

Estd, assim, terminada a demonstracao.
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Proposigao 205 Os unicos nimeros naturais que se podem decompor numa soma de dois quadrados
nao nulos sdo os nimeros da forma n = 2% - - -prq% ---q2, onde a € Ny, p1,...,pr 8G0 primos con-
gruentes com 1, mddulo 4, nao necessariamente distintos e qi,...,qs SGo primos congruentes com 3,
mddulo 4, também nao necessariamente distintos, a menos que n seja da forma n = 22aq% - q?, com
a € Ny, caso em que nao é soma de dois quadrados nio nulos. Neste enunciado estamos a admitir que
um ou ambos o0s produtos p1---p, e q% - q2 podem ser vazios, caso em que o produto se considera igual
al.

Demonstracao

1. Suponhamos que n = 2% com b € Np.
Se b =0, entdao n = 1 que nao é soma de dois quadrados nao nulos.

Suponhamos, como hipétese de inducéo, que 22° ndo ¢ soma de dois quadrados néo nulos.

Suponhamos, com vista a um absurdo, que 2272 era uma soma de dois quadrados nao nulos.

Entdo esses quadrados tinham de ser pares, porque 22072 ¢ um muiltiplo de 4. Mas, nesse caso,
220 também seria uma soma de dois quadrados nao nulos, o que contradiz a hipétese de inducao.
Logo, 22%2 n3o é soma de dois quadrados néo nulos.

Logo, 2?° nio pode decompor-se numa soma de dois quadrados nio nulos.

2. Suponhamos que n = 22°¢?-..¢2, com b € Ng. Suponhamos, com vista a um absurdo, que n é
uma soma de dois quadrados nao nulos, digamos n = 2% + y2. Entdo, ¢; divide 22 e ¢; divide 32,
pelo que ¢; divide z e ¢ divide y. Analogamente se mostra que g; divide z e g; divide y, para
j=1,...,s. Logo, q1---qs divide x e q; - - - q5 divide y.

2 2 2 2
. n x Yy x y
Entdo, 2% = —— = —— + ——— 2:< ) +< ) :
q1 qs q1 qs q1 qs q1 gs q1 gs

Entdo, 22° seria uma soma de dois quadrados nao nulos, o que é falso. Entdo, ¢ absurdo supor
que n = 22bq% .- q2 & soma de dois quadrados nao nulos.

3. Suponhamos que n = 2% - - - p,q> - - - g2, com r € N.

Como sao primos congruentes com 1, médulo 4, e qualquer produto de primos nessas condicoes
¢ uma soma de dois quadrados nao nulos, temos que p; - - - p, é uma soma de dois quadrados nao
nulos. Entao, p1---p, = 2 + y2, para certos nimeros naturais z e y.

Se a é par, entdo 2% = 22¢ = (20)2, pelo que temos:

n = 2ap1prq%q?:(26)2($2—|—y2)q%q?

= 2V e+ (2 ¢y
= (2q - qs2)° + (2°q1 - qsy)’
Logo, n é uma soma de dois quadrados nao nulos.
Se a é fmpar, entdo n = 2¢ = 22¢t1 = 2 x 22, Ora,
2p1--pr = 2(x2+y2) =22 22y + 2 + 2% — 2zy + o7
= (z+y)’°+(z—y)’
Observemos que, como pj ---p, ¢ fmpar, se pi---pr = 22 + y?, podemos supor, sem perda de

generalidade, que z é par e y é fmpar, pelo que z +y e © — y sdo fmpares e, por isso, diferentes de
ZETO.
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Entao:

@) (@+) + (@ =p)?) = (@ (@ +y)’ + (2 (- y))’

Entao, n ¢ uma soma de dois quadrados nao nulos.

Finalmente, observe-se que, se algum primo congruente com 3, médulo 4, ocorrer em n um nimero
impar de vezes, entao n nao é soma de dois quadrados nao nulos.

Estd, assim, terminada a demonstracao.

Observagao

O caso da decomposi¢ao de um nimero natural em trés quadrados nao nulos é muito mais dificil.

Repare-se que estao bem definidos os nimeros que se decompoem numa soma de trés quadrados; s6
que alguns desses quadrados podem ser zero. Por exemplo, 5 decompoe-se numa soma de trés quadrados
(5= 22412+ 02), mas 5 nao pode decompor-se numa soma de trés quadrados nao nulos. Acresce que o
produto de duas somas de trés quadrados nao nulos nao tem que ser uma soma de trés quadrados nao
nulos. Assim, 3 =12+12+12 ¢ 29 = 42+ 32 + 22, mas o seu produto (87) nao pode decompor-se numa
soma de menos de quatro quadrados nao nulos.

Saber quais os nimeros naturais que podem decompor-se numa soma de trés quadrados é uma
questdo em aberto (ou, pelo menos, era até ha pouco tempo). De qualquer modo, vejamos alguns
resultados sobre somas de trés quadrados nao nulos:

Proposigao 206 Seja q um nimero primo congruente com 3, mdédulo 8. Entao, para qualquer nimero
natural n, ¢" é uma soma de trés quadrados ndo nulos.

Demonstragao

Seja ¢ um nimero primo congruente com 3, médulo 8. J4 vimos que existem nimeros naturais x e
y, tais que ¢ = 22 + 2y°.

Entdo, ¢ = 22 + y? + y2, pelo que ¢ é uma soma de trés quadrados nao nulos.

Mas, ¢ = (22 + 2¢%)" = 2t + 4a?y® + 4y* = (m2)2 + (2zy)* + (2y2)2. Entdo, ¢ pode decompor-se
numa soma de trés quadrados nao nulos.

B, @™ = (") x ¢ = (") (22 + 9> +9°) = (¢"2)* + (¢"y)* + (¢"y)*, pelo que ¢>" 1 pode
decompor-se numa soma de trés quadrados nao nulos.

E, por fim, ¢*"*2 = (¢")* x ¢* = (¢")° ((332)2 + (2zy)* + (2y2)2> = (¢"2%)" + (2¢"2y)” + (24"4%)",
pelo que ¢?>"2 ¢ uma soma de trés quadrados nao nulos.

Assim, para ¢ = 11, temos:

11 =3%+1%+12

112 = 9% + 62 + 22

113 =117 x (32 + 17 + 1%) = 33* + 11> + 117

114 = 112 x (9% + 6% + 2%) = 992 4 66> + 22

Proposigao 207 Sejam m um ndmero natural e ¢ um nimero primo congruente com 3, mddulo 8.
Entio, m?q é uma soma de trés quadrados nao nulos.

Demonstragao
Trivial.

Proposigao 208 Seja q um nimero primo congruente com 3, mdédulo 8. Entao, para qualquer nimero
natural n, 2"q é uma soma de trés quadrados nao nulos.
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Demonstracao

Se g é um numero primo congruente com 3, médulo 8, entdao existem numeros naturais x e y, tais
que q = 2% + 212,

Entdo, 22mq = (2™)? (22 4+ 2¢?) = (2™2)* + (2™y)* + (2™y)*.

E, 22+ = 22m 5 2 (22 4 2¢2) = (2™)% (222 + 4y?) = (27z)? + (2m2)? + (27 H1y) 2.

Entao, para qualquer nimero natural n, 2"q pode decompor-se numa soma de trés quadrados nao
nulos, uma vez que a afirmacgao vale para os nimeros pares e para os nimeros impares.

Observagao

Exemplos triviais de somas de trés quadrados nao nulos:

3n2, 2n% +1,2n% + 4, 2n2 49, 2n% + 16, n® + 2, n2 + 5, n2 + 8, n® + 10, n? 4+ 13, n? + 17, n?® + 18,
n? +20, n? + 25, n? + 26, n? + 29, n? + 32, n? + 34, etc...

Ha4 outros exemplos de somas de trés quadrados nao nulos: Um nimero fmpar n, que nao seja da
forma n = 8n + 7, com m € N, e que admita um factor primo ¢, tal que g ocorra em n um nimero
ifmpar de vezes, € uma soma de trés quadrados nao nulos.

Por exemplo, 8085 = 3 x 5 x 72 x 11 = 15 x (—1)? x 3 = —3 = 5 (mod 8) tem de ser uma soma de
trés quadrados nao nulos.

Mas, como obter uma decomposi¢ao?

Neste caso, felizmente, uma primeira tentativa basta:

8085 — 892 =164 =4 x 41 =4 x 25+ 4 x 16 = 10% + 82
Logo, 892 + 102 + 82 = 8085. Mas,
8085 — 862 = 689 = 13 x 53 = (9 +4) x (49 + 4)

Se nao nos recordarmos da férmula (fécil de obter) que da (a2 + b2) (02 + d2), podemos usar matrizes
e determinantes:
3_2x7_2—17_20
2 3 2 7| |20 17

3 —2' ‘7 —2'_‘17 —20

Logo,

2 2 2 2\ _ _ 2 2
(3 +2)X(7+2)_‘2 31702 7|7 |20 17‘_17”0

Entdo, 8085 = 172 + 202 + 862, tendo-se obtido outra decomposicao.
Terminamos com a seguinte proposi¢ao que generaliza o que acabdmos de ver:

Proposicao 209 Sejam a,b,c,d € Z.. Entdo, existem x,y € Z, tais que (a2 + b2) X (02 + d2) = 22 +42.

Demonstracao

a —b>< c —d ac—bd —ad—bc
b «a d c ad+bc ac—bd
= (ac — bd)* + (ad + be)?

(a2 + b2) X (02 + d2) =
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112APENDICE C. DECOMPOSICAO DOS NUMEROS ATE 676 EM SOMAS DE 4 QUADRADOS NAO NULOS

1 1 1
Q1| Q2| Qs | Qs | D Qi Q1| Q2| Qs | Qs |D Qi Q1| Q2| Qs | Qs | D Qi
i=1 i=1 i=1
4 4 116 | 64 88 1 4 | 16 | 100 121 1 4 149 | 100 154
1 (16 | 36 | 36 89 1 4 |36 | 81 122 1 1 9 | 144 155
1 4 4 81 90 1 9 | 49| 64 123 1 9 | 25| 121 156
1 1 |25 ] 64 91 1 1 1 ] 121 124 4 4 |49 | 100 157
1 1 9 | 81 92 4 4 | 36 | 81 125 1 4 9 | 144 158
4 4 4 | 81 93 1 9 | 16 | 100 126 1 1 |36 | 121 159
1 4 | 25| 64 94 1 1 4 1121 127 16 | 16 | 64 | 64 160
1 4 9 | 81 95 4 9 | 16 | 100 129 4 4 9 | 144 161
1 16| 16 | 64 97 1 1 |64 64 130 1 1 |16 | 144 162
1 (25| 36| 36 98 9 9 149 | 64 131 1 9 9 | 144 | 163
1 1 16 | 81 99 1 1 9 | 121 132 1 1 | 81| 81 164
1 1 |49 | 49 100 1 4 164 | 64 133 1 4 | 16 | 144 165
4 125 |36 | 36 101 1 (16| 36| 81 134 1 1 |64 | 100 | 166
1 1136 | 64 102 1 4 9 | 121 135 1 4 | 81| 81 167
1 1 1 | 100 103 4 4 | 64| 64 136 4 4 116 | 144 168
16 | 16 | 36 | 36 104 1 |36 | 36| 64 137 1 4 164|100 169
1 4 136 | 64 105 1 1 136|100 | 138 1 9 | 16 | 144 170
1 1 4 | 100 106 1 1 |16 | 121 139 1 1 |25 | 144 171
1 9 | 16 | 81 107 1 9 9 | 121 140 1 1 1 | 169 172
1 1 125 | 81 108 1 4 | 36 | 100 141 1 136 | 36 | 100 173
1 4 4 | 100 109 1 4 116 | 121 142 1 4 4 | 100 174
1 9 [ 36 | 64 110 1 12536 | 81 143 1 1 4 1169 175
1 1 9 | 100 | 111 4 4 | 36 [ 100 | 144 4 136 |36 |100| 176
4 4 4 1100 112 1 |16 | 64 | 64 145 1 |16 | 16 | 144 177
4 9 | 36 | 64 113 1 9 | 36 | 100 | 146 1 4 4 1169 178
1 4 9 | 100 114 1 1 1 | 144 147 1 9 | 25| 144 179
1 1 149 | 64 115 1 1 125|121 148 1 1 9 | 169 180
1 9 | 25| 81 116 4 9 | 36 | 100 149 1 |16 | 64 | 100 181
1 16 | 36 | 64 117 1 1 4 | 144 150 1 1 |36 | 144 182
1 1 16 | 100 118 1 1 | 49 | 100 151 1 1 | 81 | 100 183
1 1 (36| 81 119 16 | 36 | 36 | 64 152 4 |16 | 64 | 100 | 184
4 116 [ 36 | 64 120 1 4 4 | 144 153 1 4 | 36 | 144 185
4 4 4
Q1| Q2| Qs| Qu| D Qi Q| Q2| Qs| Qul|d Qi Q| Q2| Qs| Qul| D Qi
=1 =1 =1
1 4 | 81 | 100 186 1 136 36 | 121 194 1 36| 36| 121 194
1 1 16 | 169 187 1 1 |49 | 144 195 1 1 |49 | 144 195
1 9 9 | 169 | 188 1 1 125 ]169| 196 1 1 125 (169 | 196
4 4 | 81 | 100 189 1 |16 | 36 | 144 197 1 |16 | 36 | 144 197
1 4 |16 | 169 190 1 4 194|144 198 1 4 194 | 144 198
1 9 | 81 | 100 191 1 1 1 | 196 199 1 1 1 | 196 199
16 | 16 | 16 | 144 192 4 |16 | 36 | 144 | 200 4 116 | 36 | 144 200
1 |64 ] 64| 64 193 1 36|64 |100 | 201 1 (36|64 |100 | 201




4 4 4
Q1| Q2| Q3| Q4 Z Qi Q1| Q2| Q3 | Qu Z Qi Q1| Q2| Q3 | Qu Z Qi
=1 =1 =1
1 1 64 | 144 210 1 1 16 | 225 243 1 9 9 256 275
1 16 | 25 | 169 211 1 1 121 | 121 244 1 1 49 | 225 276
1 9 81 | 121 212 1 36 | 64 | 144 245 1 4 16 | 256 277
1 4 64 | 144 213 1 1 100 | 144 246 1 16 | 36 | 225 278
1 1 16 | 196 214 1 1 49 | 196 247 1 1 81 | 196 279
1 9 9 | 196 215 4 36 | 64 | 144 248 4 4 16 | 256 280
4 4 64 | 144 216 1 4 | 100 | 144 249 1 36 | 100 | 144 281
1 4 16 | 196 217 1 4 49 | 196 250 1 4 81 | 196 282
1 9 64 | 144 218 1 9 16 | 225 251 1 1 25 | 256 283
1 16 | 81 | 121 219 1 1 25 | 225 252 1 9 49 | 225 284
1 1 49 | 169 220 4 4 49 | 196 253 4 4 81 | 196 285
4 9 64 | 144 221 1 9 100 | 144 254 1 4 25 | 256 286
1 9 16 | 196 222 1 4 25 | 225 255 1 9 81 | 196 287
1 1 25 | 196 223 64 | 64 | 64 64 256 16 | 64 | 64 | 144 288
1 16 | 64 | 144 225 4 9 | 100 | 144 257 1 16 | 16 | 256 289
1 4 25 | 196 226 1 16 | 16 | 225 258 1 1 144 | 144 290
1 1 81 | 144 227 1 1 1 256 259 1 1 64 | 225 291
1 1 1 | 225 228 1 9 25 | 225 260 1 1 1 289 292
1 16 | 16 | 196 229 1 16 | 100 | 144 261 1 4 | 144 | 144 293
1 4 81 | 144 230 1 1 4 256 262 1 1 36 | 256 294
1 1 4 | 225 231 1 1 36 | 225 263 1 1 4 289 295
4 16 | 16 | 196 232 4 16 | 100 | 144 264 4 4 | 144 | 144 296
4 4 | 81 | 144 233 1 4 4 256 265 1 4 36 | 256 297
1 1 36 | 196 234 1 4 36 | 225 266 1 1 | 100 | 196 298
1 1 64 | 169 235 1 1 9 256 267 1 9 64 | 225 299
1 1 9 | 225 236 1 25 | 121 | 121 268 1 1 9 289 300
1 4 | 36 | 196 237 1 36 | 36 | 196 269 1 4 | 100 | 196 301
1 4 | 64 | 169 238 1 4 9 256 270 1 9 36 | 256 302
1 4 9 | 225 239 1 1 100 | 169 271 1 4 9 289 303
4 4 36 | 196 240 4 36 | 36 | 196 272 4 4 | 100 | 196 304
4 4 64 | 169 241 1 64 | 64 | 144 273 1 16 | 144 | 144 305
1 9 | 36 | 196 242 1 1 16 | 256 274 1 9 | 100 | 196 306
1 1 1
Q1| Q2| Qs | Q| Qi Q1| Q2| Qs | Q| D Qi Q| Q2| Qs | Qu| D Qi
=1 =1 =1
1 1 16 | 289 307 1 1 144 | 169 315 1 9 | 144 | 169 323
1 1 81 | 225 308 1 1 25 | 289 316 1 9 25 | 289 324
1 16 | 36 | 256 309 4 25 | 144 | 144 317 1 4 64 | 256 325
1 4 16 | 289 310 1 4 | 144 | 169 318 1 36 | 64 | 225 326
1 4 81 | 225 311 1 1 121 | 196 319 1 1 1 324 327
4 16 | 36 | 256 312 16 | 16 | 144 | 144 320 4 4 64 | 256 328
1 16 | 100 | 196 313 4 4 | 144 | 169 321 1 36 | 36 | 256 329
1 25 | 144 | 144 314 1 1 64 | 256 322 1 1 4 324 330
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7} 7} 7}
Q1| Q2| Q3 | Qu Z Qi Q1| Q2 | Q3 | Q4 Z Qi Q1| Q2| Q3 | Qa4 Z Qi
=1 i—1 i—1
1 16 | 25 | 289 331 1 9 64 | 289 363 1 1 | 169 | 225 396
1 25 | 81 | 225 332 1 1 1 361 364 1 4 1196 | 196 397
1 4 4 324 333 1 4 36 | 324 365 1 9 64 | 324 398
1 16 | 121 | 196 334 1 9 100 | 256 366 1 1 36 | 361 399
1 1 9 324 335 1 1 4 361 367 4 4 1196 | 196 400
4 4 324 336 4 4 36 | 324 368 4 9 64 | 324 401
1 16 | 64 | 256 337 4 9 100 | 256 369 1 1 | 144 | 256 402
1 4 9 324 338 1 4 4 | 361 370 1 1 1 400 403
1 1 81 | 256 339 1 1 144 | 225 371 1 9 | 169 | 225 404
1 1 49 | 289 340 1 1 9 361 372 1 4 | 144 | 256 405
4 4 9 324 341 1 16 | 100 | 256 373 1 1 4 400 406
1 1 16 | 324 342 1 4 144 | 225 374 1 1 81 | 324 407
1 4 49 | 289 343 1 1 49 | 324 375 4 4 | 144 | 256 408
16 | 36 | 36 | 256 344 4 16 | 100 | 256 376 1 4 4 | 400 409
1 4 16 | 324 345 1 16 36 | 324 377 1 4 81 | 324 410
1 25 | 64 | 256 346 1 4 49 | 324 378 1 1 9 400 411
1 9 81 | 256 347 1 1 16 | 361 379 1 1 49 | 361 412
1 1 121 | 225 348 1 9 9 361 380 4 4 81 | 324 413
4 25 | 64 | 256 349 4 4 49 | 324 381 1 4 9 400 414
1 9 16 | 324 350 1 4 16 | 361 382 1 4 49 | 361 415
1 1 25 | 324 351 1 9 49 | 324 383 64 | 64 | 144 | 144 416
16 | 16 | 64 | 256 352 1 64 | 64 | 256 385 1 16 | 144 | 256 417
1 64 | 144 | 144 353 1 16 | 144 | 225 386 1 1 16 | 400 418
1 4 25 | 324 354 1 9 16 | 361 387 1 9 9 | 400 419
1 1 64 | 289 355 1 1 25 | 361 388 1 9 49 | 361 420
1 9 | 121 | 225 356 1 100 | 144 | 144 389 1 4 16 | 400 421
1 16 | 16 | 324 357 1 1 64 | 324 390 1 16 | 81 | 324 422
1 1 100 | 256 358 1 1 100 | 289 391 1 1 196 | 225 423
1 25 | 324 359 4 100 | 144 | 144 392 4 16 | 400 424
4 16 | 16 | 324 360 1 64 | 324 393 1 36 | 64 | 324 425
1 100 | 256 361 1 1 196 | 196 394 1 1 {100 | 324 426
1 1 36 | 324 362 1 25 | 144 | 225 395 1 1 25 | 400 427

4 4 4
Qu| Q2| Qs | Qa| D @i Q| Q2| Qs | Qu | Qi Q| Q2| Qs | Qa| D Qi
i=1 i=1 i=1
1] 81 121225 | 428 1 (25| 49 | 361 | 436 1 1 1 |441 ] 444
1 4 100 | 324 | 429 1 | 36 | 144 | 256 | 437 4 | 16 | 25 | 400 | 445
1| 4 | 251|400 | 430 1 1 | 36 | 400 | 438 1 | 9 | 36 |400 | 446
1 9 | 196 | 225 | 431 1 |49 | 100 | 289 | 439 1 1 4 | 441 | 447
4 | 4 |100 | 324 | 432 4 | 36 | 144 | 256 | 440 16 | 16 | 16 | 400 | 448
1 116 | 16 | 400 | 433 1| 4 | 36 | 400 | 441 4 19 | 36 |400 | 449
1 9 [ 100 | 324 | 434 1 | 16 | 25 | 400 | 442 1| 4 | 4 |441 | 450
1 1 | 144|289 | 435 1 9 | 144 | 289 | 443 1 1 ]49 [400 | 451




Q1| Q2| Q3 | Qu Z Qi Q1| Q2| Q3 | Qu Z Qi Q1| Q2 | Q3 | Q4 Z Qi
=1 =1 =1
1 1 9 441 452 1 1 121 | 361 484 1 4 256 | 256 517
1 16 | 36 | 400 453 1 16 | 144 | 324 485 1 36 81 | 400 518
1 1 196 | 256 454 1 4 81 | 400 486 1 4 225 | 289 519
1 4 9 441 455 1 1 1 484 487 4 4 256 | 256 520
4 16 | 36 | 400 456 4 16 | 144 | 324 488 4 36 81 | 400 521
1 4 | 196 | 256 457 1 36 | 196 | 256 489 1 1 36 | 484 522
1 36 | 196 | 225 458 1 1 4 484 490 1 1 121 | 400 523
1 1 16 | 441 459 1 9 81 | 400 491 1 1 81 | 441 524
1 1 169 | 289 460 1 1 49 | 441 492 1 4 36 | 484 525
1 36 | 100 | 324 461 1 4 4 484 493 1 4 121 | 400 526
1 4 16 | 441 462 1 16 | 36 | 441 494 1 4 81 | 441 527
1 1 100 | 361 463 1 1 9 484 495 4 4 36 | 484 528
4 | 36 | 100 | 324 464 4 4 4 | 484 496 1 16 | 256 | 256 529
1 64 | 144 | 256 465 4 16 | 36 | 441 497 1 9 36 | 484 530
1 1 64 | 400 466 1 4 9 484 498 1 9 121 | 400 531
1 9 16 | 441 467 1 16 | 121 | 361 499 1 1 1 529 532
1 1 25 | 441 468 1 9 49 | 441 500 1 64 | 144 | 324 533
1 4 64 | 400 469 1 36 | 64 | 400 501 1 81 | 196 | 256 534
1 1 144 | 324 470 1 1 16 | 484 502 1 1 4 529 535
1 4 25 | 441 471 1 9 9 484 503 4 64 | 144 | 324 536
4 4 64 | 400 472 4 36 | 64 | 400 504 1 16 36 | 484 537
1 4 | 144 | 324 473 1 4 16 | 484 505 1 4 4 529 538
1 9 64 | 400 474 1 81 | 100 | 324 506 1 16 81 | 441 539
1 16 | 169 | 289 475 1 1 64 | 441 507 1 1 9 529 540
1 9 25 | 441 476 1 25 | 121 | 361 508 4 4 4 529 541
4 9 64 | 400 477 4 | 81 | 100 | 324 509 1 36 64 | 441 542
1 9 | 144 | 324 478 1 4 64 | 441 510 1 1 100 | 441 543
1 1 36 | 441 479 1 1 25 | 484 511 16 | 16 | 256 | 256 544
16 | 64 | 144 | 256 480 4 4 64 | 441 513 1 144 | 144 | 256 545
1 16 | 64 | 400 481 1 1 256 | 256 514 1 1 144 | 400 546
1 4 36 | 441 482 1 9 64 | 441 515 1 1 16 | 529 547
1 1 81 | 400 483 1 1 | 225 | 289 516 1 9 9 529 548
4 4 4
Q1| Q2| Qs | Qu| D Qi Q1| Q2| Qs | Qu| D Qi Q| Q| Qs | Qul|d Qi
i=1 =1 1=1
1 4 | 144 | 400 549 1 36 | 36 | 484 557 1 16 64 | 484 565
1 1 64 | 484 550 1 9 64 | 484 558 1 16 | 225 | 324 566
1 1 | 225|324 551 1 1 | 196 | 361 559 1 1 36 | 529 567
4 4 | 144 | 400 552 4 | 36 | 36 | 484 560 4 16 64 | 484 568
1 4 64 | 484 553 1 16 | 144 | 400 561 1 100 | 144 | 324 569
1 4 | 225 | 324 554 1 4 | 196 | 361 562 1 4 36 | 529 570
1 9 16 | 529 555 1 81 | 81 | 400 563 1 1 169 | 400 571
1 1 25 | 529 556 1 1 121 | 441 564 1 9 121 | 441 572
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7} 7} 7}
Q1| Q2| Q3 | Qu Z Qi Q1| Q2 | Q3 | Q4 Z Qi Q1| Q2| Q3 | Qa4 Z Qi
=1 i—1 i—1

4 36 | 529 573 4 9 16 | 576 605 4 4 625 637
1 4 | 169 | 400 574 1 25 | 576 606 1 9 | 144 | 484 638
1 9 36 | 529 575 1 1 121 | 484 607 1 1 196 | 441 639
16 | 16 | 144 | 400 576 64 | 144 | 144 | 256 608 64 | 64 | 256 | 256 640
1 64 | 256 | 256 577 1 16 16 | 576 609 4 9 | 144 | 484 641
1 36 | 100 | 441 578 1 4 121 | 484 610 1 1 64 | 576 642
1 1 1 576 579 1 25 | 576 611 1 1 16 | 625 643
1 1 49 | 529 580 1 1 81 | 529 612 1 9 9 625 644
1 36 | 144 | 400 581 1 16 | 196 | 400 613 1 4 64 | 576 645
1 1 4 576 582 1 1 36 | 576 614 1 4 16 | 625 646
1 4 49 | 529 583 1 1 289 | 324 615 1 9 | 196 | 441 647
4 36 | 144 | 400 584 4 16 | 196 | 400 616 4 4 64 | 576 648
1 4 4 576 585 1 4 36 | 576 617 1 36 | 36 | 576 649
1 1 100 | 484 586 1 4 289 | 324 618 1 1 |324 | 324 650
1 1 9 576 587 1 1 256 | 361 619 1 9 16 | 625 651
1 2 | 225 | 361 588 1 9 81 | 529 620 1 1 25 | 625 652
1 4 | 100 | 484 589 1 36 | 100 | 484 621 1 4 | 324 | 324 653
1 4 9 576 590 1 4 | 256 | 361 622 1 16 | 196 | 441 654
1 4 | 225 | 361 591 1 9 289 | 324 623 1 1 | 169 | 484 655
4 4 1100 | 484 592 4 36 | 100 | 484 624 4 4 | 324 | 324 656
4 4 9 576 593 4 4 256 | 361 625 1 16 | 64 | 576 657
1 1 16 | 576 594 1 81 | 144 | 400 626 1 1 | 256 | 400 658
1 1 64 | 529 595 1 1 49 | 576 627 1 1 81 | 576 659
1 9 | 225 | 361 596 1 1 1 625 628 1 9 25 | 625 660
1 4 16 | 576 597 1 16 36 | 576 629 1 4 | 256 | 400 661
1 1 | 196 | 400 598 1 1 144 | 484 630 1 4 81 | 576 662
1 36 | 121 | 441 599 1 1 4 625 631 1 1 36 | 625 663
4 4 16 | 576 600 4 16 36 | 576 632 4 4 | 256 | 400 664
1 4 1196 | 400 601 1 4 144 | 484 633 1 16 | 324 | 324 665
1 9 16 | 576 602 1 4 4 625 634 1 4 36 | 625 666
1 1 25 | 576 603 1 9 49 | 576 635 1 9 81 | 576 667
1 25 | 49 | 529 604 1 1 9 625 636 1 1 | 225 | 441 668

4
Qu| Q2| Qs | Qa| ) @
i=1
4 | 36 | 625 | 669
1 |16 | 169 | 484 | 670
225 | 441 | 671
16 | 16 | 64 | 576 | 672
16 | 256 | 400 | 673
16 | 81 | 576 | 674
1 ] 144|529 | 675
1 ] 49 | 625 | 676

—_
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Afterword

The back matter often includes one or more of an index, an afterword, acknowledgements, a bibliography,
a colophon, or any other similar item. In the back matter, chapters do not produce a chapter number,
but they are entered in the table of contents. If you are not using anything in the back matter, you can
delete the back matter TeX field and everything that follows it.
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